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ВСТУП  

Зі стрімким розвитком обчислювальної математики, аналізу даних і 

машинного навчання важливу роль відіграють ефективні засоби для роботи з 

багатовимірними числовими масивами. Однією з найпотужніших бібліотек для 

цього є NumPy (Numerical Python), яка забезпечує зручний і продуктивний 

інструментарій для виконання складних математичних операцій, лінійної 

алгебри, числових перетворень та роботи з багатовимірними масивами. 

NumPy (Numerical Python) – це фундаментальний інструмент для роботи з 

багатовимірними гомогенними масивами, який також забезпечує широкий 

спектр математичних функцій для обчислень. Цей пакет став основою для 

багатьох бібліотек Python, які використовуються в галузях науки, техніки, 

аналізу даних і штучного інтелекту. 

За допомогою NumPy можна проводити операції над векторами, 

матрицями та багатовимірними структурами даних. Він також імплементований 

у такі мови програмування, як C та Fortran, тому якщо обчислення стосуються 

векторів, то використовувати NumPy продуктивно та зручно [14]. 

Основними перевагами використання NumPy є такі: 

- надає потужний інструментарій у Python для роботи з багатовимірними 

масивами; 

- надає можливість інтегрування пакета в C/C++ чи Fortran; 

- розроблений спеціально для наукових обчислень у задачах лінійної 

алгебри та деяких інших галузей математики.  

Отже, можна зробити висновок, що NumPy – це вдосконалений аналог 

MatLab, а тому його використання є дуже корисним для фахівців технічних та 

фізико-математичних спеціальностей. 

Цей посібник створений насамперед для тих, хто прагне отримати 

практичні навички роботи з бібліотекою NumPy. Він призначений як для 

початківців, які лише ознайомлюються з програмуванням, так і для тих, хто хоче 

розширити свої знання у роботі з числовими даними. На думку авторів, 

навчальний посібник «Бібліотека NumPy: теоретичні основи і застосування» 
стане у нагоді для студентів технічних і фізико-математичних спеціальностей 

Львівського національного університету імені Івана Франка, зокрема, для 

здобувачів першого (бакалаврського) рівня вищої освіти за спеціальностями  

122 «Комп’ютерні науки», 124 «Системний аналіз», 111 «Математика», 014 

«Середня освіта». Інформацію, наведену в цьому навчальному посібнику, можна 

використовувати для виконання різноманітних лабораторних, курсових, 

кваліфікаційних робіт тощо. 

Мету цього посібника можна охарактеризувати такими напрямами: 

- ознайомити читача з базовими концепціями та основними функціями 

бібліотеки NumPy; 
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- навчити створювати масиви, виконувати їхні різноманітні перетворення  

та операції над ними; 

- продемонструвати приклади використання NumPy для розв’язування 

прикладних задач. 

Необхідними умовами для успішного освоєння матеріалу є базовий рівень 

програмування мовою Python та елементарні знання з курсу вищої математики. 

Посібник містить теоретичну частину, де розглянуто ключові концепції, 

потрібні для розуміння і використання ресурсів бібліотеки NumPy, та практичну, 

у якій наведено різноманітні приклади і завдання для самостійного виконання. 

Такий підхід дозволяє не лише зрозуміти матеріал, але і застосувати знання на 

практиці. Кожен розділ доповнено контрольними запитаннями та завданнями 

для самостійного розв’язування. 

Отже, бібліотека NumPy є незамінним інструментом для розробників  

і аналітиків завдяки таким своїм перевагам: 

- висока продуктивність завдяки використанню оптимізованих алгоритмів; 

- зручність роботи з великими наборами даних; 

- гнучкість у математичних і статистичних обчисленнях. 

Цей навчальний посібник допоможе читачеві зробити перший крок у 

вивченні бібліотеки NumPy і відкрити нові можливості для ефективного 

програмування та аналізу даних.



    ❖    7     

 

РОЗДІЛ 1 ІНСТАЛЯЦІЯ Й ІМПОРТ БІБЛІОТЕКИ NumPy 

ТА ЇЇ ПІДМОДУЛІВ 

Після вивчення матеріалів цього розділу читач повинен уміти: 

1. Встановити бібліотеку NumPy на свій комп’ютер. 

2. Імпортувати модуль numpy та його підмодулі у коді програми. 

3. З’ясовувати поточну встановлену версію бібліотеки NumPy. 

Ключові слова розділу: встановлення бібліотеки NumPy, імпорт модуля 

numpy, імпорт підмодулів NumPy. 

1.1 Основні способи інсталяції бібліотеки NumPy 

Бібліотека NumPy є потужним інструментом для роботи з 

багатовимірними масивами та виконання наукових обчислень у Python. Її 

головна особливість – це використання ефективних структур даних та 

оптимізованих операцій, що значно перевищують швидкість стандартних 

списків Python. NumPy реалізовано мовою C, для цього використовуються 

низькорівневі оптимізації, завдяки чому виконання операцій відбувається 

набагато швидше, ніж у стандартному Python. 

Однією з ключових концепцій NumPy є векторизація – можливість 

виконувати операції над цілими масивами без використання циклів Python. Це 

досягається завдяки SIMD (Single Instruction, Multiple Data) – одночасному 

виконанню однієї операції над кількома елементами. 

За замовчуванням NumPy використовує однопотокові обчислення, а для 

виконання складних математичних операцій вона може автоматично 

покладатися на оптимізовані бібліотеки, написані мовою Fortran, такі, як: 

- LAPACK (Linear Algebra PACKage) – набір алгоритмів для лінійної 

алгебри (обернення матриць, розв’язання систем рівнянь, розклади); 

- BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) – низькорівневі оптимізовані 

функції для лінійної алгебри; 

- OpenBLAS, Intel MKL – бібліотеки, які пришвидшують обчислення за 

допомогою багатопотоковості та SIMD-інструкцій. 

Для роботи з бібліотекою NumPy потрібен інтерпретатор Python (версії 3.7 

або новішої) та операційна система Windows, macOS або Linux. Оперативна 

пам’ять (RAM) – від 512 МБ (мінімально) або від 2 ГБ, якщо планується обробка 

великих масивів даних. Процесор може бути будь-яким сучасним x86 або ARM, 

але для кращої продуктивності рекомендується процесор із підтримкою SIMD-

інструкцій (SSE, AVX). 

При встановленні через pip можливе використання бібліотек 

BLAS/LAPACK (наприклад, OpenBLAS або MKL), які дозволяють оптимізувати 
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роботу на багатоядерних процесорах. Якщо планується активне використання 

великих матриць або обчислень у лінійній алгебрі, бажано мати 4+ ГБ RAM та 

багатоядерний процесор. 

1.1.1 Інсталяція через pip 

NumPy зазвичай установлюється за допомогою менеджера пакетів  

Python – pip. Pip – це спеціальний менеджер бібліотек та модулів Python. 

Зазвичай, він входить до стандартного набору програм, який постачається разом 

з файлом інсталяції Python. Перед інсталяцією NumPy рекомендовано 

переконатись у командному рядку, що pip встановлений та оновлений: 

python3 -m ensurepip --default-pip 

python3 -m pip install --upgrade pip 

Алгоритм установки бібліотеки NumPy (на прикладі ОС Windows) 

1. Знайдіть теку, у якій розміщено програму pip чи pip3, наприклад, це 

може бути шлях до папки Scripts на диску C: 

C:\Users\some_user\pr_list\Scripts 

Цей шлях також можна копіювати з командного рядка папки Script 

(див. рис. 1.11). 

 

Рисунок 1.1 – Папка, що містить pip3 

2. Відкрити застосунок «Командний рядок»  

3. Перейти в папку pip за допомогою комади cd (див. рис. 1.2)  

4. Інсталювати NumPy за допомогою команди:  

pip install numpy 

 

 
1 Звернемо увагу, що зображення, які читач бачить на своєму екрані після проведення описаних авторами 

послідовностей кроків, можуть відрізнятися від наведених у посібнику. Це пов’язано з тим, що інтерфейс 

операційної системи, середовище розробки (IDE) або версія програмного забезпечення можуть мати інші 

налаштування або вигляд. Наприклад, у Windows, macOS і Linux одна й та сама команда може мати різний вивід 

або оформлення. Якщо ваш результат виглядає інакше, перевірте налаштування вашого середовища або версію 

використовуваного програмного забезпечення. 
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Зауважимо також, що для інсталяції рекомендовано використовувати 

найновішу версію pip, наприклад, pip3 (див. рис. 1.2): 

pip3 install numpy 

 

Рисунок 1.2 – Використання командного рядка для встановлення NumPy 

1.1.2 Інсталяція через Anaconda 

Якщо ви використовуєте Anaconda, NumPy зазвичай включено до базового 

набору пакетів. Якщо його немає, встановіть бібліотеку командою: 

conda install numpy 

Для встановлення бібліотеки NumPy без використання pip можна 

скористатися пакетним менеджером операційної системи. Наприклад: 

- для Arch Linux: 

sudo pacman -S python-numpy 

- для macOS (через Homebrew): 

brew install numpy 

Ознайомитися з іншими способами встановлення NumPy для 

різноманітних операційних систем можна на офіційній сторінці бібліотеки [14]. 

1.2 Імпорт бібліотеки NumPy 

 Загалом, NumPy можна імпортувати будь-яким із доступних у Python 

способів, але ми спинимося лише на розгляді імпортування із псевдонімом, що 

вважається класичним способом для звернення до цієї бібліотеки у коді. 

NumPy зазвичай імпортують із псевдонімом np, що є загальноприйнятою 

практикою: 

import numpy as np 

Це скорочення дозволяє писати код зручніше, а також дає змогу іншим 

програмістам, які читатимуть код, швидко зорієнтуватись, яка саме бібліотека 

використовується для того чи іншого методу. 

Зауважимо також, що після встановлення рекомендовано переконатися, 

що бібліотека встановлена коректно, ввівши наступний код у будь-якому 

зручному для користувача Python-інтерпретаторі: 

https://numpy.org/install/
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import numpy as np 

print(np.__version__) # Виведе версію встановленої бібліотеки 

1.3 Імпорт підмодулів  

Імпорт модулів NumPy можна здійснювати різними способами, але, 

здебільшого, цей процес відбувається у два етапи: спочатку імпортується власне 

numpy із псевдонімом, а далі сам підмодуль. Якщо функції чи методи підмодуля 

у коді використовуються дуже рідко (наприклад для генерування даних), то 

імпортування його є недоцільним, у такому разі краще звернутись до 

необхідного фрагмента коду напряму: 

# Використання підмодуля random 

random_numbers = np.random.rand(5) 

Але для підмодулів, які будуть часто використовуватись у коді програми, 

доцільним буде імпортування із псевдонімом. Так, наприклад, модуль лінійної 

алгебри numpy.linalg зазвичай імпортують із псевдонімом la, що є поширеною 

практикою серед спільноти програмістів: 

import numpy as np 

import numpy.linalg as la 

У табл. 1.1 наведено перелік основних підмодулів NumPy та 

загальноприйняті псевдоніми для їх імпортування. 

Таблиця 1.1 – Способи імпортування підмодулів NumPy 

Підмодуль Спосіб імпортування Короткий опис 

numpy.linalg import numpy.linalg as la 
операції лінійної 

алгебри 

numpy.random import numpy.random as rnd 
генерація  

випадкових чисел 

numpy.fft import numpy.fft as fft 
дискретні 

перетворення Фур’є 

numpy.ma import numpy.ma as ma 
робота із масивами  

з масками 

numpy.polynomial import numpy.polynomial as poly 
робота  

з поліномами 

numpy.lib .stride_tricks 
import numpy.lib.stride_tricks 

as st 
оптимізація 

розмірності 

numpy.testing import numpy.testing as tst 
підмодуль  

для тестування 
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Скорочення дає можливість писати код швидше і компактніше, а також 

вирізняє функції та методи, що належать тому чи іншому підмодулю бібліотеки 

NumPy від всіх інших. 
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Контрольні запитання до розділу 

1. Які способи для встановлення бібліотеки NumPy Ви знаєте? 

2. Під яким псевдонімом зазвичай проводиться імпорт модуля numpy? 

3. Чи завжди доцільно проводити імпортування підмодулів NumPy із 

псевдонімом? Наведіть приклади. 

Завдання для самостійного виконання 

1. Перевірте, чи встановлена бібліотека numpy на вашому комп’ютері, 

використавши для цього атрибут __version__.  

2. Якщо ні, то встановіть її одним із описаних у розділі 1 способів.  

3. Імпортуйте декілька основних підмодулів NumPy у своєму коді.
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РОЗДІЛ 2 ОСНОВИ РОБОТИ З МАСИВАМИ 

Після вивчення матеріалів цього розділу читач повинен уміти: 

1. Створювати масиви NumPy на основі списків та інших ітерованих 

об’єктів Python. 

2. З’ясовувати основні відомості про масив: тип даних, форму, розмір 

тощо. 

3. Створювати масиви NumPy за допомогою генеруючих функцій. 

4. Генерувати масиви за допомогою модуля numpy.random. 

5. Налаштовувати вивід масивів у консоль. 

6. Проводити маніпуляції зі зміни форми масиву. 

7. Розрізняти копію від представлення (view), а також перевіряти, чи 

певний numpy.ndarray об’єкт є копією, або представленням (view) 

іншого масиву. 

8. Об’єднувати та розділяти масиви різними способами. 

Ключові слова розділу: генерування масивів NumPy, псевдовипадкове 

генерування масивів NumPy, форма масиву, розмір масиву, розмірність масиву, 

копія (copy), присвоєння, представлення (view). 

Означення 2.1. (Гомогенний) Масив – це індексована послідовність 

величин однакового типу, що позначається одним іменем. Кожне із значень,  

з яких складається масив, називається компонентою (або елементом масиву).  

Головними об’єктами NumPy є гомогенні багатовимірні масиви – ndarray 

(n-dimensional array), тобто таблиці елементів однакового типу (переважно 

чисел). Ndarray складається із двох частин потоків: 

- актуальні дані; 

- деякі метадані, що описують актуальні дані. 

Переважна більшість операцій із масивами не змінює актуальні дані, а 

працює на рівні метаданих. 

У Numpy, як і в лінійній алгебрі, розмірності називаються осями (axes) 

(див. рис. 2.1 [16]). Кількість осей називається рангом (rank). 

 
Рисунок 2.1 – Структура та осі масивів 
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Для звернення до елементу масиву використовується його індекс 

(див. рис.  2.2 [9]). 

 
Рисунок 2.2 – Структура та індексація масивів 

Для звернення до елемента за індексом 2 в одновимірному масиві arr 

використовується запис arr[2], у масивах з більшою кількістю вимірів 

потрібно перелічити індекси через кому. Наприклад, доступ до другого елемента 

у першому рядку матриці arr здійснюється так: arr[0,1]. 

Розглянемо деякі найважливіші атрибути об’єктів ndarray: 

- ndarray.ndim – загальна кількість осей (вимірів) масиву. 

- ndarray.shape – розмірності масиву. Наприклад, для матриці з 𝑛 рядків 

та 𝑚 стовпців ця величина становить (𝑛,𝑚). 

- ndarray.size – загальна кількість елементів масиву. Наприклад, для 

матриці з 𝑛 рядків та 𝑚 стовпців ця величина дорівнює 𝑛 ⋅ 𝑚. 

- ndarray.dtype – повертає тип елементів масиву, наприклад, 

numpy.int32, numpy.int16, numpy.float64. 

- ndarray.itemsize – повертає розмір у байтах одного елемента масиву. 

Наприклад, для елемента типу float64 розмір буде 8 (=64/8). 

Легко помітити, що numpy.ndarray є доволі схожими на списки (або 

вкладені списки) в Python, тому природним чином постає питання: Чому 

просто не використовувати списки Python для обчислень, замість того, щоб 

створювати новий тип масивів? 

Для того, щоб надати перевагу масивам NumPy, є декілька причин. Однією 

з них є недоліки списків Python, серед яких можна виокремити такі: 

1. Списки Python є дуже загальними. 

2. Списки можуть містити будь-який тип елементів і мають динамічну 

природу. 

3. Списки не підтримують такі математичні функції, як матричне множення 

чи скалярний добуток і т. п. А імплементування цих функцій для списків у 

Python не було б дуже ефективним, через їхню динамічну природу. 

Натомість Numpy масиви мають статичний тип і є гомогенними. Тип 

елементів визначається під час створення масиву. Numpy масиви є ефективними 
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щодо економії пам’яті. Зважаючи на їхню статичну природу, відбувається 

швидка імплементація математичних функцій, таких як множення і додавання 

numpy масивів, а також ці функції можна легко імплементувати, наприклад у 

мови C чи Fortran [14]. 

2.1 Основні способи створення масивів 

Способів створення об’єктів ndarray є доволі багато. Серед основних 

можна назвати такі: 

- створення на основі списків чи кортежів Python; 

- створення з використанням генеруючих функцій. 

Розглянемо ці способи детальніше. 

2.1.1 Створення масивів numpy.ndarray на основі списків та інших 

ітерованих об’єктів Python 

Одним із найпростіших способів створення масиву у NumPy є 

використання методу np.array(). Синтаксис цієї функції такий: 

𝒏𝒑. 𝒂𝒓𝒓𝒂𝒚(𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡, 𝑑𝑡𝑦𝑝𝑒 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑐𝑜𝑝𝑦 = 𝑇𝑟𝑢𝑒, 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 = ′𝐾′,  

           𝑠𝑢𝑏𝑜𝑘 = 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒, 𝑛𝑑𝑚𝑖𝑛 = 0, 𝑙𝑖𝑘𝑒 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 
де 

object (array-like) – вхідні дані для створення масиву (список, кортеж, 

інший масив тощо). 

dtype (data-type, optional) – бажаний тип даних для елементів масиву 

(наприклад, int, float, complex). Якщо не вказано, тип визначається 

автоматично. 

copy (bool, optional): 

- True (за замовчуванням): створює копію вхідних даних. 

- False: уникає створення копії, якщо можливо. 

 

order ({'K', 'C', 'F'}, optional): 

- 'C': зберігає порядок за рядками (C-style, row-major); 

- 'F': зберігає порядок за стовпцями (Fortran-style, column-major); 

- 'K': зберігає порядок з вхідного об'єкта. 

subok (bool, optional): 

- True: якщо об'єкт є підкласом масиву, зберігає його тип; 

- False (за замовчуванням): завжди створює масив NumPy.

ndmin (int, optional) – мінімальна кількість вимірів у результуючому 

масиві. Наприклад, якщо ndmin=2, одномірний масив буде перетворений 

на двовимірний. 
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like (array-like, optional), якщо вказано, створює масив, який має той 

самий тип, що і вказаний об’єкт. 

Розглянемо найпростіший приклад застосування методу np.array(): 

import numpy as np 

a = np.array([12, -5, 0]) 

При створенні масиву зі списку можна також і перевизначити тип його 

елементів, наприклад, із списку, що складається зі елементів типу str, які 

являють собою цілі числа, можна створити масив із цілих чисел. 

a = np.array(['12', '-5', '0'], dtype=int) 

Наприклад, перетворимо рядкову змінну, яка складається із чисел, 

розділених пропусками, і створимо із неї масив. Вивід масиву в консоль 

реалізуємо за допомогою оператора print(): 

line = '1 2 -5 35 22 7' 

list_a = line.split() 

a = np.array(list_a, dtype=int) 

print(a) # [1 2 -5 35 22 7] 

Крім одновимірних масивів, метод np.array() дозволяє створювати 

масиви більших розмірностей. Для прикладу  створимо матрицю розміром 2 × 5: 

b = np.array([[1., 2, -5, 11, 9], [-3, 4, 7, 21, 5]]) 

print(b)  # [[ 1.  2. -5. 11.  9.] 

          #  [-3.  4.  7. 21.  5.]] 

Зауважимо, що у масиві, до якого застосовувався метод np.array(), усі числа 

були цілочисельними, крім одного (1.), яке є числом із плаваючою комою. Тому 

в результаті ми отримали масив, усі елементи якого є  типу float64. У цьому 

легко переконатись, якщо скористатись ndarray.dtype. 

 Якщо є потреба створити масив із словника, то це можна зробити, 

комбінуючи методи словників, функцію list() та np.array(), як це 

показано у прикладі: 

dict = {1:'one', 2: 'two'} 

arr = np.array(list(dict.items())) 

print(arr)  # [['1' 'one'] 

            #  ['2' 'two']] 

print(arr.dtype)  # <U21 (21-символьний Unicode рядок) 

Зауважимо, що NumPy автоматично присвоїв елементам масиву 

двадцятиодносимвольний Unicode String тип. Детальніше про типи даних NumPy 

описано в додатку А. 

Крім цього, використовуючи комплексну одиницю (1j), можна створювати 

і масиви, що складаються із комплексних чисел, наприклад: 

re = np.array([[1, 2], [3, 4]]) 

im = np.array([[5, 6], [-3, 0]]) 
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comp = re + 1j*im 

print(comp)  # [[1.+5.j 2.+6.j] 

             #  [3.-3.j 4.+0.j]] 

Наведемо ще один приклад на створення об’єктів ndarray і розглянемо на 

його основі використання основних атрибутів. 

v = np.array([1, 2, 3, 4]) 

m = np.array([[1., 2], [3, 4]]) 

 

# тип v 

print(type(v))  # <class 'numpy.ndarray'> 

# тип m 

print(type(m))  # <class 'numpy.ndarray'> 

 

# тип даних v 

print(v.dtype)  # int64 

# тип даних m 

print(m.dtype)  # float64 

 

# форма v 

print(np.shape(v))  # (4,) 

# форма m 

print(m.shape)  # (2, 2) 

 

# розмір v 

print(v.size)  # 4 

# розмір m 

print(np.size(m))  # 4 

 

# розмірність v 

print(v.ndim)  # 1 

# розмірність m 

print(np.ndim(m))  # 2 

Як бачимо, попри однакову природу даних об’єктів (ndarray), вони загалом 

мають різні властивості. Зауважимо також, що shape, size, dtype і т. п. можна 

використовувати і як методи класу numpy, і як атрибути його об’єктів. Ці 

команди є особливо корисними при роботі з уже готовими невідомими досі 

наборами даних, адже вони дають розробникові загальне розуміння того, з яким 

масивом даних він працює, який його розмір, тип даних та ін. 

2.1.2 Створення масивів з використанням генеруючих функцій 

Для великих обсягів даних створення масивів на основі списків Python є 

трудомістким і недоцільним. Натомість можна скористатися однією із багатьох 

функцій у NumPy, призначених для генерування масивів різноманітних форм. 

Найбільш популярними є такі функції: 

- np.arange(); 

- np.r_(); 

- np.c_(); 
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- np.linspace(); 

- np.logspace(); 

- np.mgrid(); 

- np.random.rand(); 

- np.diag(); 

- np.zeros(); 

- np.ones(); 

- np.empty(); 

- np.tile(). 

Розглянемо принцип дії деяких із них детальніше. 

np.arange() 

Функція np.arange() дозволяє створювати масиви з числовими 

послідовностями, подібно до функції range() у Python, але з можливістю 

працювати з дробовими числами. Синтаксис застосування функції такий: 

𝒏𝒑. 𝒂𝒓𝒂𝒏𝒈𝒆([𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡], 𝑠𝑡𝑜𝑝, [𝑠𝑡𝑒𝑝], 𝑑𝑡𝑦𝑝𝑒 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 
де 

start (необов’язковий) – початок діапазону (за замовчуванням 0); 

stop – кінець діапазону (не включається); 

step (необов’язковий) – крок між сусідніми елементами (за 

замовчуванням 1); 

dtype (необов’язковий) – тип даних елементів масиву. 

import numpy as np 

 

# від 0 до 10 (не включно) з кроком 1 

arr1 = np.arange(0, 10) 

 

# від 1 до 5 (не включно) з кроком 0.5 

arr2 = np.arange(1, 5, 0.5) 

 

# від 5 до -5 

arr3 = np.arange(5, -5, -1) 

 

print(arr1)  # [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9] 

print(arr2)  # [1.  1.5  2.  2.5  3.  3.5  4.  4.5] 

print(arr3)  # [ 5  4  3  2  1  0 -1 -2 -3 -4] 

np.r_() та np.c_() 

Функції np.r_() і np.c_() у NumPy надають зручні інструменти для 

створення, об’єднання та роботи з масивами.  

np.r_() дозволяє об’єднувати масиви по рядках (вертикально), імітуючи 

операцію конкатенації вздовж першої осі, а також може використовувати  
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формат start:stop:step для створення числових послідовностей  

(step може бути комплексним числом (1j) для вказання кількості точок). 

Розглянемо приклад застосування np.r_(). 

a = np.array([1, 2, 3]) 

b = np.array([4, 5, 6]) 

result = np.r_[a, b] 

print(result)  # [1 2 3 4 5 6] 

 

# між нулем та 9 кроком 2 

sequence = np.r_[0:10:2] 

print(sequence)  # [0 2 4 6 8] 

 

# три комплексні точки 

complex_sequence = np.r_[-10j:10:3j] 

print(complex_sequence) 

np.c_(), натомість, приймає масиви та інтерпретує їх як стовпці: 

a = np.array([1, 2, 3]) 

b = np.array([4, 5, 6]) 

result = np.c_[a, b] 

print(result)  # [[1 4] 

               #  [2 5] 

               #  [3 6]] 

np.linspace() 

При використанні np.arrange() важко спрогнозувати точний розмір 

масиву, особливо тоді, коли використовується дробовий крок. Для генерування 

масивів із наперед заданою кількістю точок добре підходить функція 

np.linspace(), яка генерує масив із чисел, рівномірно розподілених між 

заданими межами. Наведемо синтаксис цього методу: 

𝒏𝒑. 𝒍𝒊𝒏𝒔𝒑𝒂𝒄𝒆(𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡, 𝑠𝑡𝑜𝑝, 𝑛𝑢𝑚 = 50, 𝑒𝑛𝑑𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 = 𝑇𝑟𝑢𝑒, 𝑟𝑒𝑡𝑠𝑡𝑒𝑝 = 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒,  

              𝑑𝑡𝑦𝑝𝑒 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = 0),  

де 

start – початок діапазону; 

stop – кінець діапазону; 

num (необов’язковий) – кількість точок у діапазоні (за замовчуванням 50); 

endpoint (необов’язковий) – чи включати stop у результат (за 

замовчуванням True); 

retstep (необов’язковий) – повертає крок між елементами; 

dtype (необов’язковий) – тип даних елементів масиву; 
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axis (необов’язковий) – вісь у кінцевому масиві (для багатовимірних 

даних). 

У цієї функції є іменований аргумент endpoint, що відповідає за 

включення кінця відрізка до згенерованого масиву. За замовчуванням 

endpoint=True, якщо змінити його значення на False, то кінець відрізка не 

включатиметься у генерацію. Додатково можна відразу перетворювати 

згенеровані дані у той чи інший тип, наприклад int, для цього можна 

скористатись іменованим аргументом dtype, або ж методом np.astype(). 

retstep – опціональний2 аргумент типу bool, який за замовчуванням 

приймає значення False. Якщо передати True то, функція поверне кортеж із 

двох членів: перший – масив, тобто згенерована послідовність елементів, 

другий – число, приріст між елементами послідовності. 

Розглянемо способи генерування масиву на основі функції 

np.linspace(). 

# 5 точок від 0 до 1 

arr1 = np.linspace(0, 1, 5) 

print(arr1)  # [0.   0.25  0.5  0.75  1.  ] 

 

# 9 точок від 1 до 10, включно 

arr2 = np.linspace(1, 9, 9) 

print(arr2)  # [1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.] 

 

# без включення кінцевої точки 

arr3 = np.linspace(0, 1, 5, endpoint=False) 

print(arr3)  # [0.   0.2  0.4  0.6  0.8] 

 

# 5 цілочисельних значень з відрізка [-3,3] 

arr4 = np.linspace(-3, 3, 5, dtype='int') 

print(arr4)  # [-3 -2  0  1  3] 

 

# 5 цілочисельних значень з відрізка [-3,3] 

arr5 = np.linspace(-3, 3, 5).astype(int) 

print(arr5)  # [-3 -2  0  1  3] 

 

# додатково з приростом 

arr6 = np.linspace(10, 20, 5, retstep=True) 

print(arr6)  # (array([10. , 12.5, 15. , 17.5, 20. ]), 2.5) 

 

# доступ до масиву та приросту 

print(arr6[0])  # [10.  12.5 15.  17.5 20. ] 

print(arr6[1])  # 2.5 

 

 

 

 
2 Опціональний – необов’язковий; 
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np.logspace() 

Функція np.logspace() створює послідовність чисел, розташованих на 

логарифмічній шкалі. Згідно з документацією NumPy [14] ця функція має такий 

синтаксис: 

𝒏𝒑. 𝒍𝒐𝒈𝒔𝒑𝒂𝒄𝒆(𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡,  𝑠𝑡𝑜𝑝,  𝑛𝑢𝑚 = 50,  𝑒𝑛𝑑𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 = 𝑇𝑟𝑢𝑒,  𝑏𝑎𝑠𝑒 = 10.0,   
                           𝑑𝑡𝑦𝑝𝑒 = 𝑁𝑜𝑛𝑒,  𝑎𝑥𝑖𝑠 = 0).  

Числа будуть генеруватися рівномірно на відрізку [𝑏𝑎𝑠𝑒𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 , 𝑏𝑎𝑠𝑒𝑠𝑡𝑜𝑝]. 
Іменовані аргументи endpoint та dtype та axis функціонують аналогічно, як 

і у np.linspace(). 

# 10 цілочисельних точок від e^0 до e^6 

arr = np.logspace(0, 6, 10, base=np.e, dtype='int') 

print(arr) #[  1   1   3   7  14  28  54 106 207 403] 

np.diag() 

Функція np.diag() генерує двовимірний масив за заданим як параметр 

масивом, елементи якого за замовчуванням розташовуються на головній 

діагоналі, а всі інші елементи нульові. Цей метод має іменований аргумент 𝑘, що 

за замовчуванням дорівнює 0. Якщо 𝑘 > 0, то елементи масиву будуть розміщені 

𝑘 рядків над головною діагоналлю, а для 𝑘 < 0 – навпаки. 

d = np.diag([1,2,3], k = -1) 

print(d)  # [[0 0 0 0] 

          #  [1 0 0 0] 

          #  [0 2 0 0] 

          #  [0 0 3 0]] 

np.eye() 

Використовуючи np.eye(), можна згенерувати одиничну матрицю 

заданої розмірності. Серед параметрів цього методу є параметр k, який діє за тим 

самим принципом, що й аналогічний параметр функції np.diag(). 

np.ones(), np.ones_like(), np.zeros() та np.zeros_like() 

Функція np.zeros() створює масив заданої розмірності, заповнений 

нулями, а np.ones() – аналогічний масив із одиниць. У них обох є однаковий 

набір параметрів: 

shape – число чи кортеж, що відповідає за розмір масиву; 

dtype – опціональний іменований аргумент, що дозволяє змінити тип 

даних (за замовчуванням float64); 

order – параметр, що може приймати значення 'C' (за замовчуванням) 

або 'F', визначає, як зберігати дані у пам’яті: за основними рядками 

(стиль мови С) чи за стовпцями (стиль Фортран); 

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.logspace.html#numpy-logspace
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like – об’єкт, який дозволяє створювати масиви, які не є масивами 

NumPy. 

Крім цих параметрів, np.ones() має аргумент device, який визначає 

пристрій, на якому буде збережено масив. 

Функції np.zeros_like() та np.ones_like() працюють за схожим 

принципом, як np.zeros() та np.ones(), проте дозволяють створювати 

масив, що має розмірність та тип даних такий самий, як і в заданого як параметр 

ndarray. 

Перелічені функції є лише невеликою частиною зі всього розмаїття 

функцій та методів для створення масивів, які пропонує NumPy. Для детального 

ознайомлення автори рекомендують звернутися до офіційної документації (див. 

[14]). 

Розглянемо таку задачу: Задано натуральне число 𝑛. Вивести масив 

розміру 𝑛 × 𝑛 (матрицю), у якому по діагоналі йдуть числа від 1 до 𝑛, а інші 

числа дорівнюють 0.  

На прикладі цієї задачі продемонструємо переваги використання засобів 

NumPy над звичайним, навіть і просунутого рівня, кодом Python. 

# задаємо натуральне число n 

n = 5 

 

# варіант коду з використанням функцій Numpy 

M = np.diag(np.arange(1, n + 1, dtype='int32')) 

 

print(M)  # [[1 0 0 0 0] 

          #  [0 2 0 0 0] 

          #  [0 0 3 0 0] 

          #  [0 0 0 4 0] 

          #  [0 0 0 0 5]] 

 

# варіант коду заповнення з циклами Python (без виведення у 

консоль) 

M1 = [[0 for i in range(n)] for j in range(n)] 

for i in range(n): 

    for j in range(n): 

        if i == j: 

            M1[i][j] = i + 1 

 

# варіант коду  заповнення через генератор з тернарним 

оператором (з виведенням у консоль) 

M2 = [[i + 1 if i == j else 0 for i in range(n)] for j in 

range(n)] 

 

# виведення M2 у консоль 

for i in range(n): 

    for j in range(n): 

        print(M2[i][j], end=' ') 

https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.array-creation.html
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    print()  # 1 0 0 0 0  

             # 0 2 0 0 0  

             # 0 0 3 0 0  

             # 0 0 0 4 0  

             # 0 0 0 0 5  

2.1.3 Створення структурованих масивів 

Означення 2.2 ([11]). Структуровані масиви, відомі також, як масиви 

записів, – це масиви, що складаються з рядків значень, причому кожне із цих 

значень може мати власний тип даних та ім’я. Такі рядки називають записами 

(records). 

Такий тип масиву доволі схожий на таблицю даних з рядками (записами), 

що складаються із значень, розділених на стовпці (поля), і є дуже зручним та 

природним способом обробки наукових даних, які, здебільшого, зберігаються у 

формі таблиць.  

Структура масиву визначається типом його даних dtype з використанням 

більш складного синтаксису порівняно зі звичайними об’єктами ndarray, які були 

розглянуті раніше. Наприклад (див. [11]):  

a = np.zeros(4, dtype='int8 , float32 , complex') 

print(a) # [(0, 0., 0.+0.j) (0, 0., 0.+0.j) (0, 0., 0.+0.j) 

(0, 0., 0.+0.j)] 

 

b = np.zeros(4, dtype='int8 , 2float32 , complex') 

print(b)  # [(0, [0., 0.], 0.+0.j) (0, [0., 0.], 0.+0.j) (0, 

[0., 0.], 0.+0.j) (0, [0., 0.], 0.+0.j)] 

 

print(a.dtype)  # [('f0', '|i1'), ('f1', '<f4'), ('f2', 

'<c16')] 

 

print(b.dtype)  # [('f0', 'i1'), ('f1', '<f4', (2,)), ('f2', 

'<c16')] 

Тут було створено два масиви, що складаються із чотирьох 

трьохелементних записів. Розглянемо спочатку масив a. Перше (ліве) поле – ціле 

число (int8, описане стрічкою 'i1', друге поле – число з плаваючою крапкою 

('<f4'), а третє поле – комплексне число ('<c16').  

Оскільки явні імена полів задані не були, то їм було присвоєно імена за 

замовчуванням 'f0', 'f1' та 'f2'.  

Що стосується масиву b, то його друге поле є масивом, що складається із 

двох елементів типу ('<f4'), оскільки при його створенні був використаний 

запис 2float32. 

Для явного іменування полів структурного масиву потрібно передати 

в конструктор dtype список кортежів (name, dtype descriptor), 

наприклад:  
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dt = np.dtype( [('time', 'f8'), ('signal', 'i4')] ) 

a = np.zeros(5, dtype=dt) 

 

print(a) # [(0., 0) (0., 0) (0., 0) (0., 0) (0., 0)] 

print(a.dtype)  # [('time', '<f8'), ('signal', '<i4')] 

Крім вже описаних, можна виділити ще третій спосіб створення 

структурованих масивів – з використанням словника. Найпростішим варіантом  

є присвоєння списку значень двом ключам 'names' та 'formats' – перший 

містить імена полів, а другий визначає їхні формати (див. [11]). Розглянемо 

створення структурованого списку із попереднього прикладу, але тепер уже  

на основі словника:  

dt = np.dtype({ 'names': ['time', 'signal'], 

                'formats': ['f8', 'i4'] 

                        }) 

a = np.zeros(5, dtype=dt) 

Також можна використовувати ще третій опціональний ключ 'titles' 

для детальнішого опису кожного поля. У наступному розділі ми розглянемо 

методи доступу до полів структурованого списку за допомогою заголовка (title), 

який можна використовувати як псевдонім, що відповідає імені.

2.2 Псевдовипадкове генерування масивів 

Генерування псевдовипадкових чисел – важливий інструмент для 

моделювання, статистичного аналізу, машинного навчання та інших галузей.  

У Python для роботи з псевдовипадковими числами широко 

використовується модуль numpy.random, який надає функції для створення 

одновимірних і багатовимірних масивів із випадковими значеннями. 

Розглянемо кілька функцій, що дозволяють генерувати NumPy-масиви. 

Функція np.random.rand() генерує рівномірно розподілені числа на 

проміжку [0, 1). Єдиним аргументом цієї функції є форма (size) масиву ([14]). 

Далі наведено приклад генерування одновимірного масиву з п’яти елементів, а 

також двовимірної матриці розмірністю 3 × 5. 

import numpy as np 

# генерування одновимірного масиву з 5 елементів 

array_1d = np.random.rand(5) 

print(array_1d.round(2))  # [0.37 0.96 0.86 0.76 0.36] 

 

# генерування двовимірного масиву розміром 3x3 

array_2d = np.random.rand(3, 5) 

print(array_2d.round(2))  # [[0.45 0.69 0.96 0.51 0.95] 

                          #  [0.03 0.95 0.43 0.66 0.38] 

                          #  [0.24 0.65 0.12 0.93 0.51]] 

https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generated/numpy.random.rand.html#numpy-random-rand
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Крім np.random.rand(), існує ряд функцій, що працюють за схожим 

принципом. Наприклад, np.random.randn() генерує числа, що розподілені 

за нормальним стандартним законом (𝜇 = 0, 𝜎 = 1).  

 Також часто використовують функції np.random.randint(), для 

генерування цілих чисел на певному діапазоні з одиничним кроком за 

замовчуванням,  та np.random.choice(), яка дає можливість вибрати 

випадковим чином задану кількість елементів із списку чи масиву. 

Зауваження 2.1. Хоча Модуль numpy.random забезпечує широкий набір 

функцій для роботи із псевдовипадковими числами, дозволяючи швидко 

генерувати дані із заданими розподілами, проте його було оновлено і 

використання вищеописаних функцій для генерування вважається дещо 

застарілим.  

Новий підхід до псевдовипадкового генерування чисел у NumPy був 

упроваджений з версії 1.17.0 (липень 2019 року). Введення нового генератора 

numpy.random.default_rng було значною зміною в бібліотеці NumPy. 

Основною причиною стала доцільність поліпшення якості, продуктивності та 

гнучкості у використанні псевдовипадкових чисел у наукових і практичних 

проєктах ([14]). Старий генератор (np.random) базувався на алгоритмі Mersenne 

Twister, який, хоча й був одним із найкращих алгоритмів на момент його 

впровадження, тепер вважається менш оптимальним. Наприклад, у старій 

системі np.random.seed() установлювала глобальний стан генератора 

випадкових чисел. Це створювало проблеми у великих застосунках, особливо в 

багатопотоковому середовищі, де генерація могла “перекриватися” [15]. 

Зазначені зміни дозволили усунути більшість проблем, які існували до 

цього. Так, у новому генераторі за замовчуванням використовується алгоритм 

PCG64 (Permuted Congruential Generator), який є сучасним і надійним, але 

доступними для використання є також і генератори Generator та Philox. 

У документації NumPy [14] рекомендовано у всіх нових проєктах 

використовувати default_rng, а для коду, що потребує швидкої адаптації, 

поступово переходити на новий підхід. 

Приклад використання старого генератора: 

import numpy as np 

 

np.random.seed(42) 

print(np.random.rand(3)) 

Приклад використання нового рекомендованого генератора: 

import numpy as np 

 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

print(rng.random(3)) 

https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generator.html#numpy.random.Generator
https://www.pcg-random.org/
https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generator.html#numpy.random.default_rng
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 Розглянемо далі декілька функцій, що дозволяють ефективно генерувати 

масиви NumPy, базуючись на новому підході. У кожному з наступних прикладів 

першим кроком буде створення екземпляра генератора за допомогою 

np.random.default_rng(), як було зазначено, за замовчуванням буде 

вибрано PCG64. 

import numpy as np 

 

# створення генератора випадкових чисел 

rng = np.random.default_rng() 

2.2.1 Генерування рівномірно розподілених чисел 

Метод rng.random() генерує числа з рівномірним розподілом у 

діапазоні [0, 1). Цей метод має три параметри: size=None, 

dtype=np.float64, out=None. Параметр size відповідає за розмір 

генерованого масиву, dtype – за тип даних. Якщо є потреба розмістити 

згенеровані дані в інший вже наявний масив, то можна присвоїти його ім’я 

параметра out, але важливо переконатись, що розміри масивів збігаються. 

Якщо потрібно згенерувати масив із чисел, що розподілені рівномірно на 

деякому відрізку [𝑎, 𝑏), де 𝑎 > 𝑏, то можна скористатися такою схемою: 

(𝑏 −  𝑎)  ∗  𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚() +  𝑎, 

або ж методом rng.uniform(). 

# одновимірний масив 

array_1d = rng.random(5) 

 

# двовимірний масив 

array_2d = rng.random((3, 3)) 

 

# одновимірний масив на [-2,2] 

a = -2 

b = 2 

array_1d_broad = (b-a)*rng.random((3, 3))+a 

 

# двовимірний масив на [-0.5, 0.5] 

array_2d_broad = rng.uniform(-0.5, 0.5, (3, 2)) 

2.2.2 Генерування цілих чисел 

Метод rng.integers() генерує випадковий цілочисельний масив 

заданого розміру (параметр size) у вказаному діапазоні (параметри low та 

high). У цієї функції є параметр endpoint, що відповідає за включення кінця 

відрізка до згенерованого масиву. За замовчуванням endpoint=True, якщо 

змінити його значення на False, то кінець відрізка не включатиметься у 

генерацію. Додатково можна відразу перетворювати згенеровані дані у той чи 

інший тип, наприклад int32, для цього можна скористатися параметром dtype 

(за замовчуванням int64). 
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# генерація 10 випадкових чисел у діапазоні [-10, 20) 

int_array = rng.integers(-10, 20, size=10) 

 

# генерація двовимірного масиву розміром 4x3 

int_array_2d = rng.integers(-1, 24, size=(4, 3)) 

2.2.3 Випадковий вибір і перемішування 

Часто виникають задачі, у яких потрібно вибрати елемент зі списку 

заданих значень, або перетасувати набір елементів. У такому разі зручно 

використовувати функції rng.choice() та rng.shuffle(). 

Функція rng.choice() дозволяє отримати випадкову вибірку із масиву. 

Розглянемо її параметри:  

a – одновимірний масив або число. Якщо задано масив, то на його основі 

буде генеруватися вибірка. Якщо задано число, то вибірка 

генеруватиметься із np.arange(a).  

size – розмірність масиву. Якщо залишити значення за замовчуванням 

(None), то повертатиме єдине значення.  

replace – за замовчуванням приймає значення True, у такому разі одне 

значення із початкового масиву може вибиратися багатократно.  

p – масив значень імовірностей, розмірність якого має збігатись із a, а 

сума всіх його елементів має дорівнювати 1. Елементи початкового масиву, що 

розташовані на позиціях з більшим значенням p, матимуть більші шанси 

потрапити у вибірку. Якщо цей параметр не заданий, то застосовується 

рівномірний розподіл, тобто шанси потрапити у вибірку в усіх елементів 

однакові. 

axis – опціональний аргумент на позначення осі, по якій проводиться 

вибір, за замовчуванням дорівнює 0 (тобто вибір по рядках).  

shuffle – логічний аргумент, що дозволяє вибирати, чи перемішувати 

масив перед тим, як здійснювати вибір без заміни. Дефолтне значення цього 

параметра – True, проте встановлення його на False пришвидшує роботу 

програми. 

ingridients = 

np.array(['сир','гриби','салямі','оливки','томати','кукурудза'

]) 

 

pizza = rng.choice(ingridients, 4, replace=False, p=(0.3, 0.1, 

0.2, 0.1, 0.2, 0.1)) 

print(pizza) # ['томати' 'салямі' 'оливки' 'сир'] 

 

rng.shuffle(pizza) 

print(pizza) # ['сир' 'оливки' 'салямі' 'томати'] 
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2.2.4 Ініціалізація генератора випадкових чисел – seed  

У сучасному підході seed задають при створенні генератора, його 

встановлення забезпечує відтворюваність результатів, що є критично важливим 

у наукових дослідженнях та тестуванні алгоритмів. Тобто встановлення одного і 

того самого значення seed забезпечує однакові результати при кожному запуску 

програми. Найчастіше встановлюють значення 423, це число не є обов’язковим, 

але воно доволі популярне.  

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

np.unique() 

При створенні масивів за допомогою генеруючих функцій, особливо при 

псевдовипадковому генеруванні, часто бувають випадки, коли потрібно 

отримати унікальні згенеровані значення. Для цього корисною є функція 

np.unique(), яка повертає масив без повторюваних значень, а також (за 

потреби) додаткову інформацію, наприклад, індекси унікальних елементів у 

вихідному масиві або кількість їх появ. Синтаксис: 

𝒏𝒑.𝒖𝒏𝒊𝒒𝒖𝒆(𝑎𝑟, 𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 = 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒, 𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛_𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 = 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒,  

𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛_𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑠 = 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 

де 

ar – вхідний масив; 

return_index (опціональний) – якщо True, повертає індекси 

унікальних елементів у вихідному масиві; 

return_inverse (опціональний) – якщо True, повертає індекси, за якими 

можна відтворити вихідний масив з унікальних елементів; 

return_counts (опціональний) – якщо True, повертає кількість появ 

кожного унікального елемента; 

axis (опціональний) – вказує вісь для перевірки унікальності: якщо 

axis = None (за замовчуванням), перевіряються всі елементи. Якщо 

задано вісь, перевіряються лише її значення. 

Розглянемо різні випадки застосування функції np.unique(). 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

arr = rng.integers(-3, 5, 10) 

print(arr)  # [-3  3  2  0  0  3 -3  2 -2 -3] 

 

 
3 Згідно з [19] у популярному науково-фантастичному романі Дугласа Адамса 1979 року 

«Автостопом по Галактиці» наприкінці книги суперкомп’ютер «Глибока думка» показує, що 

відповідь на велике питання «життя, Всесвіт і все» – 42. Вибір Адамсом числа 42 став 

традицією гік-культури. Люди знаходять у ньому гумор, а дехто з поваги до класичної 

науково-фантастичної літератури використовує 42 у різних місцях. 

https://medium.com/geekculture/the-story-behind-random-seed-42-in-machine-learning-b838c4ac290a
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# унікальні елементи масиву 

print(np.unique(arr))  # [-3 -2  0  2  3] 

 

# унікальні елементи та їх індекси 

unique_el, indices = np.unique(arr, return_index = True) 

print(unique_el)  # [-3 -2  0  2  3] 

print(indices)  # [0 8 3 2 1] 

 

# відтворення вихідного масиву 

unique, inverse = np.unique(arr, return_inverse=True) 

print(unique)   # [-3 -2  0  2  3] 

print(inverse)  # [0 4 3 2 2 4 0 3 1 0] (індекси у `unique`, 

які відтворюють `arr`) 

print(unique[inverse])  # [-3  3  2  0  0  3 -3  2 -2 -3] 

 

# підрахунок появи елементів 

unique, counts = np.unique(arr, return_counts=True) 

print(unique)  # [-3 -2  0  2  3] 

print(counts)  # [3 1 2 2 2] (кількість входжень кожного 

елемента у arr) 

 

matrix = rng.integers(-3,4, (2,3)) 

print(matrix)  # [[0 3 2] 

               #  [2 2 2]] 

# унікальні елементи матриці 

unique_matr = np.unique(matrix) 

print(unique_matr)  # [0 2 3] 

 

# унікальні рядки матриці 

matrix2 = np.array([[1,2,3], [2, 2, 2], [1,2,3]]) 

unique_rows = np.unique(matrix2, axis=0) 

print(unique_rows)  # [[1 2 3] 

                    # [2 2 2]] 

2.3 Виведення масивів 

Виведення у консоль масивів невеликих розмірів зазвичай не викликає 

жодних труднощів і є схожим до друкування масивів Python. Проте якщо масив 

завеликий, щоб його надрукувати, NumPy автоматично приховує центральну 

частину і залишає тільки його “кути”. 

print(np.arange(0, 1001, 1)) # [0   1    2 ...  998  999 1000] 

У разі, коли дійсно є потреба вивести цілий масив, можна скористатися 

методом np.set_printoptions(). За допомогою цієї функції можна 

налаштувати друк масивів за власними побажаннями. Функція 

np.set_printoptions() приймає багато аргументів, перелічимо основні з 

них: 

precision – параметр, що відповідає за кількість цифр після коми, які 

будуть відображатись при виведенні масиву (дефолтне значення – 8); 
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threshold  – відповідає за максимальну кількість елементів у масиві, яка 

не буде обрізатись при друкуванні (за замовчуванням 1000);  

edgeitems – це кількість елементів на початку та в кінці кожного виміру 

масиву (за замовчуванням 3);  

linewidth – кількість символів у рядку, після якої буде здійснено 

перенесення на новий рядок (дефолтне значення 75);  

suppress – якщо встановлено True, то числа не відображатимуться  

у науковій нотації (експоненційному форматі) при виведенні масивів  

(за замовчуванням False);  

nanstr – рядкове представлення NaN (за замовчуванням 'nan');  

infstr – рядкове представлення inf (за замовчуванням 'inf');  

formatter – параметр, який дозволяє більш тонко керувати друком 

масивів, для детальнішого ознайомлення рекомендуємо звернутися до 

офіційної документації [14]. 

2.4 Маніпуляції з формою 

Як відомо, у кожного масиву є своя форма (shape), яка визначається числом 

елементів уздовж кожної з осей. 

# тривимірний масив 

a = np.ones((2, 2, 3)) 

print(a.shape) #(2, 2, 3) 

 Форма масиву може бути змінена за допомогою різних команд. 

Наприклад, метод np.reshape() створює новий масив із новою формою, 

залишаючи вихідний масив незмінним, при цьому, крім обов’язкових 

параметрів, a (вхідний масив) та  newshape (нова форма масиву; якщо один із 

розмірів вказати як −1, то розмір буде визначено автоматично), цей метод має 

іменований аргумент order, який відповідає за порядок “переформування” 

('C' (за замовчуванням): за рядками (row-major); 'F': за стовпцями (column-

major); 'A': як вхідний масив). Метод np.resize() змінює розміри масиву 

і володіє аналогічними параметрами a та  newshape, як і метод 

np.reshape(). За допомогою функції np.ravel() можна перетворити 

багатовимірний масив в одномірний. Цей метод також володіє параметром 

order, за допомогою можна вибрати бажаний параметр “розгладжування” 

масиву. 

Розглянемо ці та ще деякі способи зміни форми масиву на прикладі. 

a=rng.integers(1, 10, (2, 3)) 

print(a)  # [[1 7 6] 

          #  [4 4 8]] 

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.set_printoptions.html#numpy-set-printoptions
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# a.ravel() перетворює масив у одновимірний 

print(a.ravel(order='C')) # переписує по рядках у стилі мови С     

[1 7 6 4 4 8] 

 

print(a.ravel(order='F')) # переписує по стовпцях у стилі 

FORTRAN [1 4 7 4 6 8] 

 

# a.transpose() метод, що транспонує масив a 

print(a.transpose() # [[1 4] 

                    #  [7 4] 

                    #  [6 8]] 

                                  

# a.T атрибут для представлення (view) транспонованого масиву  

print(a.T) # [[1 4] 

           #  [7 4] 

           #  [6 8]] 

 

# a.shape = (2, 6) змінює форму масиву на задану 

a.shape = (1, 6) 

print(a) #[[1 7 6 4 4 8]] 

 

# a.reshape((3, 4))  # змінює форму масиву на задану 

print(a.reshape(2, 3)) # [[1 7 6] 

                       #  [4 4 8]] 

Порядок елементів у масиві внаслідок виконання методу np.ravel() 

відповідає “C-стилю”, тобто що правіше є індекс, то швидше він змінюється: за 

елементом a[0,0] слідує a[0,1].  Якщо одна форма масиву була змінена на 

іншу, то масив переформатовується також у “C-стилі”.   

Метод np.reshape() за замовчуванням повертає представлення (view) 

масиву, але можна встановити його параметр copy=True, щоб отримати копію, 

водночас метод np.resize() завжди створює копію масиву. 

Усі описані вище методи можна використовувати і як методи екземплярів 

класу numpy.ndarray, і як функції класу. Хоча здебільшого результат 

виконання програми буде аналогічним, проте іноді принципова різниця в тому, 

який із підходів використовувати. Розглянемо, наприклад, ситуацію, коли 

потрібно змінити форму вихідного масиву розмірності 1 × 3 на 3 × 2 за 

допомогою np.resize() та ndarray.resize(). 

arr = np.array([1, 2, 3]) 

print(np.resize(arr,(3, 2))) # [[1 2]  [3 1]  [2 3]] 

arr.resize(3, 2)  #змінює (in-place) сам масив arr 

print(arr) # [[1 2]  [3 0]  [0 0]] 

 Як бачимо, np.resize() створив копію масиву і заповнив усі 

“надлишкові” місця елементами масиву arr, тоді, як метод 
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ndarray.resize()працює за принципом in-place, тобто він змінює вихідний 

масив і заповнює всі “надлишкові” місця нулями. 

Хоча ці дві функції виконують ту саму дію, проте документація NumPy [14] 

дає рекомендації, коли який метод краще застосовувати. Рекомендується 

використовувати np.resize() тоді, коли потрібно змінити розмір масиву на 

місці, або додати чи видалити елементи під час зміни форми. Натомість 

використання np.reshape() доцільніше, коли є потреба зберегти вихідний 

масив незмінним або наперед відомо, що кількість елементів залишиться такою 

самою. 

Ще однією дуже корисною функцією для маніпуляцій над зміною форми 

масиву є np.pad(), що використовується для додавання значень (відступів, 

paddings) до країв масиву. Це корисно для обробки даних, роботи з матрицями 

або зображеннями, де потрібне розширення масиву з певним заповненням. 

Синтаксис цієї функції такий: 

𝒏𝒑.𝒑𝒂𝒅(𝑎𝑟𝑟𝑎𝑦, 𝑝𝑎𝑑_𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ,𝑚𝑜𝑑𝑒 = ′ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡′,∗∗ 𝑘𝑤𝑎𝑟𝑔𝑠), 

де 

array (array-like) – масив, до якого додаються відступи. 

pad_width (int, tuple, або list) вказує ширину відступів для кожної осі: 

якщо це int, додається однаковий відступ до всіх сторін масиву. Якщо 

tuple або list, то можна вказати відступ для кожної осі окремо. 

Наприклад, ((1, 2), (3, 4)) означає додати до першої осі 1 елемент 

зліва і 2 справа, а до другої осі 3 елементи зліва і 4 справа. 

mode (str) –  визначає спосіб заповнення відступів. Основні режими: 

- 'constant' (за замовчуванням): заповнює певним значенням (за 

замовчуванням 0); 

- 'edge': заповнює крайніми значеннями масиву; 

- 'linear_ramp': заповнює краї так, щоб значення змінювалися 

лінійно, утворюючи градієнтний перехід; 

- 'maximum', 'minimum': заповнює максимальними або 

мінімальними значеннями з масиву, відповідно; 

- 'reflect': відображає масив від краю; 

- 'symmetric': симетрично відображає масив. 

constant_values (optional, для mode='constant'): Значення для 

заповнення в режимі 'constant'. 

**kwargs: додаткові налаштування для різних режимів (наприклад, 

end_values для 'linear_ramp'). 

Наведемо приклади застосування функції. 

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.ndarray.resize.html#numpy.ndarray.resize
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rng = np.random.default_rng(seed=42) 

array = rng.integers(-9, 10, (2, 2))  # [[-8  5] 

                                    #  [ 3 -1] 

# у режимі constant за замочуванням 

padded0 = np.pad(array, pad_width=1, constant_values=0) 

print(padded0)  # [[ 0  0  0  0] 

                #  [ 0 -8  5  0] 

                #  [ 0  3 -1  0] 

                #  [ 0  0  0  0]] 

                 

# у режимі edge з різними відступами для осей 

padded_e = np.pad(array, pad_width=((1, 2), (2, 1)), 

mode='edge') 

print(padded_e)  # [[-8 -8 -8  5  5] 

                 #  [-8 -8 -8  5  5] 

                 #  [ 3  3  3 -1 -1] 

                 #  [ 3  3  3 -1 -1] 

                 #  [ 3  3  3 -1 -1]] 

2.5 Копії та представлення 

Робота з масивами в NumPy часто передбачає потребу створення копій 

(copy) або представлень (view) масиву. Розуміння різниці між ними є критично 

важливим для ефективного використання пам’яті та уникнення неочікуваних 

змін у даних. 

При роботі з масивами їхні дані іноді потрібно копіювати, а іноді це 

недоцільно. Такі ситуації часто породжують несподівані помилки і навіть 

можуть призвести до, наприклад, повної чи часткової втрати даних. Розуміння 

того, як зберігаються масиви в пам’яті та як на них впливають ті чи інші 

маніпуляції, є чи не ключовою запорукою успішного оволодіння бібліотекою 

NumPy. При маніпуляціях над масивами можливі три випадки, які будуть 

розглянуті далі. 

2.5.1 Присвоєння 

Просте присвоєння не створює ні копії масиву, ні копії його даних, ані 

нового об’єкта, а просто один об’єкт має два різні імені. 

a = np.array([1, 2, 3]) 

b = a 

 

# перевіряємо, чи a та b - це той самий об’єкт у пам’яті 

print(b is a)  # True 

 

# змінимо форму b 

b.shape = (3, 1) 

print(a) # [[1]  [2]  [3]] форма змінилась 

Як бачимо, при проведенні маніпуляцій над масивом b масив a також 

змінювався одночасно. Це пов’язано з тим, що Python передає змінні об’єкти як 

посилання, тому виклик функції також не створює копії. 
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2.5.2 Представлення (view)  

Означення 2.3. Представлення (view) – це новий об’єкт, який посилається 

на ті самі дані, що й оригінальний масив. Зміни в даних, здійснені через 

представлення, будуть відображені в оригінальному масиві, і навпаки.  

Представлення не створює копії даних у пам’яті, що робить його швидшим 

і менш затратним за ресурсами.  

a = np.array([1, 2, 3, 4]) 

b = a.view()  # створення view 

 

b[0] = 10  # змінюємо дані через view 

print(a)  # [10  2  3  4] — зміни відображаються в оригіналі 

 Ключові особливості представлень – це використання тієї самої області 

пам’яті, що й для оригінального масиву, а також те, що структура масиву може 

бути змінена незалежно, але дані залишаються спільними. У старіших версіях 

NumPy (до 1.22), де за допомогою ndarray.view() однозначно створювався 

об’єкт за тою самою базою (base), що й оригінальний масив, можна було робити 

перевірку на представлення за допомогою атрибуту .base. Проте в сучасних 

версіях NumPy (починаючи з NumPy 1.22) поведінка методу ndarray.view() 

була змінена, щоб створений представленням об’єкт мав новий base або None, 

якщо представлення не створювалося для спільного використання даних із 

базовим масивом. Тому для нових версій NumPy, щоб коректно перевірити, чи 

два масиви поділяють одну й ту саму пам’ять, використовуйте 

np.may_share_memory(). 

print(np.__version__)  # 2.2.1 

a = np.arange(0, 12).reshape((3, 4)) 

c = a.view() 

 

#перевірка чи c та а є єдиним об'єктом 

print(c is a)  # False 

 

#перевірка, чи c є представленням a, яка підходить для версій  

до 1.22 

print(c.base is a)  # False, бо версія 2.2.1 

# (для старіших версій NumPy було б True) 

 

#перевірка, чи c є представленням a, яка підходить для всіх 

версій 

print(np.may_share_memory(a, c))  # True 

 

# зміна форми c, при цьому форма а не зміниться 

c.shape = (1, 12)   

print(c)  # [[ 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11]] 

print(a.shape) # (3, 4) 

 

# зміна даних у c, при цьому дані в а теж зміняться 

c[0, 4] = 1111 
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print(a) #([[ 0, 1, 2, 3] 

         #  [4, 5, 6, 7] 

         #  [ 1111, 9, 10, 11]]) 

2.5.3 Копія 

Означення 2.4. Копія (copy) – це новий об’єкт, що містить повну копію 

даних з оригінального масиву. Зміни, внесені до копії, не впливають на оригінал. 

print(np.__version__)  # 2.2.1 

 

a = np.arange(0, 12).reshape((3, 4)) 

d = a.copy()  # творєю новий об'єкт з новими даними 

 

# перевірка чи d та а є єдиним об'єктом 

print(d is a)  # False 

 

# перевірка чи d є представленням а для версій до 1.22 

print(d.base is a)  # False 

 

# перевірка чи d є представленням а для всіх версій 

print(np.may_share_memory(a,d))  # False 

 

d[0, 0] = 9999   

# зміна даних у d ніяк не впливає на a 

print(a) # [[ 0  1  2  3] 

         #  [ 4  5  6  7] 

         #  [ 8  9 10 11]] 

Наступний приклад (див. [10] демонструє, як зображені дані присвоєння, 

представлення і копіювання у пам’яті: 

a = np.array([1, 2, 3]) 

b = a 

c = a.view() 

d = a.copy() 

 

print('a', 'b', 'c', 'd', sep='          ') 

print(id(a), id(b), id(c), id(d), sep='|\t|') 

print(a.ctypes.data, b.ctypes.data, c.ctypes.data,  

d.ctypes.data, sep = '|\t|') 

Для зручності інтерпретації наведемо результат роботи описаної програми 

у табл. 2.1. 

Таблиця 2.1 – Зображення у пам’яті копій і представлень 

Метод a b c d 

id() 2659104026864 2659104026864 2659104026960 2659104027056 

obj.ctypes.data 2659108356688 2659108356688 2659108356688 2659108355728 

 

https://stackoverflow.com/questions/37891008/difference-between-a-view-and-assignment


36    ❖    2.7 Розбиття масиву 

 

Як бачимо, a та b мають однаковий id, а це означає, що вони являють 

собою один і той самий об’єкт у пам’яті, тоді як c та d мають свої унікальні id. 

Водночас a, b та c мають однакові, відмінні від d, адреси в пам’яті, що означає, 

що вони “володіють” одними і тими самими даними.  

2.6 Об’єднання масивів 

Декілька масивів можна об’єднувати між собою вздовж різних осей за 

допомогою функцій np.hstack() та np.vstack(). 

np.vstack() проводить об’єднання масивів уздовж перших осей, тоді як 

np.hstack() – уздовж других осей за винятком одновимірних масивів, для 

яких об’єднання проходить уздовж їхньої єдиної осі. 

a = np.array((1, 2, 3)) 

b = np.array([4, 5, 6]) 

print(np.vstack((a, b)))  # [[1 2 3]  [4 5 6]] 

print(np.hstack((a, b)))  # [1 2 3 4 5 6] 

Функція np.column_stack() об’єднує одновимірні масиви як стовпці 

двовимірного масиву: 

print(np.column_stack((a, b)))  # [[1 4]  [2 5]  [3 6]] 

Аналогічно для рядків існує функція np.row_stack(): 

print(np.row_stack((a, b)))  # [[1 2 3]  [4 5 6]] 

Рекомендуємо читачеві також самостійно ознайомитись із іншими 

функціями для об’єднання: np.concat(), np.stack(), np.block() (див. 

[14]). 

2.7 Розбиття масиву 

Використовуючи np.hsplit(), можна розбити масив уздовж 

горизонтальної осі, вказавши при цьому або кількість масивів, які має повернути 

програма, або номери стовпців, після яких потрібно здійснити розбиття.  

Зауваження 2.2. Горизонтальною віссю у термінах NumPy вважається вісь 

стовпців (див. рис. 2.1). 

a = np.arange(1, 17).reshape(4, 4) 

# розбити навпіл по горизонталі (по стовпцях!) 

print(np.hsplit(a, 2))  # [array([[ 1,  2], 

                                # [ 5,  6],  

                                # [ 9, 10],  

                                # [13, 14]]), 

                        # array([[ 3,  4],  

                                # [ 7,  8],  

                                # [11, 12],  

                                # [15, 16]])] 

https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.array-manipulation.html#joining-arrays
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b = a.view().reshape(2, 8) 

# "розріз" після 2 та 5 стовпців 

print(np.hsplit(b, [2, 5])) #[array([[ 1,  2],  

                                   # [ 9, 10]]),  

                            # array([[ 3,  4,  5],  

                                   # [11, 12, 13]]),  

                            # array([[ 6,  7,  8], 

                                   # [14, 15, 16]])] 

Функція np.vsplit() розбиває масив уздовж вертикальної осі (по 

рядках), а array_split() дозволяє вказати осі, уздовж яких має бути 

проведений розділ. 

Можливості розбиття масивів на частини не обмежується розглянутими 

функціями, тому рекомендуємо читачеві також самостійно ознайомитися із 

іншими способами поділу масивів: np.split(), np.dsplit(), 

np.unstack() (див. [14]). 

Розуміння роботи з базовими операціями над масивами ndarray є першим 

кроком до використання всієї потужності бібліотеки NumPy. У наступних 

розділах буде розглянуто основні операції над масивами, індексацію, 

маніпуляцію масивами та інші розширені можливості.

https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.array-manipulation.html#splitting-arrays
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Контрольні запитання до розділу 

1. Які існують способи створення об’єктів numpy.ndarray? 

2. Чи є відмінності між масивами a і b? Якщо є, то які? 

a = np.array([0, 0, 0])  

b = np.array([[0, 0, 0]]) 

3. Чи буде створено масив у результаті виконання такої інструкції? 

arr = np.array((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), dtype=float) 

Відповідь обґрунтуйте. 

4. Яку функцію для генерування масиву краще використовувати, якщо 

потрібно мати точну кількість згенерованих елементів? 

5. Яка різниця між функціями np.arrange() і np.linspace()? 

6. Які функції для генерування двовимірних масивів Ви знаєте? 

7. Що Ви знаєте про ініціалізацію генератора випадкових чисел. Коли зручно 

використовувати seed? 

8. Яку функцію доцільно використати для генерування рівномірно 

розподілених чисел на відрізку [0, 1)? А на довільному відрізку? 

9. Які функції дозволяють здійснити випадковий вибір і перемішування 

елементів масиву? Опишіть їхній синтаксис. 

10. Чи доступні у бібліотеці NumPy засоби для налаштування виведення 

масивів у консоль? 

11. Які методи та функції для зміни форми і розмірів масиву Ви можете 

назвати? 

12.  Які відмінності між присвоєнням, представленням і копією? Як 

перевірити, чи об’єкт є копією або представленням? 

13. Назвіть хоча би три методи чи функції, що дозволяють об’єднувати 

масиви. 

14.  Чи існують способи розбиття масиву на частини, користуючись 

функціями NumPy?  

15. Чи завжди можна розбити масив на дві чи більше однакових за розміром 

частин? 

 

Завдання для самостійного виконання 

1. Введіть числа 𝑛 і 𝑚. Виведіть масив розміру 𝑛 ×𝑚, у якому в першому 

рядку (рядок з нульовим індексом) ідуть числа від 0 до 𝑚 − 1, а всі інші 

елементи матриці дорівнюють 0. 
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2. Створіть масив розміром 𝑛 × 𝑛 з цілих чисел і доповніть його “рамкою”, 

що утворена з максимумів по рядках з боків, причому зліва “рамка” 

повинна містити по два елементи, а справа – по одному. 

3. Згенеруйте одновимірний масив з 2𝑛 випадкових чисел у діапазоні від 0 до 

99. Знайдіть кількість унікальних чисел у послідовності. Якщо ця кількість 

парна, то змініть тип даних на float64, в іншому випадку перетворіть 

форму масиву на (2, 𝑛). 

4. Створіть матрицю розміру 5 × 5, з числами 1, 2, 3, 4, розміщеними під 

головною діагоналлю, а інші елементи нульові. Створіть копію та 

представлення цієї матриці. Змініть розмір копії на 25 × 1, розмір 

представлення – на 10 × 5. Чи змінилася після цього оригінальна матриця? 

5. Побудуйте квадратну матрицю порядку 2𝑛. Верхній правий блок і нижній 

лівий блок розміру 𝑛 × 𝑛 заповніть одиницями, а решту – нулями. 

6. Побудуйте квадратну матрицю порядку 2𝑛. Верхній правий блок розміру 

𝑛 × 𝑛 заповніть одиницями, верхній лівий – нулями, нижній лівий – 

одиничною матрицею, нижній правий – випадковими цілими числами. 

7. Згенеруйте довільний масив розмірністю 55 × 120. Виведіть усі його 

елементи у консоль. 

8. Згенеруйте цілочисельний масив розмірності 17 × 13 і визначте кількість 

його однакових рядків (стовпців). 

9. Згенеруйте цілочисельний 5 × 2 × 3 − масив, розбийте його вздовж 

останньої осі на три частини двома способами. Масиви якої форми 

утворилися внаслідок розбиття? Об’єднайте будь-які два з отриманих 

масивів уздовж перших осей, скільки елементів міститиме отриманий 

масив? Третій масив (який не потрапив до об’єднання) транспонуйте і 

змініть у ньому тип даних на int8. Чи змінились дані масиву, якщо так, 

то чому? 
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Після вивчення матеріалів цього розділу читач повинен уміти: 

1. Доступатись до елементів одно- та багатовимірних масивів за допомогою 

індексів. 

2. Отримувати зрізи масивів. 

3. Змінювати значення елементів масиву за допомогою змінних (mutable) 

зрізів. 

4. Створювати фільтри і маски для масивів. 

5. Здійснювати розширену (fancy) індексацію та поєднувати її зі зрізами та 

звичайною індексацією. 

Ключові слова розділу: індексація, розширена (fancy) індексація, зрізи 

(slices), змінні (mutable) зрізи, маски, фільтри. 

3.1 Індекси елементів масиву 

3.1.1 Індексація одновимірних масивів 

Індексація елементів одновимірного масиву в NumPy не відрізняється від 

індексації елементів списку в Python. Потрібно у квадратних дужках після назви 

масиву вказати індекс потрібного елемента. Індексація елементів починається 

від нуля (0, 1, 2, 3 і т. д.), якщо здійснювати перегляд масиву зліва направо. Якщо 

ж переглядати масив у зворотному порядку, то індекс першого елемента справа – 

це −1, наступного −2 і т. д. 

Як і у звичайних масивів Python, значення елемента можна змінити, 

звернувшись до відповідного індексу. 

Зауваження 3.1. Масиви NumPy є гомогенними і мають визначений тип 

елементів. Якщо можливо, то нове значення масиву буде приведено до 

потрібного типу, а якщо ні, то виникне помилка. 

На прикладі цілочисельного масиву це можна розглядати як спробу 

компілятора застосувати функцію int() до нового значення. Якщо це можливо, 

то код буде успішно виконаний, а якщо ні, то виникне ValueError. Тому, 

наприклад, за спроби замінити значення котрогось із елементів цілочисельного 

масиву на дійсне, це число автоматично буде заокруглене до цілого шляхом 

відсікання дробової частини. У разі присвоєння str-значень процес компіляції 

пройде успішно для '12' і виникне ValueError для 'дванадцять'. 

Розглянемо детальніше ці нюанси на прикладі. Згенеруємо одновимірний 

цілочисельний масив із шести елементів, використовуючи псевдовипадкове 

генерування. Як відомо читачеві із попередніх розділів, псевдогенерування 

дозволяє отримувати однакові результати при кожному запуску програми, тому 
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будь-хто отримає однакові результати, запустивши запропонований код. За 

допомогою звернення через індекси отримаємо значення другого елемента цього 

цілочисельного масиву. Присвоїмо першому елементу значення '1', другому з 

кінця – (−1), а останньому – 2.517: 

import numpy as np 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

x=rng.integers(10, size=6) 

 

print('Згенерований масив: ', x) #[ 0 7 6 4 4 8] 

print('Другий елемент масиву', x[1]) #7 

 

x[0] = '1' 

x[-2] = -1 

x[-1] = 2.517 

print('Змінений масив', x) #[ 1  7  6  4 -1  2] 

Якщо ж у попередньому прикладі замінити значення деякого елемента, 

наприклад передостаннього, цілочислового масиву на рядкове, то отримаємо 

ValueError (див. рис. 3.1). 

 

Рисунок 3.1 – Помилка при присвоєнні елемента масиву нового значення 

3.1.2 Індексація багатовимірних масивів 

У багатовимірних масивах для доступу до потрібного елемента після назви 

масиву у квадратних дужках через кому вказують послідовність індексів (тобто 

кортеж індексів) по відповідних осях (по рядках і по стовпцях, якщо це матриця). 

Як бачимо, на відміну від одновимірного випадку, індексація багатовимірних 

масивів має синтаксис, відмінний від вкладених списків Python.  

Також є можливим змінювати значення конкретних елементів 

багатовимірного масиву, використовуючи для цього індексацію. Звернемо увагу 

на те, що всі правила заміни значень, які були описані в зауваженні 3.1, є 

справедливими для всіх об’єктів ndarray, не залежно від форми та розмірності. 

import numpy as np 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

arr = rng.integers(10, size=(3, 4)) # [[0 7 6 4]   

  #  [4 8 0 6]   

  #  [2 0 5 9]] 

print('Згенерований багатовимірний масив:\n', arr) 
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arr[1, -1] = 100 

print(arr)  # [[  0   7   6   4]   

            #  [  4   8   0 100]   

            #  [  2   0   5   9]] 

3.1.3 Індексація структурованих масивів 

Доступ до запису у структурованому масиві відбувається за допомогою 

індексації за рядками, а доступ до полів можна здійснювати за допомогою їх 

імен, що були присвоєнні при створенні. Загалом, індексація такого типу масивів 

дещо нагадує роботу зі словниками Python. Розглянемо приклад доступу до 

записів та їх полів: 

dt = [('name', 'U10'), ('age', 'i4'), ('height', 'f4')] 

data = np.array([('Alice', 25, 5.5), ('Bob', 30, 6.0), 

('Cathy', 22, 5.4)], dtype=dt) 

 

# доступ до першого запису 

print(data[0])  # ('Alice', 25, 5.5) 

 

# доступ до полів 

print(data['name'])    # ['Alice' 'Bob' 'Cathy'] 

print(data['age'])     # [25 30 22] 

print(data['height'])  # [5.5 6.0 5.4] 

 

# доступ до елементів 

print(data[0]['name'])  # Alice 

print(data['age'][1])  # 30 

print(data[-1][-1])  # 5.4 

 

3.2 Зрізи масивів, доступ до підмасивів 

3.2.1 Зрізи одновимірних масивів 

Синтаксис зрізу для одновимірного масиву відповідає синтаксису зрізу 

однорівневого списку в Python: 

𝒙[𝒔𝒕𝒂𝒓𝒕: 𝒔𝒕𝒐𝒑: 𝒔𝒕𝒆𝒑], 

де 

x – масив; 

start (початкова межа) – це індекс елемента масиву, на якому 

починається зріз (цей елемент входить у зріз); 

stop (кінцева межа) – це індекс елемента масиву, на якому закінчується 

зріз (цей елемент не входить у зріз); 

step – крок, з яким включаємо елементи у зріз (у підмасив). За 

замовчуванням крок зрізу дорівнює одиниці. 

Зазначимо, що операція зрізу не змінює самого масиву. 
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Приклад зрізів одновимірних масивів: 

x=np.arange(10, 50, 5) 

print(x)  #[10 15 20 25 30 35 40 45] 

print(x[:5])  #[10 15 20 25 30] 

print(x[5:])  #[35 40 45] 

print(x[3:7])  #[25 30 35 40] 

print(x[::2])  #[10 20 30 40] 

print(x[-1::-3])  #[45 30 15] 

print(x[::-1])  #[45 40 35 30 25 20 15 10] 

 print(x)  #[10 15 20 25 30 35 40 45] 

3.2.2 Зрізи багатовимірних масивів (багатовимірні підмасиви) 

Синтаксис зрізу багатовимірного масиву відрізняється від синтаксису зрізу 

багаторівневого списку. Щоб отримати зріз, після назви масиву у квадратних 

дужках через кому вказують зрізи окремо по кожній осі (по кожному виміру). 

Нехай 𝑥 – 𝑛-вимірний масив. Для нього синтаксис зрізу буде таким: 

𝒙[𝒔𝒕𝒂𝒓𝒕𝟏: 𝒔𝒕𝒐𝒑𝟏: 𝒔𝒕𝒆𝒑𝟏, 𝒔𝒕𝒂𝒓𝒕𝟐: 𝒔𝒕𝒐𝒑𝟐: 𝒔𝒕𝒆𝒑𝟐, … , 𝒔𝒕𝒂𝒓𝒕𝒏: 𝒔𝒕𝒐𝒑𝒏: 𝒔𝒕𝒆𝒑𝒏], 

де 

 i – індекс осі (виміру) масиву; 

start_i (початкова межа) – це індекс елемента масиву, на якому 

починається зріз (цей елемент входить у зріз);  

stop_i (кінцева межа) – це індекс елемента масиву, на якому закінчується 

зріз (цей елемент не входить у зріз); 

step_i – крок, з яким включаємо елементи у зріз (підмасив). За 

замовчуванням крок зрізу дорівнює одиниці. 

Приклад зрізів багатовимірних масивів: 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

a= rng.integers(10, size=(4, 5)) 

print(a)  # [[0 7 6 4 4]  [8 0 6 2 0]   

          #  [5 9 7 7 7]  [7 5 1 8 4]] 

print(a[:2, :3])  # [[0 7 6]   [8 0 6]] 

print(a[::2, ::2])  # [[0 6 4]  [5 7 7]] 

print(a[1:3, 1:4])  # [[0 6 2]  [9 7 7]] 

print(a[-1:, -2:])  # [[8 4]] 

print(a[-1:, ::])  # [[7 5 1 8 4]] 

print(a[1:2, ::]) # другий рядок масиву (матриці) [[8 0 6 2 0] 

 

print(a[::, 1:2])  

# другий стовпець масиву (матриці) [[7] [0] [9] [5]] 

print(a[::-1, ::-1]) # отримаємо матрицю “задом-наперед”  

#[[4 8 1 5 7]  [7 7 7 9 5]   

# [0 2 6 0 8]  [4 4 6 7 0]] 

print(a[3:, ::2]) # елементи останнього рядка з кроком 2  

  #[[7 1 4]] 
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3.2.3 Змінні (mutable) зрізи 

Означення 3.1. Зрізи масивів називають змінними (mutable), якщо вони 

визначають нове значення до оригінального масиву, з якого був зроблений зріз. 

a = rng.uniform(-1, 1, size=(1, 5)).round(2) 

print(a)  # [[ 0.55 -0.12  0.72  0.39 -0.81]] 

a[0, 3] = '1' 

print(a)  # [[ 0.55 -0.12  0.72  1.   -0.81]] 

a[0, ::2] = [-3.5, '7', 11]  

print(a)  # [[-3.5  -0.12  7.    1.   11.  ]] 

Зауваження 3.2. При роботі з об’єктами ndarray варто пам’ятати, що за 

замовчуванням зрізи створюють не копію (copy), а представлення (view). 

a = np.array([1, 2, 3, 4]) 

b = a[1:3]  # зріз (view) 

b[0] = 10 

print(a)  # [1 10  3  4] — оригінал змінюється 

Якщо потрібно створити копію, то це можна зробити, застосувавши метод 

copy(). 
c = a[1:3].copy()  # копія зрізу 

c[0] = 10 

print(a)  # [1  2  3  4] — оригінал не змінюється 

На прикладі функції np.pad() та зрізів розглянемо, наскільки простіше 

розв’язуються деякі задачі на роботу з масивами з використанням засобів NumPy 

у порівнянні з можливостями списків Python. Нехай задача полягає у тому, щоб 

створити масив одиниць розміром 𝑛 × 𝑛 та додати до нього “рамку”, що 

утворюється з 0. 

# з використанням функцій NumPy 

a1 = np.ones((n, n), dtype=int) 

 

# спосіб 1: за допомогою зрізів. 

b1 = np.zeros((n + 2, n + 2), dtype=int) 

b1[1:n + 1, 1:n + 1] = a1 + b1[1:n + 1, 1:n + 1] 

print(b1) 

 

# спосіб 2: з використанням np.pad() 

b2 = np.pad(a1, pad_width=1) 

print(b2) 

 

# без використання функцій Numpy 

a2=[[1 for j in range(n)] for i in range(n)] 

b3=[[0 for j in range(n + 2)] for i in range(n + 2)] 

for i in range(1, n + 1): 

    for j in range(1, n + 1): 

        b3[i][j] = a2[i - 1][j - 1] 

for i in range(n + 2): 

    for j in range(n + 2): 

        print(b3[i][j], end=' ') 

    print() 
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3.2.4 Зрізи структурованих масивів 

Як і у випадку індексації, зрізи можна проводити за допомогою імені поля. 

Для цього (якщо полів більше, ніж одне) потрібно задати список бажаних для 

зрізу полів як перший “аргумент” списку. Розглянемо для наочності приклад: 

dt = [('name', 'U10'), ('age', 'i4'), ('height', 'f4')] 

data = np.array([('Alice', 25, 5.5), ('Bob', 30, 6.0), 

('Cathy', 22, 5.4)], dtype=dt) 

 

# зріз за діапазоном рядків 

print(data[1:])  # [('Bob', 30, 6.0) ('Cathy', 22, 5.4)] 

 

# імена перших двох записів 

print(data['name'][:2])  # ['Alice' 'Bob'] 

 

# вік кожного другого запису 

print(data['age'][::2])  # [25 22] 

 

# вік та ім'я записів у зворотному порядку 

print(data[['age','name']][::-1])  # [(22, 'Cathy') (30, 

'Bob') (25, 'Alice')] 

3.3 Фільтри і маски 

3.3.1 Індексація за маскою 

Для доступу до підмасивів чи окремих елементів масиву, що 

задовольняють певну умову, в NumPy існує індексація за маскою (умовна 

індексація). 

Спочатку для заданого масиву створюють булевий масив таких самих 

розмірів, у якому є значення True, якщо для даного елемента умова, яку 

перевіряють, виконується, або False, якщо не виконується. А після цього 

умову, яку перевіряють, використовують як маску для отримання підмасивів. 

Розглянемо це детальніше на прикладі. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

a=rng.integers(10, size=(4, 5)) 

print(a)  # [[0 7 6 4 4] 

          #  [8 0 6 2 0] 

          #  [5 9 7 7 7] 

          #  [7 5 1 8 4]] 

 

# створюємо булевий масив 

print(a < 5)  # [[ True False False  True  True] 

              #  [False  True False  True  True] 

              #  [False False False False False] 

              #  [False False  True False  True]] 

 

# використовуємо умову, яку перевіряємо, для створення 

підмасиву 

print(a[a < 5]) # [0 4 4 0 2 0 1 4] 
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Використовуючи маску, можна змінити значення елементів, які 

задовольняють поставлену умову, на якесь інше значення (у всьому початково 

заданому масиві). 

Продовження попереднього прикладу: 

a[a < 5] = -1 

print(a) #[[-1  7  6 -1 -1] 

         # [ 8 -1  6 -1 -1] 

         # [ 5  9  7  7  7] 

         # [ 7  5 -1  8 -1]] 

У цьому прикладі оригінальний масив a змінюється, тому що було 

використано булеву індексацію для доступу до елементів і виконано операцію 

присвоєння значень in-place. Якщо потрібно, щоб оригінальний масив залишився 

незміненим, то краще виконувати всі маніпуляції над його копією. 

На відміну від зрізів, маски в NumPy реалізують вибірку елементів масиву, 

які задовольняють певну умову. Оскільки ці елементи можуть мати нерегулярне 

розташування в пам’яті (не є неперервними), NumPy створює новий масив, що 

містить лише вибрані елементи. Це вимагає виділення нової області пам’яті. Як 

альтернативу масці, можна використовувати функцію np.where(), яку буде 

розглянуто далі. 

3.3.2 Фільтри і маски на основі функції np.where() 

Для того, щоб виконати умовний вибір елементів із масивів або отримати 

індекси елементів, які задовольняють певну умову, можна використовувати 

метод np.where(), як аргумент якого задається логічний вираз. 

Загальний синтаксис методу: 

𝒏𝒑.𝒘𝒉𝒆𝒓𝒆(𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛, [𝑥, 𝑦]), 

де 

condition – логічний вираз (булевий масив), який визначає, де 

виконувати операцію; 

x і y (опціональні) – масиви або скалярні значення. Якщо condition 

дорівнює True, вибирається значення з x; якщо False, то вибирається 

значення з y. 

Коли вказано лише condition, функція повертає індекси елементів, які 

відповідають умові. 

Розглянемо це на прикладі одновимірних і багатовимірних масивів: 

a = np.array([5, 5, 9, 2, 6, -1]) 

b = np.array([25, 5, 1, 3, 6, -7]) 

c = np.where(a > b) 

print(c)  #(array([2, 5], dtype=int64),) 
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d=np.where(a == 5) 

print(d)  # (array([0, 1], dtype=int64),) 

Як бачимо, результатом виконання функції np.where() без указання 

параметрів x та y є кортеж, першим елементом якого є масив індексів, яким 

відповідала правильна умова. Якщо є потреба отримати цей список індексів у 

звичному вигляді, потрібно звернутися до результату за індексом. 

print(c[0])  # [2 5] 

print(d[0])  # [0 1] 

У разі матриць доступ до індексів дещо ускладнюється: 

matrix = np.array([[10, 20], [30, 40]]) 

indices = np.where(matrix > 20) 

print(indices)  # (array([1, 1], dtype=int64), array([0, 1], 

dtype=int64)) 

print(indices[0], indices[1]) # [1 1] [0 1] 

Коли вказані x і y, функція повертає масив, який заповнюється значеннями 

з x або y залежно від виконання умови. 

Також у логічному виразі можна використовувати логічні операції, які 

реалізуються за допомогою функцій: 

- АБО (∨) – np.logical_or; 

- І (∨) – np.logical_and; 

- НЕ (¬) – np.logical_not або ~. 

У дужках через кому перераховують логічні вирази, які мають бути 

зв’язані тою чи іншою логічною операцією. Наприклад, логічний вираз  
¬(𝑎 ≥ 1) ∨ (𝑏 = 6) у методі where записуємо так: 

np.where(np.logical_or(np.logical_not(a >= 1), b == 6)) 

Розглянемо кілька прикладів для кращого розуміння принципу дії функції 

np.where(). 

Нехай у масиві arr записані прирости у відсотках за поточний квартал 

п’ятьох фірм. Потрібно виокремити успішні фірми, у яких приріст більше за 25%, 

якщо фірма неуспішна, присвоїти −1. 

arr = np.array([17, 27, 33, 30, 27]) 

#якщо arr > 25, то буде -1, якщо ні - залишається оригінальне 

значення 

# -1 - трансляція (broadcast) зліва 

result1 = np.where(arr <= 25, -1, arr) 

print(result1)  # [-1 27 33 30 27] 

 

#-1 - трансляція (broadcast) справа 

result2 = np.where(arr > 25, arr, -1) 

print(result2)  # [-1 27 33 30 27] 
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Зауважимо, що в попередньому прикладі значення −1 виступає як 

трансляція (broadcast). 

Якщо потрібно сформувати масив із покоординатних максимумів, то 

можна використати такий код: 

a = np.array([1, 2, 3]) 

b = np.array([3, 2, 1]) 

result = np.where(a > b, a, b) 

print(result)  # [3 2 3] 

У наступному прикладі усі ненульові елементи матриці змінюють знак на 

протилежний. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

m=rng.integers(10, size=(3, 4)) 

print(m)  #[[0 7 6 4] 

          #  [4 8 0 6] 

          #  [2 0 5 9]] 

 

c = np.where(m != 0, -m, m) 

print(c) #  [[ 0 -7 -6 -4] 

         #  [-4 -8  0 -6] 

         #  [-2  0 -5 -9]] 

 

print(m)  #[[0 7 6 4] 

          #  [4 8 0 6] 

          #  [2 0 5 9]] 

Як видно із попереднього прикладу, значення початкової матриці не було 

змінено після виконання функції np.where(), оскільки було створено його 

копію. 

Функція np.where() є потужним інструментом для виконання умовного 

вибору та обробки даних у масивах. Вона дозволяє як отримувати індекси 

елементів за умовами, так і створювати нові масиви з урахуванням умов. Її 

застосування значно спрощує роботу з великими масивами та є стандартом у 

багатьох задачах аналізу даних. 

3.4 Розширена індексація (Fancy indexing) 

Означення 3.2. Розширена індексація (fancy indexing) – це індексація 

масиву чи списку, використовуючи замість індексів змінні. 

Назва “fancy indexing” підкреслює, що це потужний (і трохи 

“хитромудрий”) спосіб доступу до даних, який виходить за рамки стандартної 

індексації. Цей термін описує метод доступу до елементів масиву за допомогою 

масивів індексів, списків або булевих масивів, що виходить за межі базової 

індексації, яка використовує цілі числа або зрізи.  

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

A= rng.integers(-8, 9, size=(3, 5)) 
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print(A)  # [[-7  5  3 -1 -1] 

          #  [ 6 -7  3 -5 -7] 

          #  [ 0  8  4  4  4]] 

 

row_indices = [0, -1, -1, 1] 

print(A[row_indices]) # [[-7  5  3 -1 -1] 

                      # [ 0  8  4  4  4] 

                      # [ 0  8  4  4  4] 

                      # [ 6 -7  3 -5 -7]] 

 

col_indices = [1, 2, -1] 

#виберемо всі рядки матриці 

row_indices2 = np.arange(A.shape[0]) 

print(A[row_indices2, col_indices])  # [5 3 4] 

Іншими варіантами перекладу назви «fancy indexing» на українську мову є 

такі: складна індексація, просунута індексація, вибірка за індексами, спискова 

індексація. 

3.5 Поєднання розширеної індексації зі зрізами та звичайною 

індексацією 

NumPy дозволяє поєднувати розширену індексацію (fancy indexing), зрізи 

і звичайну індексацію для роботи з багатовимірними масивами. Таке поєднання 

забезпечує гнучкість і потужність у вибірці та модифікації даних. 

Розглянемо ці поєднання на конкретному прикладі. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

a = rng.integers(10, size=(3, 4)) 

print(a)  # [[0 7 6 4] 

          # [4 8 0 6] 

          # [2 0 5 9]] 

 

# fancy indexing по другому виміру і звичайна індексація по 

першому виміру 

print(a[2,[3, 0, 2]])  # [9 2 5] 

 

# fancy indexing по другому виміру і зріз по першому виміру 

print(a[1:,[3, 0, 2]]) # [[6 4 0] 

                     # [9 2 5]] 

Залежно від комбінації зрізів і розширеної індексації, результат може мати 

різні форми. Наприклад: 

matrix = np.array([[10, 20, 30], [40, 50, 60], [70, 80, 90]]) 

 

result1 = matrix[0:2, [1]]  # залишається двовимірним 

print(result1.shape)  # (2, 1) 

 

result2 = matrix[0:2, 1]  # перетворюється на одномірний 

print(result2.shape)  # (2,) 
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Поєднання розширеної індексації, зрізів і звичайної індексації забезпечує 

гнучкий доступ до даних у NumPy. Правильне використання цих технік дозволяє 

ефективно обробляти багатовимірні масиви, виконувати складні вибірки та 

модифікації. Проте треба тримати на контролі певні моменти, наприклад 

контроль пам’яті: зрізи створюють представлення (view), розширена  

індексація – копію. 

3.6 Функції np.take() і np.put() 

Функції np.take() і np.put() забезпечують зручні методи доступу до 

елементів масиву та їх модифікації за індексами. Вони дозволяють працювати з 

масивами, використовуючи одновимірні індекси, що робить їх корисними для 

виконання вибірки або оновлення елементів. 

 
np.take() 

Відбір потрібних елементів масиву можна здійснювати за допомогою 

функції np.take(). Вона працює незалежно від форми масиву та завжди 

повертає копію вибраних елементів. Аргументом цієї функції є масив індексів 

елементів, які потрібно відібрати. 

Синтаксис: 

𝒏𝒑. 𝒕𝒂𝒌𝒆(𝑎, 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒𝑠, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑜𝑢𝑡 = 𝑁𝑜𝑛𝑒,𝑚𝑜𝑑𝑒 =′ 𝑟𝑎𝑖𝑠𝑒′), 

де 

a – вихідний масив. 

indices – список або масив індексів, за якими вибираються елементи. 

axis (опціонально) – вісь, уздовж якої виконувати вибірку. Якщо None, 

масив обробляється як одновимірний. 

out (опціонально) – масив для зберігання результату (за потреби). 

mode – параметр для визначення способу, як обробляти індекси, що 

виходять за межі: 

- 'raise' (за замовчуванням): викликає помилку; 

- 'wrap': використовує модуль для обчислення індексів; 

- 'clip': використовує крайні значення (найменший або найбільший 

індекс). 

Наведемо деякі приклади застосування на практиці. 

Базове використання: 

a=np.array([10, 20, 30, 40, 50, 60], float) 

print(a)  # [10. 20. 30. 40. 50. 60.] 

b=np.array([1, 1, 3, 2, 0, 0, 4, 4, 4, 5, 5, 1, 1], int) 

print(a.take(b))  # [20., 20., 40., 30., 10., 10., 50., 50., 

50., 60., 60., 20., 20.] 
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Вибірка вздовж осі: 

matrix = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]]) 

result = np.take(matrix, [0, 2], axis=1) 

print(result) # [[1 3] 

              #  [4 6] 

              #  [7 9]] 

Використання mode: 

arr = np.array([10, 20, 30, 40, 50]) 

result = np.take(arr, [0, 5, -1], mode='clip') 

print(result)  # [10 50 50] 

 

np.put() 

Функція np.put() дозволяє оновлювати значення масиву за заданими 

індексами. Вона працює з масивом як із одновимірним, незалежно від його 

початкової форми. 

Синтаксис np.put() схожий до синтаксису np.take(): 

𝒏𝒑.𝒑𝒖𝒕(𝑎, 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒𝑠, 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠,𝑚𝑜𝑑𝑒 =′ 𝑟𝑎𝑖𝑠𝑒′), 

де 

a – масив, що змінюється. 

indices – список або масив індексів, які потрібно змінити. 

values – значення для запису. Якщо кількість індексів більша за кількість 

значень, то ці значення повторюються. 

mode – параметр, що відповідає за спосіб обробки індексів, що виходять 

за межі: 

- 'raise': викликає помилку; 

- 'wrap': використовує модуль для обчислення індексів; 

- 'clip': використовує крайні значення. 

Розглянемо роботу функції на прикладах. 

Базове використання: 

a=np.array([10, 20, 30, 40, 50, 60], float) 

b=np.array([70, 80, 90], float) 

a.put([0, 3], b) 

print(a)  # [70. 20. 30. 80. 50. 60.] 

a.put([0, 3, 5], b) 

print(a)  # [70. 20. 30. 80. 50. 90.] 

Замість масиву аргументом функції може бути і трансляція (broadcast): 

a=np.array([10, 20, 30, 40, 50, 60], float) 

a.put([0, 2, 4], 100) 

print(a)  # [100. 20. 100. 40. 100. 60.] 
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Використання mode: 

arr = np.array([1, 2, 3, 4, 5]) 

np.put(arr, [6, -1], [99, 100], mode='wrap') 

print(arr)  # [99  2  3  4 100] 

Наведемо ще декілька прикладів, для яких доцільне використання функцій 

np.take() і np.put(). 

Вибірка елементів для аналізу: 

data = np.array([100, 200, 300, 400, 500]) 

indices = [1, 3] 

subset = np.take(data, indices) 

print(subset)  # [200 400] 

Заміна елементів у масиві: 

data = np.array([0, 0, 0, 0, 0]) 

indices = [0, 2, 4] 

values = [10, 20, 30] 

np.put(data, indices, values) 

print(data)  # [10  0 20  0 30] 

Оновлення за межами масиву: 

arr = np.array([1, 2, 3, 4, 5]) 

np.put(arr, [6, -1], [99, 100], mode='wrap') 

print(arr)  # [99  2  3  4 100] 
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Контрольні запитання до розділу 

1. Чи є відмінність між індексацією одновимірних об’єктів numpy.ndarray та 

списків Python? А для багатовимірного випадку? 

2. Чи можна за допомогою індексів або зрізів змінити значення у масиві? 

3. Для чого потрібні фільтри і маски? 

4. Що таке розширена індексація? У чому полягає відмінність між 

розширеною індексацією і маскою? 

5. Що створюється внаслідок роботи функції np.where(): представлення 

чи копія? 

6. Які способи вибору елементів з масиву Ви знаєте? 

7. У чому полягає принцип роботи функції np.take()? 

8. Що створюється внаслідок застосування до масиву розширеної індексації: 

представлення чи копія? 

9. Чи можна поєднувати одночасно різні типи індексації для вибору 

елементів уздовж осей? А чи можна поєднувати зрізи та індексацію? 

Завдання для самостійного виконання 

1. Введіть число 𝑛. Розставте 1 та 0 у шаховому порядку, починаючи з 1,  

у матриці розміром 𝑛 × 𝑛, використовуючи зрізи. 

2. Згенеруйте масив із дійсних чисел розмірності 𝑛 × 𝑛, який вважатимемо 

матрицею 𝑀: 

a. Створіть копію 𝑀1 матриці 𝑀 і знайдіть її найменший елемент. 

Видаліть з неї рядок і стовпець, на перетині яких розташований 

знайдений елемент. Якщо найменших елементів декілька, то 

виберіть той, у якого найменший індекс рядка. 

b. Обчисліть суму елементів рядка, в якому є найменший елемент 

матриці 𝑀. 

c. Знайдіть рядки з найбільшою і найменшою сумами елементів 

матриці 𝑀. Виведіть із відповідними коментарями ці рядки і суми 

їхніх елементів у консоль. 

d. У кожному рядку матриці 𝑀 знайдіть найменший елемент, а потім 

серед цих елементів визначте найбільший. Вкажіть його індекс. 

e. Створіть представлення 𝑀2 матриці 𝑀. Якщо 𝑛 – парне, то доповніть 

𝑀2 рамкою, що дублює крайні значення матриці, якщо 𝑛 – непарне, 

то замінити у 
𝑛+1

2
-му рядку знак усіх значень на протилежний. Після 

цього серед елементів, що лежать на головній і бічній діагоналях, 

знайдіть найбільший і замініть його місцями з елементом, 

розміщеним на перетині цих діагоналей. 
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3. Згенеруйте тривимірний масив, у якому мають бути додатні та від’ємні 

числа. Замініть усі від’ємні елементи у ньому на 100. 

4. Згенеруйте масив дійсних чисел. Обчисліть кількість додатних  та 

від’ємних елементів у ньому. 

5. Заповніть вектор значеннями від 0 до 𝑛. Значення, які більші за 
𝑛

4
 та менші 

за 
3𝑛

4
, замініть нулями, а для всіх інших значень змініть знак на 

протилежний. 

6. Введіть натуральні числа 𝑛 і 𝑚. Згенеруйте матрицю 𝑛 × 𝑛 з випадкових 

цілих елементів з діапазону [0,𝑚]. Замініть усі максимальні елементи цієї 

матриці на протилежні за знаком. 

7. Створіть довільний двовимірний масив, у якому є хоча би 7 рядків та 

5 стовпців. Трьома різними способами виведіть на екран:  

a. усі рядки, індекс яких є парний; 

b. усі непарні стовпці; 

c. одновимірний масив, що складається лише із парних елементів 

оригінального масиву, впорядкований за стовпцями; 

d. елементи другого та п’ятого рядків, що розміщені на перетині з 

кожним третім стовпцем з кінця. 

8. Згенеруйте двовимірний цілочисельний масив. Усі його парні елементи 

замініть нулями, після чого виведіть у консоль лише ті стовпці, в яких є 

більше двох нулів. 

9. Утворіть квадратну матрицю для заданого натурального значення 𝑛 за 

зразком: 

a. 

(

  
 

1 1 1  1 1 1
2 2 2 … 2 2 0
3 3 3  3 0 0
 ⋮  ⋱  ⋮  

𝑛 − 1 𝑛 − 1 0  0 0 0
𝑛 0 0 … 0 0 0)

  
 
; 

b. 

(

 
 

1 2 3  𝑛
𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2 … 1
1 2 3  𝑛
 ⋮  ⋱ ⋮
𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2 … 1)

 
 
, де 𝑛 − парне; 
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c. 

(

 
 
 
 

1 1 1  1 1 1
0 1 1 … 1 1 0
0 0 1  1 0 0
 ⋮  ⋱  ⋮  
0 0 1  1 0 0
0 1 1 … 1 1 0
1 1 1  1 1 1)

 
 
 
 

; 

d. 

(

  
 

1 2 3  𝑛 − 2 𝑛 − 1 𝑛
2 1 2 … 𝑛 − 3 𝑛 − 2 𝑛 − 1
3 2 1  𝑛 − 4 𝑛 − 3 𝑛 − 2
 ⋮  ⋱  ⋮  

𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝑛 − 3 … 2 1 2
𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2  3 2 1 )

  
 
. 
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РОЗДІЛ 4 МАТЕМАТИЧНІ ОПЕРАЦІЇ НАД МАСИВАМИ 

 

Після вивчення матеріалів цього розділу читач повинен уміти: 

1. Виконувати базові арифметичні операції над масивами поелементно та 

вздовж осей. 

2. Застосовувати транслювання (broadcasting) для виконання операцій над 

масивами. 

3. Використовувати агрегати, кумулятивні агрегати, трансцендентні функції 

для операцій над масивами. 

4. Здійснювати пошук, сортування та заокруглення елементів масиву. 

5. Обчислювати корені з елементів масиву, застосовувати функцію 

np.abs(). 

Ключові слова розділу: арифметичні операції над масивами, агрегатні 

функції, кумулятивні агрегати, argmin, argmax, трансцендентні функції, 

заокруглення, сортування. 

NumPy – це потужна бібліотека Python для роботи з багатовимірними 

масивами та виконання математичних операцій над ними. Основною перевагою 

NumPy є векторизація, яка дозволяє замінити явні цикли Python оптимізованими 

C-функціями, що працюють напряму з пам’яттю. Це суттєво прискорює 

обчислення. 

Масиви NumPy підтримують як елементарні арифметичні операції, так  

і складніші обчислення, включаючи трансцендентні функції, агрегатні 

обчислення, лінійну алгебру та операції над багатовимірними масивами. 

4.1 Базові операції над масивами 

4.1.1 Елементарні арифметичні операції 

Бібліотека NumPy містить різноманітні функції (методи) для виконання 

операцій над масивами. Розглянемо операції, які виконуються поелементно. 

Для виконання бінарних операцій над масивами потрібно, щоб масиви-

операнди були однакових розмірностей і мали взаємновідповідні розміри по 

кожному із вимірів. 

Для виконання арифметичних операцій над масивами можна 

використовувати звичні знаки арифметичних операцій: +, −, ∗, /, ∗∗, //, %. 

Приклад застосування арифметичний операцій до одновимірних масивів. 

x = np.array([1, 2, 3, 4]) 

y = np.array([5, 6, 7, 8]) 

 

# поелементне додавання 

print(x + y)  # [ 6 8 10 12] 
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# поелементне віднімання 

print(x - y)  # [-4 -4 -4 -4] 

 

# поелементне множення 

print(x * y)  # [ 5 12 21 32] 

 

# поелементне ділення; 

# при діленні на 0 повертає inf - безмежність 

print(x / y)  # [0.2 0.33333333 0.42857143 0.5 ] 

 

# поелементне множення на число 

print(y * 5)  # [25 30 35 40] 

 

# поелементне піднесення до степеня 

print(x ** 2)  # [ 1 4 9 16] 

 

# поелементне піднесення до від'ємного степеня вимагає типу 

float 

print(x.astype(float)**-1)  # [1.  0.5    0.33333333 0.25] 

 

# поелементне обчислення цілої частини від ділення; 

# масиви-операнди повинні містити тільки цілі додатні елементи 

print(y // x)  # [5 3 2 2] 

 

# поелементне обчислення остачі від ділення; 

# масиви-операнди повинні містити тільки цілі додатні елементи 

print(y % x)  # [0 0 1 0] 

Розглянемо далі на прикладі двовимірних масивів арифметичні операції, 

які виконуються поелементно. 

a=np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]]) 

b=np.array([[1, 0, 1], [0, 1, 0]]) 

c=np.array([[1, 0, 0], [0, 1, 0]]) 

 

# додавання матриць; ця операція відбувається поелементно 

print(a + b)  # [[2 2 4]   

              # [4 6 6]] 

 

# поелементне множення двох масивів (не плутати з множенням 

матриць!!!) 

print(a * c)  # [[1 0 0]  

              # [0 5 0]] 

 

# поелементне ділення двох масивів 

# при діленні на 0 повертає inf - безмежність 

print(a / c)  # [[1 0 0] 

              # [0 5 0]] 

Для кожної із розглянутих арифметичних операцій у NumPy існують 

відповідні (вже написані) універсальні функції, які забезпечують їх виконання 

(див. табл. 4.1). 
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Таблиця 4.1 – Функції, що відповідають основним математичним операторам 

Оператор Відповідна функція Опис 

+ np.add() Додавання (1 + 2 = 3) 

− np.substract() Віднімання (5 – 3 = 2) 

− np.negative Унарний мінус (– 4) (зміна знаку) 

∗ np.multiply() Множення  (2 * 3 = 6) 

/ np.divide() Ділення (5 / 2 = 2.5) 

// np.floor_divide() Цілочисельне ділення (5 // 2 = 2) 

∗∗ np.power()/ np.pow() Піднесення до степеня (3 ** 2 = 9) 

% np.mod() Остача від ділення (5 % 2 = 1) 

 

4.1.2 Транслювання (broadcasting)  

Термін транслювання (broadcasting) описує, як NumPy обробляє масиви 

різної форми під час арифметичних операцій. З урахуванням певних обмежень 

менший масив “транслюється” через більший масив, щоб вони мали сумісні 

форми. Транслювання надає засоби векторизації операцій з масивами, щоб цикли 

відбувалися в C замість Python. Це робиться без створення непотрібних копій 

даних і зазвичай призводить до ефективних реалізацій алгоритмів. Однак у 

деяких випадках транслювання є поганою ідеєю, оскільки призводить до 

неефективного використання пам’яті, що сповільнює обчислення. 

Часто виникає потреба проводити математичні операції, у яких 

операндами є масив та число. У такому випадку число буде сприйматись, як 

трансляція (broadcast). 

a = np.array([[1, 2, 3],[4, 5, 6]]) 

print(a + 1)  # [[2 3 4] 

              #  [5 6 7]] 

               

print(3 * a ** 2 - 5)  # [[ -2   7  22] 

                       #  [ 43  70 103]] 

Транслювання (broadcasting) розмірів масиву відбувається не тільки у 

випадку застосування зазначених раніше арифметичних операцій до масиву та 

числа, цей механізм дозволяє виконувати операції над масивами різних розмірів. 

NumPy автоматично “розширює” менший масив до розмірів більшого. Такий 

підхід часто використовують з метою пришвидшення роботи програми та 

економії пам’яті. Проте слід зауважити, що транслювання (broadcasting) працює 

тільки тоді, коли форми масивів є сумісними (наприклад, однакові по останній 

осі). Якщо ці умови не виконуються, створюється виняток, який вказує на те, що 

масиви мають несумісні форми. ValueError: operands could not be 

broadcast together (рис. 4.1). 



РОЗДІЛ 4 МАТЕМАТИЧНІ ОПЕРАЦІЇ НАД МАСИВАМИ   ❖    59 

 

 
Рисунок 4.1. – Помилка за спроби додавання двох масивів, що не підлягають 

транслюванню (broadcasting) 

Для ефективного застосування транслювання (broadcasting) на практиці 

можна запам’ятати таке правило: якщо довжини осей масивів, починаючи із 

заключної, попарно рівні або в кожній із порівняльних пар довжин хоча б одна 

дорівнює одиниці, то до таких масивів може бути застосоване транслювання 

(broadcasting).  Тут під довжиною заключної осі розуміємо довжину масиву, що 

вкладений “найглибше”.  

Розглянемо приклади застосування транслювання (broadcasting). Оскільки 

для демонстрації роботи нам не так важливий вміст масивів, скільки їхня форма, 

то скористаємося для наочності методом np.ones(), який приймає як аргумент 

форму (shape) масиву, який потрібно згенерувати.  

# приклад, коли всі числа у порівняльних парах співпадають 

# порівняння йде від заключного параметра, тобто 6-6-> 9-9 -> 

5-5 

a = np.ones((7, 3, 5, 9, 6)) 

b = np.ones((5, 9, 6)) 

print((a + b).shape)  # (7, 3, 5, 9, 6) 

 

# приклад, коли одне з чисел пари є одиницею 

# 1-4, 6-1 та 1-2 підходять, бо містять у парі одиницю -> 7-7 

d = np.ones((9, 7, 1, 6, 1)) 

e = np.ones(   (7, 2, 1, 4)) 

print((d + e).shape)  #(9, 7, 2, 6, 4) 

Буває, що обидва масиви містять осі одиничної довжини, тоді 

“розширення” буде відбуватися в обидвох масивах. 

arr1 = np.array([-3, 5]) 

print(arr1) # [-3 5] 

print(arr1.shape) # (2,) 

 

arr2 = np.array([[-1], [-2], [-3]]) 

print(arr2)# [[-1] [-2] [-3]] 

print(arr2.shape) # (3, 1) 
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arr = arr1 + arr2 

print(arr) # [[-4 4]  

           #  [-5 3]  

           #  [-6 2]] 

print(arr.shape) # (3, 2) 

Під час роботи з функціями також треба тримати на контролі питання 

транслювання (broadcasting). Наприклад, транслювання (broadcasting) масивів 

відбувається при виклику функції np.power(a1, a2), де a1, a2 – масиви чи 

скаляри, яка повертає a1 у степені a2: 

a1 = np.arange(-2, 5, dtype=float)  # [-2. -1. 0. 1. 2. 3. 4.] 

 

print(np.power(a1, 4)) # [  16.    1.    0.   16.  81.  256.]) 

print(np.power(a1, -4)) # [0.0625    1.    inf    1.   0.0625     

0.01234568  0.00390625] 

А коли у переданих масивів не збігаються розмірності, проводиться 

транслювання (broadcasting). 

a2 = np.array([5, 4])  # a2.shape = (2,) 

a3 = np.array([ [1], [2], [3] ]) # a3.shape = (3, 1) 

 

print(np.power(a2, a3))  # [[  5   4] 

                         #  [  25  17] 

                         #  [ 125 65]] 

4.2 Агрегатні функції 

Агрегатні функції використовують для обчислення загальних 

характеристик масиву: суми, середнього значення, мінімуму, максимуму тощо. 

Вони дозволяють отримувати статистичні характеристики масивів та ефективно 

працювати з багатовимірними даними. Основною перевагою NumPy є 

можливість виконання цих операцій швидко і з мінімальним використанням 

пам’яті. 

4.2.1 Основні агрегатні функції 

Спочатку розглянемо синтаксис основних агрегатних функцій, таких як: 

- np.sum() – обчислює суму елементів цілого масиву або елементів, що 

розташовані вздовж певної осі. 

- np.prod()– те саме, що і np.product(). Обчислює добуток елементів 

цілого масиву або елементів, що розташовані вздовж певної осі. 

- np.min()– обчислює мінімум серед елементів цілого масиву або 

елементів, що розташовані вздовж певної осі. 

- np.max()– обчислює максимум серед елементів цілого масиву або 

елементів, що розташовані вздовж певної осі. 
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- np.mean()– обчислює середнє арифметичне значення елементів цілого 

масиву або елементів, що розташовані вздовж певної осі. 

- np.average()– обчислює середнє арифметичне значення елементів 

цілого масиву або елементів, що розташовані вздовж певної осі, з 

можливістю задати “ваги” (параметр weights). 

- np.median()– обчислює медіану елементів цілого масиву або елементів, 

що розташовані вздовж певної осі. 

- np.mode()– обчислює моду серед елементів цілого масиву або серед 

елементів, що розташовані вздовж певної осі. 

- np.std()– обчислює середнє квадратичне відхилення елементів цілого 

масиву або елементів, що розташовані вздовж певної осі. 

- np.var()– обчислює варіансу (дисперсію) елементів цілого масиву або 

елементів, що розташовані вздовж певної осі. 

Оскільки більшість з них володіє одним і тим самим або дуже схожим 

набором параметрів, то опишемо їх разом. 

a (array_like, обов’язковий) – масив, або об’єкт, що може бути 

перетворений у масив, над яким проводиться операція. Зауважимо, що в 

разі, коли ці функції використовують як методи об’єктів класу 

numpy.ndarray, цей параметр не вказують. 

axis (int or None, optional) – визначає вісь, уздовж якої виконується 

обчислення: якщо axis=None (за замовчуванням), функція обчислює 

результат для всього масиву. Для багатовимірних масивів, якщо axis=0, 

обчислення виконуються уздовж стовпців, якщо axis=1, обчислення 

виконуються уздовж рядків. 

 dtype (data-type, опціональний) – тип даних, який використовується для 

обчислень. Якщо не вказано, використовуються типи вихідного масиву. 

Часто використовується для уникнення переповнення при обчисленнях. 

 out (ndarray, опціональний) – масив для запису результату. Якщо не 

вказано, створюється новий масив. 

 keepdims (bool, опціональний) – використовується для роботи  

з багатовимірними масивами. Якщо його значення True, то результат 

зберігає ті самі виміри, що й вхідний масив, заповнюючи обчислені осі 

одиничними розмірами. 

 where (array_like of bool, опціональний) – маска, яка вказує, над якими 

елементами масиву слід виконувати операцію. Елементи, що відповідають 

False, ігноруються. 

 Функції np.sum(), np.prod(), np.min(), np.max() мають також 
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параметр initial (scalar, опціональний), за допомогою якого встановлюється 

початкове значення для операції.  

 У функцій np.std() та np.var() є також додаткові опціональні 

параметри. 

ddof (int, опціональний) – ступінь свободи (Delta Degrees of Freedom). 

Використовується функцією np.var() для обчислення дисперсії 𝜎2 за 

формулою: 

 𝜎2 =
∑ (𝑥−𝑥̅)2𝑁
𝑖=1

𝑁−𝑑𝑑𝑜𝑓
, (4.1)

  

де 𝑁 – розмір вибірки, 𝑥𝑖 – 𝑖-тий елемент вибірки,  𝑥̅ – середнє значення, 𝑑𝑑𝑜𝑓 – 

кількість ступенів свободи. Якщо ddof=0 (за замовчуванням), то вважається, що 

обчислюється звичайна вибіркова дисперсія (population variance [14]),  а якщо 

ddof=1 (поправка Бесселя), то буде обчислено незміщену дисперсію (sample 

variance [14]).  

 Для функції np.std() використовується така формула для обчислення 

середнього квадратичного відхилення: 

  𝜎 = √𝜎2. (4.2)

 Зауважимо, що для великих обсягів даних (> 50) практично не має 

значення, яке зі значень параметра ddof використовувати для виконання 

функцій np.std()та np.var(), адже результати обчислень майже не будуть 

відрізнятись (див. [6]). 

mean (array like, опціональний) встановлює середнє значення, щоб 

запобігти його перерахунку. У разі, якщо keepdims=True, потрібно, 

щоб mean було відповідної форми. 

correction ({int, float}, опціональний) – сумісна з Array API назва для 

параметра ddof. Одночасно можна задавати тільки один із цих параметрів. 

Розглянемо на прикладі принцип дії основних агрегатних функцій. 

arr = np.array([1, 2, 3, 4]) 

matrix = np.array([[5, 6, 7], [8, 9, 10]]) 

 

# сума елементів одновимірного масиву 

print(np.sum(arr))  # 10 

 

# сума парних елементів одновимірного масиву 

print(arr.sum(where=(arr % 2 == 0)))  # 6 

 

# стандартне відхилення одновимірного масиву ddof = 0 

print(arr.std(dtype='float16', ddof=0))  # 1.118 

 

# стандартне відхилення одновимірного масиву ddof = 1 

print(np.std(arr, dtype='float16', ddof=1))  # 1.291 

 

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.var.html#numpy.var
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.var.html#numpy.var
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# максимум елементів багатовимірного масиву (матриці) 

print(matrix.max())  # 10 

 

# сума елементів матриці по горизонтальній осі (0) (по 

стовпцях) 

print(np.sum(matrix, axis=0)) # [13 15 17] 

 

# добуток елементів матриці по вертикальній осі (1) (по 

рядках) 

print(np.prod(matrix, axis=1)) # [210 720] 

 

# мінімум елементів матриці по рядках при initial= -7 

print(np.min(matrix, axis=0, initial=-7)) # [-7 -7 -7] 

 

# середнє значення непарних елементів матриці при 

keepdims=True 

print(matrix.mean(where=(matrix % 2 != 0), keepdims=True)) # 

[[7.]] 

 

# зведення одновимірного масиву до нормального стандартного 

вигляду 

st_arr = ((arr - arr.mean()) / arr.std()).astype('float16') 

print(st_arr) #[-1.342  -0.4473  0.4473  1.342 ] 

 

# зведення матриці до нормального стандартного вигляду по 

стовпцях 

matrix_col_mean = matrix.mean(axis=0) 

matrix_col_std = matrix.std(axis=0) 

norm = (matrix - matrix_col_mean) / matrix_col_std 

print(norm) # [[-1. -1. -1.] 

            #  [ 1.  1.  1.]] 

При комбінуванні методів і функцій, які надаються Python, з методами  

і функціями NumPy, потрібно бути особливо обережним. Розглянемо приклад, 

який придумав Джейк Вандерплас (див. [17], задача 26). 

print(sum(range(5), -1))  # 9 

 

from numpy import sum 

print(sum(range(5), -1))  # 10 

Хоча два рядки коду, в яких відбувається підсумовування, виглядають 

абсолютно аналогічно, проте існує принципова різниця у синтаксисі. У Python-

функції sum() другий аргумент (−1) означає стартове значення для операції 

(тобто до результату підсумовування масиву додається додатково −1), а у 

випадку функції sum(), імпортованої з бібліотеки NumPy, −1 означає вісь, за 

якою виконують підсумовування. 

Також рекомендуємо читачеві звернути увагу на такі функції, як 

np.nansum(), np.nanprod(), np.nanmean(), np.nanmedian(), 

np.nanvar(), np.nanstd(), які володіють тими самими властивостями, що 

і їх розглянуті раніше відповідники, проте всі пропущені значення np.nan 

https://github.com/rougier/numpy-100/blob/master/100_Numpy_exercises.ipynb
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сприймають як нулі. 

a = np.array([24, 12, np.nan, 4]) 

print(a.sum())  # nan 

print(np.nansum(a))  # 40.0 

Зауваження 4.1. Усі функції, які не стосувалися обробки np.nan значень, 

можуть використовуватись і як методи екземплярів класу numpy.ndarray, і як 

функції класу, але функції на кшталт np.nansum() можуть бути тільки 

функціями класу. 

4.2.2 Кумулятивні агрегати 

Кумулятивні агрегати – це функції, які обчислюють проміжні результати 

для послідовності елементів масиву. Наприклад, накопичувальні сума або 

добуток елементів масиву. Вони є корисними для аналізу даних, розробки 

фінансових моделей, роботи з часовими рядами тощо. 

Основними кумулятивними функціями вважаються такі: 

- np.cumsum() – обчислює кумулятивну суму елементів масиву; 

- np.cumprod() – обчислює кумулятивний добуток елементів масиву. 

Аргументи цих функцій повністю аналогічні: 

a (array_like) – масив, для якого потрібно обчислити кумулятивний 

результат. 

 axis (int, опціональний) – вісь, уздовж якої виконується обчислення: якщо 

axis=None (за замовчуванням), операція виконується над усім масивом, 

який розглядається як одномірний, якщо axis=0, операція виконується 

уздовж стовпців, а якщо axis=1 – операція виконується уздовж рядків. 

dtype (data-type, опціональний) – тип даних для обчислення; якщо не 

вказано, використовується тип вхідного масиву. 

out (ndarray, опціональний) – масив для збереження результату; якщо не 

вказано, створюється новий масив. 

arr = np.array([1, 2, 3, 4]) 

matrix = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]]) 

 

# кумулятивна сума одновимірного масиву 

print(arr.cumsum())  # [ 1  3  6 10] 

 

# кумулятивний добуток одновимірного масиву 

print(np.cumprod(arr))  # [ 1  2  6 24] 

 

#кумулятивна сума двовимірного масиву (матриці) 

print(matrix.cumsum()) # [ 1  3  6 10 15 21] 

# кумулятивний добуток матриці по стовпцях 

print(matrix.cumprod(axis=0))  # [[ 1  2  3] 

                               #  [ 4 10 18]] 
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# кумулятивна сума матриці по рядках 

print(np.cumsum(matrix, axis=1))  # [[ 1  3  6] 

                                  #  [ 4  9 15]] 

Обов’язково слід контролювати тип даних масиву, щоб уникнути 

переповнення. 

a = np.array([140, 130, 150], dtype=np.int8) 

 

print(a)  # [-116 -126 -106] + DeprecationWarning 

# уникаємо переповнення, змінивши тип даних 

print(np.cumsum(a, dtype=np.int32))  # [-116 -242 -348] 

Описані кумулятивні функції мають також свої сумісні з Array API 

альтернативи: np.cumulative_sum(), np.cumulative_prod(). 

Кумулятивна сума часто застосовується при розв’язуванні статистичних 

задач, наприклад, для обчислення ковзного середнього значення при роботі з 

часовим рядом. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

data = rng.integers(0, 45, 5) 

print(data) # [ 4 34 29 19 19] # отриманий часовий ряд 

 

# ковзне середнє 

mov_av = np.cumsum(data) / np.arange(1, len(data) + 1) 

print(mov_av.round(2)) # [ 4.   19.   22.33 21.5  21.  ] 

Кумулятивний добуток може стати у нагоді для розрахунку ймовірностей 

подій у задачах з теорії ймовірностей. 

probabilities = np.array([0.9, 0.8, 0.7]) 

 

cumulative_prob = np.cumprod(probabilities) 

print(cumulative_prob)  # [0.9  0.72 0.504] 

Для обробки даних з пропусками, тобто таких, що містять значення 

np.nan, також можна використовувати функції класу numpy.ndarray 

np.nancumsum() та np.nancumprod(), до них також застосовується 

зауваження 4.1. 

4.3 Пошук елементів 

Функції пошуку в NumPy, такі як np.argmax(), np.argmin() та інші, 

забезпечують можливість визначати індекси екстремальних значень у масивах 

або виконувати пошук на основі заданих умов. Ці функції широко 

використовують для аналізу даних, оптимізації та інших задач, що вимагають 

пошуку специфічних елементів у масивах. 

Розглянемо детальніше такі функції пошуку: 

- np.argmax() – повертає індекс максимального значення в масиві; 
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- np.argmin() – повертає індекс мінімального значення в масиві; 

- np.nanargmax() – повертає індекс максимального значення, ігноруючи 

np.nan; 

- np.nanargmin() – індекс мінімального значення, ігноруючи np.nan; 

- np.nonzero() – знаходження індексів ненульових елементів; 

- np.flatnonzero() – знаходження індексів ненульових елементів у 

зведеній до одновимірної версії оригінального масиву. 

Далі розглянемо функції np.argmax(), np.argmin(), 

np.nanargmax()та np.nanargmin(). 

Усі ці функції володіють однаковим набором аргументів: 

a (array_like) – масив, у якому виконується пошук. 

axis (int, опціональний) – вісь для пошуку: None (за замовчуванням)  

пошук у всьому масиві. Ціле число – пошук уздовж вказаної осі. 

out (ndarray, опціональний) – масив для збереження результату. 

keepdims (bool, опціональний) – параметр, що використовується для 

роботи з багатовимірними масивами. Якщо значення True, то результат 

зберігає ті самі виміри, що й вхідний масив, але розмір осі, вздовж якої 

було проведено операцію пошуку максимуму чи мінімуму, буде 

дорівнювати 1. 

arr = np.array([-10, 27, 15, 25]) 

matrix = np.array([[13, 53, -15], [-11, 39, 47], [-54, 73, 

11]]) 

nan_matrix = np.array([[13, np.nan, -15], [-11, 39, np.nan], 

[np.nan, 73, 11]]) 

 

# індекс максимального значення 27 

print(np.argmax(arr))  # 1 

 

# індекс мінімального значення -10 

print(arr.argmin())  #0 

 

# індекси максимумів по стовпцях 

print(arr.argmax(axis=0))  # [0 2 1] 

 

# індекси мінімумів по рядках 

print(np.argmin(matrix, axis=1))  # [2 0 0] 

 

# індекси мінімумів по стовпцях з пропусками 

print(np.nanargmin(matrix, axis=0))  # [2 1 0] 

 

# індекси максимумів по рядках з пропусками 

print(np.nanargmax(matrix, axis=1))  # [1 2 1] 
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Звернемо увагу на те, що для np.nanargmax()та np.nanargmin() 

справедливе зауваження 4.1.  

Методи np.nonzero() та np.flatnonzero() дозволяють отримати 

індекси ненульових елементів масиву, що є зручним для фільтрування та 

створення масок. Єдиним їхнім аргументом є масив, який підлягатиме перевірці. 

Результатом виконання методу np.nonzero() є кортеж, що складається з 

масивів, що відповідають кожній з осей. На першій позиції елементів цього 

кортежу є масив індексів ненульових елементів відповідної осі. Водночас метод 

np.nonzero() зразу повертає масив індексів ненульових елементів масиву, 

зведеного до одновимірної версії. Цей метод зручніше використовувати під час 

роботи з одновимірними масивами, адже він не потребує додаткових зрізів. 

arr = np.array([0, 1, 2, 3, 0, -1]) 

matrix = np.array([[1, 3, 0], [0, 4, -2], [11, 0, 0]]) 

 

print(arr.nonzero())  # (array([1, 2, 3, 5], dtype=int64),) 

 

print(np.flatnonzero(arr))  # (array([1, 3]),) 

 

print(np.nonzero(matrix))  # (array([1, 3]),) 

 

print(np.flatnonzero(matrix))  # [0 1 4 5 6] 

Підсумовуючи тему агрегатних функцій, розглянемо таку задачу. 

Дорога з пункту А у пункт В складається із декількох ділянок відомої 

довжини. Автомобіль рухається із пункту А у пункт В, на кожній з ділянок шляху 

відома його швидкість. 

Довжина ділянки, км 15 5 12 2 21 17 21 3 10 5 

Швидкість, км/год 60 30 60 45 50 60 50 40 60 40 

Знайти: 

- відстань між А та В; 

- час проходження кожної ділянки і загальний час, витрачений на дорогу; 

- середню швидкість автомобіля; 

- довжину тих ділянок, на проїзд яких було затрачено найбільше часу; 

- довжину і час проїзду перших чотирьох ділянок; 

- середню швидкість руху по перших чотирьох ділянках. 

Звернемо увагу читача, що середню швидкість не можна  обчислювати як 

середнє значення всіх швидкостей. Натомість потрібно поділити загальну 

відстань на час, витрачений на її подолання. 
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# сформуємо масиви довжин ділянок та швидкостей руху 

автомобіля на них: 

distance = np.array([15, 5, 12, 2, 21, 17, 21, 3, 10, 5]) 

velocity = np.array([60, 30, 60, 45, 50, 60, 42, 40, 60, 40]) 

 

# обчислимо загальну довжину шляху від А до В і виведемо 

результат: 

total_distance = distance.sum() 

print(total_distance)  # 111 

 

# обчислимо час у годинах проходження автомобілем кожної 

ділянки 

time = distance / velocity 

print(np.round(time, 2))  # [0.25 0.17 0.2  0.04 0.42 0.28 0.5  

0.08 0.17 0.12] 

 

# додатково виведемо час у хвилинах 

time_in_min = 60 * time 

print(np.round(time_in_min, 1))  #  [15.  10.  12.   2.7 25.2 

17.  30.   4.5 10.   7.5] 

 

# обчислимо загальний час у хвилинах 

total_time = time_in_min.sum() 

print(np.round(total_time, 2))  # 133.87 

 

# обчислимо середню швидкість автомобіля 

avg_velocity = total_distance / (total_time / 60) 

print(np.round(avg_velocity, 2))  # 49.75 

 

# обчислимо максимальний час і виведемо номери ділянок дороги, 

# на проїзд яких витрачено найбільше часу: 

# максимальний час 

max_time = time.max() 

print(max_time * 60)  # 30.0 - у хвилинах 

 

# довжина ділянки, де час був максимальним. Спосіб 1 

print(distance[np.argmax(time)]) # 21 

 

# довжина ділянки, де час був максимальним. Спосіб 2 

print(distance[np.where(time == max_time)][0])  # 21 

 

# обчислимо довжину і час (у хв) на проїзд першими чотирма 

ділянками 

total_distance_1_4 = distance[:4].sum() 

print(total_distance_1_4)  # 34 

 

total_time_1_4 = time[:4].sum() 

print(np.round(total_time_1_4) * 60)  # 60.0 

 

# обчислимо середню швидкість руху по перших чотирьох ділянках 

avg_velocity_1_4 = total_distance_1_4 / total_time_1_4 

print(avg_velocity_1_4.round(2))  # 51.43 
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4.4 Трансцендентні функції 

Означення 4.1 ([7]). Трансцендентні функції – це математичні функції, які 

не можуть бути виражені як скінченна сума алгебраїчних операцій.  

У NumPy вони застосовуються поелементно до масивів і охоплюють такі 

операції, як обчислення тригонометричних і гіперболічних функцій, експонент, 

логарифмів тощо. 

4.4.1 Тригонометричні функції 

Бібліотека NumPy підтримує обчислення тригонометричних функцій для 

кожного елемента масиву (поелементно), вважаючи, що значення задані у 

радіанах. 

Розглянемо основні тригонометричні функції, які є функціями класу 

numpy.ndarray, але не є методами екземплярів класу: 

- np.sin(x) – синус кута x; 

- np.cos(x) – косинус кута x; 

- np.tan(x) – тангенс кута x; 

- np.arcsin(x) – арксинус кута x; 

- np.arccos(x) – арккосинус кута x; 

- np.atan(x) (np.arctan(x)) – арктангенс кута x; 

- np.atan2(x,y) (np.arctan2(x,y)) – арктангенс кута, ураховуючи 

квадрант. 

Усі зазначені функції, крім np.atan2(x,y) (np.arctan2(x,y)), 

мають однаковий набір аргументів: 

x (array_like) – вхідні дані. Може бути числом або масивом чисел. 

Значення мають бути в радіанах. 

out (ndarray, optional) – масив, у який будуть записані результати. Якщо 

не вказано, створюється новий масив. Використовується для економії 

пам’яті. 

where (array_like of bool, optional) – булева маска, що визначає, де 

виконувати обчислення. У позиціях, де маска має значення False, 

результат залишатиметься без змін (або буде 0, якщо out не задано). 

 casting (str, optional) визначає правила приведення типів вхідних даних: 

- 'no' – без явного приведення; 

- 'equiv' – лише еквівалентні типи; 

- 'safe' – перетворення типів можливе тільки тоді, коли воно 

безпечне, тобто не відбувається втрата точності або інформації; 

- 'same_kind' (за замовчуванням) – дозволяє безпечне приведення 

між сумісними типами, наприклад від float64 до float32; 

- 'unsafe' – дозволяє будь-яке приведення типів. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D1%86%D0%B5%D0%BD%D0%B4%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%BD%D0%B0_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%8F
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 order ({'C', 'F', 'A', 'K'}, optional) визначає порядок пам’яті для вихідного 

масиву: 

- 'C' –  упорядковування у стилі мови C (по рядках); 

- 'F' – упорядковування у стилі мови FORTRAN (по стовпцях); 

- 'A' – визначається автоматично (буде вибрано або 'C', або 'F', 

залежно від вхідного масиву); 

- 'K' – зберігає порядок пам’яті вхідного масиву. 

dtype (data-type, optional) визначає тип даних для обчислень. Якщо не 

вказано, використовується тип вхідного масиву. 

subok (bool, optional) якщо True, то дочірні класи вхідного масиву 

зберігаються у вихідному. Якщо False, завжди повертається базовий 

масив NumPy. 

Оскільки описані тригонометричні функції вимагають, щоб аргумент x мав 

одиниці виміру радіани, то зручними для використання можуть стати такі 

функції, як np.radians(), np.deg2rad() для переведення кутів з градусної 

у радіанну міру, а також np.degrees(), np.rad2deg() для конвертації 

радіан у градуси. 

# кути в радіанах 

rad_ang = np.arange(0, 2 * np.pi + 0.1, np.pi / 2,) 

 

# кути у градусах 

deg_ang = np.rad2deg(rad_ang) 

print(deg_ang) # [  0.  90. 180. 270. 360.] 

 

# sin 

print(np.sin(rad_ang).round(2)) # [ 0.  1.  0. -1. -0.] 

 

# cos половинного кута 

print(np.cos(rad_ang / 2).round(2)) # [ 1. 0.71 0. -0.71 -1.] 

 

# atan кута 

print(np.arctan([-1, 0, 1]).round(2)) # [-0.79  0.    0.79] 

Як зазначалося вище, існує дві пари функцій для обчислення арктангенса: 

np.atan(x) і np.arctan(x) та np.atan2(x,y) і 

(np.arctan2(x,y)). У функцій np.atan2(x,y) і np.arctan2(x,y) є, 

крім усіх раніше розглянутих параметрів, притаманних тригонометричним 

функціям, ще один обов’язковий аргумент y – це або масив, який може бути 

трансляцією (broadcast) x, або число. Оскільки всередині пар немає різниці, яку 

з функцій використовувати, то спинимося на порівнянні функцій 

np.arctan(x) та np.arctan2(x,y), щоб забезпечити універсальність 

(адже функція np.atan(), наприклад, є доступною для використання 

бібліотекою NumPy лише починаючи з версії 2.0). 
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Хоча як np.arctan(x), так і np.arctan2(x,y) обчислюють 

значення арктангенса, проте відмінності є вже навіть починаючи із діапазону, в 

якому буде обчислено результат. Так, np.arctan() обчислює арктангенс 

одного числа або елемента масиву, результат – кут у радіанах, що лежить у межах 

(−
𝜋

2
,
𝜋

2
). У свою чергу, np.arctan2() обчислює арктангенс, беручи до уваги 

два аргументи, а точніше – відношення 
𝑥

𝑦
. У результаті визначає кут у межах 

(−𝜋, 𝜋) і дозволяє враховувати знак чисел для визначення квадранта. 

Використання функції np.arctan2() є зручним для обчислень у 

комплексному аналізі, наприклад для знаходження аргумента комплексного 

числа.  

Наступний приклад демонструє способи знаходження аргументів 

комплексних чисел у градусах та радіанах, а також обчислення їх норми за 

допомогою функції np.hypot(), яка за заданими катетами повертає довжину 

гіпотенузи. 

#масив комплексних чисел 

nums = np.array( [ (-1, 2), (-4,-3), (5,-2), (1,0) ] ) 

 

# розбиваємо на масив дійсних та уявних частин 

re, im = np.hsplit(nums, 2) 

 

# перетворюємо отримані масиви у одновимірні 

re = re.ravel()  # [-1 -4  5  1] 

im = im.ravel()  # [ 2 -3 -2  0] 

 

# аргументи комплексних чисел у радіанах 

arguments = np.arctan2(im, re) 

print(arguments.round(2))  # [ 2.03 -2.5  -0.38  0.  ] 

 

# аргументи комплексних чисел у градусах 

deg_args = np.rad2deg(arguments) 

print(deg_args.round(2))  # [ 116.57 -143.13  -21.8     0.  ] 

 

# arctan дає правильний результат  лише для кутів між(-90,90) 

print(np.arctan(im / re).round(2))  # [-1.11  0.64 -0.38  0. ] 

 

# норми комплексних чисел 

print(np.hypot(re, im).round(2))  #  [2.24 5.   5.39 1.  ] 

4.4.2 Гіперболічні функції 

Гіперболічні функції в NumPy дозволяють обчислювати гіперболічний 

синус, косинус, тангенс та їхні обернені функції. Вони мають широке 

застосування в задачах математичного моделювання, інженерії, фізиці, 

статистиці та інших галузях. 

- np.sinh() – гіперболічний синус; 

- np.cosh() – гіперболічний косинус; 

- np.tanh() – гіперболічний тангенс; 
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- np.asinh() (np.arcsinh()) – гіперболічний арксинус; 

- np.acosh() (np.arccosh()) – гіперболічний арккосинус; 

- np.atanh() (np.arctanh()) – гіперболічний тангенс. 

Синтаксис і параметри гіперболічних функцій є аналогічними до їхніх 

тригонометричних відповідників, що були описані вище. 

При використанні обернених гіперболічних функцій потрібно тримати на 

контролі область визначення аргумента x. Так, для арккосинуса гіперболічного 

область визначення аргумента [1, +∞) , а для гіперболічного арктангенса – 

[−1,1]. У тому випадку, коли x виходить за межі дозволеного проміжку, 

видається RuntimeWarning.  

x = np.array([0, 1, -1, 2]) 

# sinh(x) 

print(np.sinh(x).round(2))  # [ 0.    1.18 -1.18  3.63] 

 

# подвоєний cosh(x) 

print(2*np.cosh(x).round(2))  # [2.   3.08 3.08 7.52] 

 

# tanh(2 * x) 

print(np.tanh(2 * x).round(2))  # [ 0.    0.96 -0.96  1.  ] 

 

# arcsinh(x) 

print(np.arcsinh(x).round(2))  # [ 0.    0.88 -0.88  1.44] 

 

# подвоєний arccosh(x) з маскою 

# всі елементи, де маска False, сприймаються нулями 

print(2 * np.arccosh(x, where = (x >= 1)).round(2))  # [ 0.    

0.   -1.76  2.64] 

 

# подвоєний arccosh(x) без маски (видає RuntimeWarning) 

print(2 * np.arccosh(x).round(2))  # [ nan 0.    nan 2.64] 

 

# arctanh(x/2) + RuntimeWarning + inf 

print(np.arctanh(x / 2).round(2))  # [ 0.    0.55 -0.55   inf] 

Гіперболічні функції мають широкий спектр застосування. Розглянемо 

приклад моделювання гіперболічного руху. 

# гіперболічна траєкторія 

time = np.linspace(0, 4, 100) 

 

# позиція точки у заданий момент часу 

position = np.sinh(time) 

 

# швидкість руху точки у заданий момент часу 

velocity = np.cosh(time) 

4.4.3 Логарифмічні та показникові функції 

Показникові та логарифмічні операції є основою в багатьох наукових, 

статистичних та інженерних задачах, таких як експоненціальне зростання, 
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декомпозиція сигналів, аналіз великих даних і фінансові обчислення. Розглянемо 

можливості бібліотеки NumPy для роботи з цими функціями. 

Основні показникові функції: 

- np.exp() – піднесення np.e до степеня x поелементно (𝑒𝑥); 

- np.expm1() – обчислює 𝑒𝑥 − 1; 

- np.exp2() – обчислює 2𝑥. 

Основні логарифмічні функції: 

- np.log() – натуральний логарифм; 

- np.log10() – десятковий логарифм; 

- np.log2() – логарифм з основою два; 

- np.log1p() – натуральний логарифм від x+1. 

Параметри показникових і логарифмічних функцій є аналогічними до 

параметрів, що були описані для тригонометричних функцій. 

Для логарифмічних функцій значення x мають бути додатними. 

Використання нульових або від’ємних значень викликає RuntimeWarning  

і повертає nan або -inf.  

Обчислимо для прикладу 𝑁(𝑡) – швидкість зростання деякої популяції 

бактерій за відомими коефіцієнтами народжуваності (𝐵) та смертності (𝐷), 

використавши для цього закон Мальтуса (див. [2]): 

 𝑁(𝑡) = 𝑁(0) ∗ 𝑒𝜇𝑡 , (4.3) 

де 𝑡 – час, 𝑁(0) – початкова кількість бактерій у популяції, 𝜇 = 𝐵 − 𝐷. 

# зростання популяції: N = N0 * exp((b - d)*t) 

 

d = 1.6  # коефіцієнт смертності 

b = 2.11  # коефіцієнт народжуваності 

N0 = 105  # початкова популяція 

t = np.linspace(0, 10, 100)  # Час 

 

N = N0 * np.exp((b-d) * t).astype('int64') 

print(N[-5:])  # [13965 14700 15435 16275 17220] 

 Логарифмічні функції можуть стати у нагоді під час роботи з даними, що 

стрімко зростають, наприклад, при аналізі експоненційних трендів: 

data = np.array([23, 435, 7643, 421234, 324234156]) 

log_data = np.log10(data).round(2) 

 

print(log_data)  # [1.36 2.64 3.88 5.62 8.51] 

np.expm1() та np.log1p() забезпечують високу точність для малих 

значень x, де стандартні функції можуть втратити точність через обчислювальні 

похибки. 

 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%BA%D0%BE%D0%BD_%D0%9C%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D1%82%D1%83%D1%81%D0%B0
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4.5 Заокруглення 

NumPy містить широкий набір функцій для заокруглення та обробки чисел. 

Ці функції використовуються для управління точністю чисел, обробки 

фінансових даних, підготовки даних до відображення або аналізу. 

np.round() (np.around()) заокруглює до заданої кількості 

десяткових знаків. 

np.rint() заокруглює до найближчого цілого числа за правилами 

арифметичного заокруглення. 

np.fix() заокруглює до найближчого цілого числа, модуль якого не 

перевищує заданого (аналогічно до функції int()). 

np.floor() заокруглює до найбільшого цілого числа, що менше або 

дорівнює заданому числу. 

np.ceil() (np.trunc()) заокруглює до найменшого цілого числа, яке 

більше або дорівнює заданому числу. 

Функцію np.round() ми вже використовували декілька разів у 

попередніх прикладах задля забезпечення читабельного виведення у консоль. 

Тому зосередимо увагу на інших функціях заокруглення.   

 a = np.array([-3.8, -2.5, -1.2,  -0.5, 0.3, 4.5, 6.7]) 
 

# заокруглення до найближчого цілого 

print(np.rint(a))  # [-4. -2. -1. -0.  0.  4.  7.] 

 

# заокруглення до найближчого цілого числа, модуль якого не 

пепевищує заданого 

print(np.fix(a))  # [-3. -2. -1. -0.  0.  4.  6.] 

 

# заокруглення до найближчого меншого цілого 

print(np.floor(a))  # [-4. -3. -2. -1.  0.  4.  6.] 

 

# заокруглення до найближчого більшого цілого 

print(np.ceil(a))  # [-3. -2. -1. -0.  1.  5.  7.] 

Слід зауважити, що всі описані функції заокруглення, крім np.round() 

(np.around()), є строго функціями класу numpy.ndarray і не можуть 

використовуватись як методи екземплярів цього класу. 

4.6 Сортування 

Бібліотека NumPy містить декілька методів для сортування масивів. Вони 

дозволяють упорядковувати дані за зростанням, спаданням, працювати зі 

складними структурами даних (наприклад, сортування за кількома ключами)  

і забезпечують гнучке налаштування сортування. Розглянемо декілька 

найпоширеніших методів сортування масивів. 
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np.sort() 

Ця функція використовується для сортування масивів за зростанням.  

Її синтаксис такий: 

𝒏𝒑. 𝒔𝒐𝒓𝒕(𝑎, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = −1, 𝑘𝑖𝑛𝑑 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 

де 

a – масив, який потрібно відсортувати. 

axis – вісь для сортування (за замовчуванням −1, тобто остання вісь). 

Якщо None, масив “сплющується” (стає одновимірним) перед 

сортуванням. 

kind – тип алгоритму сортування: 

- 'quicksort' (за замовчуванням): швидкий, але не стабільний; 

- 'mergesort': стабільний, підходить для сортування записів; 

- 'heapsort': менш ефективний, але потребує мало пам’яті; 

- 'stable': новий стабільний алгоритм (починаючи з NumPy 1.15). 

order: підходить для структурованих масивів. Вказує імена полів для 

сортування. 

Зауважимо, що якщо використовувати метод sort() як функцію класу 

numpy.ndarray, то повертається відсортована копія масиву, а в разі застосування 

як атрибуту екземпляра класу, сортується власне сам екземпляр, тобто 

сортування відбувається “на місці” (in-place). 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

arr = rng.integers(1, 100, 10) 

print(arr) # [ 9 77 65 44 43 86  9 70 20 10] 

 

print(np.sort(arr)) # [ 9  9 10 20 43 44 65 70 77 86] 

# оригінальний масив не змінився після np.sort() 

print(arr)  # [ 9 77 65 44 43 86  9 70 20 10] 

 

print(arr.sort())  # [ 9 77 65 44 43 86  9 70 20 10] 

# оригінальний масив змінився після arr.sort() 

print(arr)  # [ 9 77 65 44 43 86  9 70 20 10] 

 Наступний приклад ([14]) демонструє можливості методу np.sort() для 

сортування таблиць. 

dtype = [('name', 'S10'), ('height', float), ('age', int)] 

values = [('Arthur', 1.8, 41), ('Lancelot', 1.9, 38), 

          ('Galahad', 1.7, 38)] 

# створення таблиці 

a = np.array(values, dtype=dtype) 

print(a)   

# [(b'Arthur', 1.8, 41) (b'Lancelot', 1.9, 38) (b'Galahad', 

1.7, 38)] 

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.sort.html#numpy.sort
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# сортування за зростом 

print(np.sort(a, order='height'))   

# [(b'Galahad', 1.7, 38) (b'Arthur', 1.8, 41) (b'Lancelot', 

1.9, 38)] 

 

# сортування за віком, а потім за зростом, якщо вік співпадає 

print(np.sort(a, order=['age', 'height'])) 

# [(b'Galahad', 1.7, 38) (b'Lancelot', 1.9, 38) (b'Arthur', 

1.8, 41)] 

 
np.argsort() 

Функція np.argsort() повертає індекси, на основі яких можна 

відсортувати масив. Синтаксис застосування функції: 

𝒏𝒑. 𝒂𝒓𝒈𝒔𝒐𝒓𝒕(𝑎, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = −1, 𝑘𝑖𝑛𝑑 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 = 𝑁𝑜𝑛𝑒). 

Параметри цієї функції повністю збігаються із параметрами, що були 

описані для функції np.sort().  

np.argsort()часто використовується для сортування іншого масиву на 

основі індексів: 

names = np.array(['Anna', 'Taras', 'Petro', 'Svitlana']) 

scores = np.array([95, 85, 90, 91]) 

sorted_indices = np.argsort(scores) 

sorted_names = names[sorted_indices] 

print(sorted_names)  # ['Taras' 'Petro' 'Svitlana' 'Anna'] 

 
np.lexsort() 

Ця функція призначена для сортування масивів за кількома ключами. 

Синтаксис цієї функції такий: 

𝒏𝒑. 𝒔𝒐𝒓𝒕(𝑘𝑒𝑦𝑠, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = −1), 
де 

keys – кортеж масивів, за якими виконується сортування. Останній масив 

у кортежі є першим ключем. 

axis – вісь для сортування (−1 за замовчуванням). 

names = np.array(['Anna', 'Taras', 'Petro', 'Svitlana']) 

scores = np.array([95, 85, 90, 91]) 

indices = np.lexsort((scores, names)) 

print(indices)  # [0 2 3 1] 

print(names[indices])  # ['Anna' 'Petro' 'Svitlana' 'Taras'] 

print(scores[indices])  # [95 90 91 85] 

4.7 Деякі додаткові корисні функції 

numpy.sqrt(), np.cbrt(), np.square(), np.abs() 

Ці функції призначені для обчислення квадратних і кубічних коренів,  

квадратів та модулів елементів масиву. Їхні синтаксис і параметри не 



РОЗДІЛ 4 МАТЕМАТИЧНІ ОПЕРАЦІЇ НАД МАСИВАМИ   ❖    77 

 

відрізняються від синтаксису та параметрів, наприклад, тригонометричних 

функцій, які були описані раніше. 

Розглянемо низку прикладів, де застосовуються функції numpy.sqrt(), 

np.cbrt(), np.square(), np.abs(). 

# обчислення кінетичної енергії 

mass = np.array([1.5, 2.0, 3.0]) 

velocity = np.array([10, 15, 20]) 

kinetic_energy = 0.5 * mass * np.square(velocity) 

print(kinetic_energy)  # [ 75. 225. 600.] 

 

# знаходження довжини вектора 

vector = np.array([3, 4]) 

length = np.sqrt(np.square(vector).sum()) 

print(length)  # 5.0 

 

# знаходження абсолютної похибки 

measured = np.array([3.1, 4.05, 5.9]) 

true = np.array([3, 4, 6]) 

error = np.abs(measured - true) 

print(error)  # [0.1 0.05 0.1] 

 

np.lcm() та np.gcd() 

np.lcm() обчислює найменше спільне кратне для кожної пари 

елементів, np.gcd() –  найбільший спільний дільник.  

Список їхніх аргументів є аналогічним до списку аргументів функції 

np.arctan2(). Проте є обмеження на структуру масивів, які задаються як 

перші два обов’язкові параметри – вони мають бути цілочисельними. Також, на 

відміну від np.arctan2(), порядок розміщення масивів серед аргументів  

не є суттєвим, адже операції знаходження найменшого спільного кратного  

і найбільшого спільного дільника є комутативними. 

Розглянемо принцип дії цих функцій на прикладі. 

a = np.array([12, 15]) 

b = np.array([18, 20]) 

print(np.gcd(a, b))  # [6 5] 

print((np.lcm(a, b))) # [36 60] 

Функцію знаходження найменшого спільного кратного часто 

використовують для знаходження найменшого спільного знаменника дробів. 

fractions = [(3, 4), (5, 6)] 

den1, den2 = np.array([f[1] for f in fractions]) 

lcm = np.lcm(den1, den2) 

print(lcm)  # 12 
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Контрольні запитання до розділу 

1. Чи всі базові арифметичні операції над масивами виконуються 

поелементно? 

2. Чи є відмінності між синтаксисом функції sum() у Python та у NumPy? 

3. У чому полягають правила транслювання (broadcasting)? 

4. Чим відрізняються агрегатні функції від кумулятивних агрегатів? 

5. Яка функція дозволяє знайти індекс мінімального елемента масиву? 

6. Які трансцендентні функції Ви знаєте? 

7. Яка принципова відмінність між функціями np.arctan() та 

np.arctan2()? 

8. Назвіть основні способи заокруглення, назвіть основні відмінності між 

ними. У чому полягає відмінність функції np.round() від інших функцій 

для заокруглення? 

9. Які Ви знаєте функції бібліотеки NumPy для сортування масиву? Чи можна 

змінити порядок сортування? 

Завдання для самостійного виконання 

1. Введіть числа 𝑛 i 𝑚. Створіть масив розмірів 𝑛 ×𝑚 із псевдовипадкових 

значень. Обчисліть мінімальне, максимальне значення, моду, медіану, 

середнє арифметичне, дисперсію, незміщену дисперсію та середнє 

квадратичне відхилення. 

2. Згенеруйте масив дійсних чисел довільної розмірності і розділіть усі його 

значення навпіл на місці (in-place), не створюючи при цьому жодних копій 

та присвоєнь. Виведіть у консоль, утворений масив у порядку спадання, 

заокругливши при цьому всі значення до цілих чисел. 

3. Згенеруйте масив, що складається із комплексних чисел. Обчисліть модуль 

та аргумент кожного з них. 

4.  Згенеруйте три масиви 𝑎, 𝑏 і 𝑐 цілих чисел. Обчисліть значення:  

a.  𝑡 = {

min(𝑏𝑖)

max(𝑎𝑖)
,                       якщоmin(𝑎𝑖) < max(𝑏𝑖) ,

max(𝑐𝑖) + min(𝑐𝑖) , інакше.                                  
 

b.  𝑥 = {
min(𝑎𝑖 − 𝑏𝑖) ,           якщоmin(𝑐𝑖) < max(𝑎𝑖) ,

max(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑖) , інакше.                                  
  

5. Введіть квадратну матрицю розмірності 𝑛. Обчисліть суму  
𝑥0𝑦0 + 𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛−1𝑦𝑛−1, де 𝑥𝑖 – максимальний елемент 𝑖-го рядка,  

а 𝑦𝑖  – мінімальний елемент 𝑗-го стовпця матриці.  
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6. Побудуйте квадратну матрицю порядку 2𝑛. Верхній правий блок розміру 

𝑛 × 𝑛 заповніть одиницями, верхній лівий – двійками, нижній лівий – 

трійками, нижній правий – четвірками. 

7. Згенеруйте масив, що складається із цілих невід’ємних чисел, довільної 

розмірності. Знайдіть корінь квадратний з кожного елемента цього масиву 

та виділіть поелементно цілу частину результату трьома різними 

способами. 

8. Згенеруйте цілочисельний масив довільної розмірності та знайдіть його  

𝑛 найбільших (найменших) значень, обчисліть їхню кумулятивну суму 

(кумулятивний добуток), а також виведіть у консоль медіану їхніх індексів. 

9. Яким буде результат виконання операції ([17]: 

a. print(np.array(0)/np.array(0)) 

b. print(np.array(0)//np.array(0)) 

10. Згенеруйте два одновимірні цілочисельні масиви з однаковою кількістю 

елементів. Знайдіть найменше спільне кратне і найбільший спільний 

дільник для кожної пари елементів, що розміщені під однаковими 

індексами. 

11. Згенеруйте двовимірний масив 𝑥, що складається з натуральних чисел,  

і на його основі побудуйте масив  𝑎 за правилом: 

a. 𝑎 = l𝑔(√𝑥 + 𝑥3 + 1
5

) ; 

b. 𝑎 = cos3
5𝑥2

√7𝑥
; 

c. 𝑎 = 𝑐𝑡𝑔(√𝑥) ⋅ 𝑒𝑥[−1] ⋅
max(𝑥)

2|sin(𝑥[0]2)|
. 

12. Тіло рухається вздовж лемніскати, що задається параметричним 

рівнянням: 

{
 

 𝑥 = 5√2
𝑡 + 𝑡3

1 + 𝑡4
;

𝑦 = 5 √2
𝑡 − 𝑡3

1 + 𝑡4
.

 

Знайдіть координати траєкторії руху тіла протягом перших 15 хвилин  

(𝑡 ∈ [0, 15]). 

13. Згенеруйте масив розміром 3 × 2, який вважатимемо масивом з трьох 

двовимірних точок. Перевірте, чи можна утворити із цих точок трикутник.  

a. Якщо так, то обчисліть його площу за формулою Герона, а також 

радіус кола, описаного навколо цього трикутника. Далі, 

користуючись теоремою синусів, знайдіть градусну міру всіх кутів 

трикутника. Перевірте, чи є цей трикутник прямокутним?  

b. Якщо ж з точок не можливо утворити трикутник, то знайдіть дві 

точки, відстань між якими є найбільшою. Обчисліть довжину 

https://github.com/rougier/numpy-100/blob/master/100_Numpy_exercises.ipynb
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відрізка, що опирається на ці точки, а також точку, що лежить на 

середині цього відрізка. 

14. Напишіть програму для обчислення визначеного інтеграла  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 за великими квадратурними формулами прямокутників: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≈ ℎ∑𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
)

𝑛

𝑖=0

 

і трапецій  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≈
ℎ

2
(𝑓(𝑎) + 2∑𝑓(𝑥𝑖

𝑛−1

𝑖=1

) + 𝑓(𝑏)), 

де ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
,  𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,1,… , 𝑛 для заданого 𝑛 ∈  ℕ. Порівняйте 

одержане значення з точним значенням інтеграла для заданої первісної 

функції 𝐹(𝑥), обчисленим за формулою ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎). 

a. ∫
𝑑𝑥

𝑥

2

1
, 𝐹(𝑥) = ln|𝑥|; 

b. ∫ ln 𝑥 𝑑𝑥
2

1
,  𝐹(𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥; 

c. ∫ 𝑥 sin 𝑥𝑑𝑥
3

2
,  𝐹(𝑥) = sin 𝑥 − 𝑥 cos 𝑥; 

d. ∫ (1 + 𝑥)𝑒𝑥𝑑𝑥
2

0
,  𝐹(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥. 

15. Тіло рухається вздовж евольвенти, що задається параметричним 

рівнянням: 

{
𝑥 = 7(cos 𝑡 + 𝑡 sin 𝑡);
𝑦 = 7(sin 𝑡 − 𝑡 cos 𝑡).

 

Знайдіть координати траєкторії руху тіла протягом перших 10 хвилин  

(𝑡 ∈ [0, 10]). 
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РОЗДІЛ 5 ЗАСОБИ NumPy ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  

ЗАДАЧ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 

Після вивчення матеріалів цього розділу читач повинен уміти: 

1. Виконувати матричні обчислення засобами NumPy та підмодуля 

numpy.linalg. 

2. Знаходити власні значення і власні вектори матриць. 

3. Обчислювати визначник, слід та ранг матриці. 

4. Знаходити норми векторів і матриць. 

5. Знаходити обернену та псевдообернену матрицю Мура – Пенроуза. 

6. Знаходити розв’язки системи лінійних неоднорідних рівнянь. 

7. Розв’язувати деякі основні типи задач аналітичної геометрії, лінійної 

алгебри та їх застосувань. 

Ключові слова розділу: numpy.linalg, матриця, вектор, стек матриць, 

система лінійних неоднорідних рівнянь, визначник, слід матриці, норма, 

обернена матриця, ранг матриці, псевдообернена матриця Мура – Пенроуза. 

 

Операції з матрицями, розв’язування систем рівнянь, обчислення 

визначників, обернених матриць, власних значень – усі ці та ще багато інших 

задач лінійної алгебри з легкістю можна ефективно розв’язувати за допомогою 

засобів NumPy. Більшість функцій, що дозволяють це реалізувати, доступні 

через модуль numpy.linalg, хоча є частина функцій, що надається безпосередньо 

бібліотекою NumPy. 

5.1 Векторні та матричні обчислення 

У цьому розділі під вектором будемо розуміти одновимірний 

цілочисельний, або масив дійсних чисел, а під матрицею – двовимірний. Усі 

правила на кшталт транслювання (broadcasting), зрізів (slices), індексації 

(indexing), які були описані в попередніх розділах, природно є справедливими 

для векторів і матриць. Проте ми дотримуватимемося всіх обмежень на 

розмірність масивів, які застосовуються для векторних та матричних обчислень 

лінійної алгебри. Так, наприклад, скалярно будемо множити лише вектори 

однакових розмірностей, додаванню (відніманню) підлягатимуть лише ті 

матриці, розмірності яких збігаються по кожній з осей, а множенню – ті, для яких 

заключна розмірність матриці, що є першим множником, дорівнює розмірності 

першої осі матриці, що є другим множником. 

Оскільки під матрицею (вектором) ми розуміємо двовимірний 

(одновимірний) числовий масив,  то всі правила на кшталт додавання, віднімання 

та множення матриці (вектора) на число є аналогічними, як і для будь-яких інших 

об’єктів класу numpy.ndarray.  
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5.1.1 Скалярний добуток векторів 

Означення 5.1 ([4]). Скалярним добутком (𝒂⃗⃗ , 𝒃⃗⃗ ) двох векторів 𝑎  і 𝑏⃗  
називається дійсне число, що дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус 

кута між ними: 

 (𝑎 , 𝑏⃗ ) = |𝑎 | ⋅ |𝑏⃗ | ⋅ cos(𝑎 , 𝑏⃗ ̂). (5.1) 

Для векторів 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) та 𝑏⃗ = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛), що задані своїми 

координатами у деякому ортонормованому базисі 𝑛-вимірного евклідового 

простору, скалярний добуток дорівнює сумі добутку їхніх відповідних 

координат: 

 (𝑎 , 𝑏⃗ ) = ∑ 𝑎𝑖 ⋅ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 . (5.2) 

Якщо ж координати векторів задані в деякому ортонормованому базисі  
𝑛-вимірного унітарного простору, тоді скалярний добуток обчислюють за 

формулою: 

 (𝑎 , 𝑏⃗ ) = ∑ 𝑎̅𝑖 ⋅ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 . (5.3) 

np.dot() 

Для обчислення скалярного добутку двох векторів, або добутку матриць, 

найчастіше використовують функцію np.dot(). Її обов’язковими аргументами 

є масиви a, b. Прийнято a і b вибирати як одновимірні масиви (вектори), або 

двовимірні масиви (матриці), хоча аргументами можуть виступати також  

і масиви більших розмірностей (у такому разі функція повертає суму добутків 

елементів останньої осі масиву a та передостанньої осі b).  

Потрібно мати на увазі, що використання функції np.dot() для 

знаходження скалярного добутку двох комплекснозначних векторів не є 

найкращим вибором, адже в алгоритмі не враховане комплексне спряження 

першого множника. 

 Далі розглянемо приклади застосування функції np.dot(). 

vec1 = np.array([7, 2, 13]) 

vec2 = np.array([-1, 3, 0]) 

 

matrix1 = np.array( [[1, 2], [3, 4]] ) 

matrix2 = np.array( [[6, 9, 0], [0, -3, 7]] ) 

 

complex_vector1 = np.array([1 + 2j, 3 + 4j]) 

complex_vector2 =np.array([5 + 6j, 7 + 8j]) 

 

# скалярний добуток двох векторів 

print(np.dot(vec1, vec2))  # -1 

 

# алгебричне множення матриць 

print(matrix1.dot(matrix2))  # [[ 6  3 14] 

                             #  [18 15 28]] 
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# множення комплексних векторів (не скалярний добуток) 

print(np.dot(complex_vector1, complex_vector2))  # (-18 + 68j) 

print(np.dot(complex_vector2, complex_vector1))  # (-18 + 68j) 

 

# алгебричне множення матриць, у яких розмірності не 

співпадають 

print(np.dot(matrix2, matrix1))  # ValueError 

Зауважимо, що в модулі numpy.linalg існує функція la.multi_dot() 

для множення двох чи більше матриць, або векторів відповідних розмірностей. 

Ця функція еквівалентна  багатократному застосуванню np.dot(). 

np.vdot() 

 Як уже було вказано, np.dot() дозволяє обчислити скалярний добуток 

векторів, але можливості бібліотеки NumPy не обмежуються тільки цією 

функцією, а пропонують широкий вибір різноманітних засобів для обчислень 

скалярних добутків. Так, np.vdot(a,b) обчислює скалярний добуток двох 

векторів a та b. Якщо вектори є багатовимірними, вони автоматично 

перетворюються у плоскі (одновимірні) масиви. Цей метод надає також 

можливості для обчислення скалярних добутків в унітарних просторах. Так, щоб 

помножити два комплекснозначні вектори, np.vdot() використовує 

комплексно-спряжене значення першого аргументу, таким чином забезпечуючи 

коректність операції.  

 Розглянемо на прикладі знаходження скалярних добутків масивів різної 

природи, зокрема комплекснозначних ([14]), з використанням np.vdot(). 

vec1 = np.array([1, -12, 1]) 

vec2 = np.array([-1, 0, 10]) 

 

matrix1 = np.array([[-4, 1, 2], [5, 3, 0]]) 

matrix2 = np.array([[6, 9, 0], [0, -3, 7]]) 

 

complex_vector1 = np.array([1 + 2j, 3 + 4j]) 

complex_vector2 = np.array([5 + 6j, 7 + 8j]) 

 

# скалярний добуток двох векторів 

print(np.vdot(vec1, vec2))  # 9 

 

# скалярний добуток обчислений шляхом згладжування матриць до 

#одновимірного масиву 

print(np.vdot(matrix1, matrix2)) # -24 

 

# скалярний добуток комплексних векторів 

print(np.vdot(complex_vector1, complex_vector2))  # (70-8j) 

print(np.vdot(complex_vector2, complex_vector1))  # (70+8j) 

 

 

 

 

 

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.vdot.html#numpy.vdot


84    ❖    5.1 Векторні та матричні обчислення 

 

np.vecdot() 

Функція np.vecdot(a,b) обчислює скалярний добуток двох векторів a 

та b. Основною відмінністю цього методу від np.vdot() є те, що 

np.vecdot() не перетворює багатовимірні масиви у плоскі, а видає 

ValueError. Цей метод надає можливості для обчислення скалярних добутків 

в унітарних просторах шляхом комплексного спряження першого аргументу.  

 Розглянемо приклад застосування цієї функції. 

vec1 = np.array([1, -12, 1]) 

vec2 = np.array([-1, 0, 10]) 

 

matrix1 = np.array([[-4, 1, 2], [5, 3, 0]]) 

matrix2 = np.array([[6, 9, 0], [0, -3, 7]]) 

 

complex_vector1 = np.array([1 + 2j, 3 + 4j]) 

complex_vector2 =np.array([5 + 6j, 7 + 8j]) 

 

# скалярний добуток двох векторів 

print(np.vecdot(vec1, vec2))  # 9 

 

# скалярний добуток комплексних векторів 

print(np.vecdot(complex_vector1, complex_vector2))  # (70-8j) 

print(np.vecdot(complex_vector2, complex_vector1))  # (70+8j) 

 

# скалярні добутки рядків матриць (добуток вздовж заключної 

осі) 

print(np.vecdot(matrix1, matrix2)) # [-15 -9] 

la.vecdot() 

Цей метод обчислює скалярний добуток уздовж заключної осі обох 

масивів. На відміну від np.vdot(), функція la.vecdot() не виконує 

автоматичного згладжування багатовимірних масивів. Часто la.vecdot() 

використовується для контрольованого обчислення у багатовимірних масивах. 

Особливістю цього методу є те, що він не змінює структуру масивів, якщо це не 

потрібно, тому підходить для обчислень у більш складних тензорних структурах. 

vec1 = np.array([1, -12, 1]) 

vec2 = np.array([-1, 0, 10]) 

 

matrix1 = np.array([[-4, 1, 2], [5, 3, 0]]) 

matrix2 = np.array([[6, 9, 0], [0, -3, 7]]) 

 

complex_vector1 = np.array([1 + 2j, 3 + 4j]) 

complex_vector2 = np.array([5 + 6j, 7 + 8j]) 

 

# скалярний добуток двох векторів 

print(la.vecdot(vec1, vec2))  # 9 
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# скалярний добуток комплексних векторів 

print(la.vecdot(complex_vector1, complex_vector2))  # (70-8j) 

print(la.vecdot(complex_vector2, complex_vector1))  # (70+8j) 

 

# скалярні добутки рядків матриць (добуток вздовж заключної 

осі) 

print(la.vecdot(matrix1, matrix2)) # [-15 -9] 

5.1.2 Векторний добуток векторів 

Означення 5.2 ([4]). Векторним добутком 𝑎 × 𝑏⃗  двох векторів 𝑎  і 𝑏⃗  
називається такий третій вектор 𝑐 , який задовольняє такі умови: 

1) довжина вектора дорівнює площі паралелограма, побудованого на 

векторах, тобто 

 |𝑐 | = |𝑎 | ⋅ |𝑏⃗ | ⋅ sin (𝑎 , 𝑏⃗ ̂) ; (5.4) 

2) вектор 𝑐  перпендикулярний до площини, що проходить через 𝑎  і 𝑏⃗ ; 

3) напрямок вектора 𝑐  визначається так, щоб трійка векторів (𝑎 , 𝑏⃗ , 𝑐 ) була 

правою. 

Для знаходження векторного добутку NumPy пропонує функції 

np.cross() та la.cross(). Слід зазначити, що для векторів з простору ℝ2 

ці функції видаватимуть DeprecationWarning, починаючи із версії NumPy 2.0.0. 

Синтаксис функції np.cross():  

𝒏𝒑. 𝒄𝒓𝒐𝒔𝒔(𝑎, 𝑏, 𝑎𝑥𝑖𝑠𝑎 = −1, 𝑎𝑥𝑖𝑠𝑏 = −1, 𝑎𝑥𝑖𝑠𝑐 = −1, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 

де 

a, b – вхідні вектори або масиви векторів. 

axisa – вісь масиву a, яка визначає вектори (за замовчуванням −1, 

заключна вісь). 

axisb – вісь масиву b, яка визначає вектори (за замовчуванням −1, 

заключна вісь). 

axisc – вісь для результату (за замовчуванням −1, заключна вісь). 

axis: для багатовимірних масивів указує, яка вісь буде використовуватися 

як вектор. Якщо цей параметр не вказано, то функція вважає, що остання 

вісь кожного з масивів є вектором 

Функція la.cross() має схожий синтаксис: 

𝒍𝒂. 𝒄𝒓𝒐𝒔𝒔(𝑎, 𝑏, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = −1), 

де 

a, b – вхідні вектори або масиви векторів. 
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axis – вісь, за якою обчислюватиметься векторний добуток (за 

замовчуванням −1, заключна вісь). 

np.cross() підтримує роботу з багатовимірними масивами і дозволяє 

змінювати осі для векторів, водночас la.cross() підходить для 

стандартних тривимірних масивів і працює швидше, але менш гнучкий, 

проте краще оптимізований для великих даних завдяки вирівнюванню 

пам’яті. 

Наступний приклад демонструє різні способи застосування np.cross(). 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

vec1 = rng.integers(-5, 5, 3)  # [-5  2  1] 

vec2 = rng.integers(11, 50, 3)  # [28 27 44] 

 

matrix1 = rng.integers(-3, 11,(4, 3))  # [[-2  6 -1] 

                                     #  [-2  4 10] 

                                     #  [ 7  7  7] 

                                     #  [ 8  4 -2] 

 

matrix2 = rng.integers(-1, 1,(4, 2)) # [[ 0 -1] 

                                   #  [ 0 -1] 

                                   #  [-1  0] 

                                   #  [ 0  0]] 

# векторний добуток  

print(np.cross(vec1, vec2))  # [  61  248 -191] 

print(np.cross(vec2, vec1))  # [ -61 -248  191] 

 

# векторний добуток рядків матриці на vec1 

print(np.cross(matrix1,vec1))  # [[  8   7  26] 

                               #  [-16 -48  16] 

                               #  [ -7 -42  49] 

                               #  [  8   2  36]] 

 

# векторний добуток matrix2 на marix1 з DeprecationWarning 

# (matrix2 була "штучно" розширена до розмірності 4х3) 

print(np.cross(matrix2, matrix1)) # [[  1   0  -2] 

                                  #  [-10   0  -2] 

                                  #  [  0   7  -7] 

                                  #  [  0   0   0]] 

Функція la.cross()на тих самих даних видасть аналогічний результат, 

за винятком лише множення матриць matrix2, matrix1. Оскільки одна з 

матриць має розмірність 4 × 2, що сприймається як масив із чотирьох 

двовимірних векторів, то  результатом роботи програми буде ValueError (див. 

рис. 5.1). 
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Рисунок 5.1 – ValueError при спробі застосування la.cross()  

до двовимірних векторів 

5.1.3 Способи множення матриць 

Одним із поширених способів множення матриць вважається 

використання оператора @, який уперше був введений у використання у версії 

NumPy 1.10.0 і рекомендований розробниками для множення двох двовимірних 

числових масивів ([14]). 

a = np.array([[1, 2], [3, 4]]) 

b = np.ones((2, 5), dtype='int') 

 

print(a @ b)  # [[3 3 3 3 3] 

            #  [7 7 7 7 7]] 

             

print(b @ a)  # ValueError 

На основі оператора @ було створено функцію np.matmul(), що виконує 

матричне множення (за правилами лінійної алгебри). На відміну від 

покомпонентного множення (*, np.multiply()), тут ураховується правило 

сумування добутків елементів рядків і стовпців. 

Синтаксис цієї функції такий: 

𝒏𝒑.𝒎𝒂𝒕𝒎𝒖𝒍(𝑎, 𝑏, 𝑜𝑢𝑡 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 

де 

a – перша матриця (або багатовимірний масив); 

b – друга матриця (або багатовимірний масив); 

out (необов’язково) – масив для збереження результату. 

https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.linalg.html#the-operator
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Особливостями np.matmul() є те, що ця функція підтримує множення 

двовимірних матриць, векторів і багатовимірних масивів. Для векторів 

(одновимірних масивів) ураховується форма: 

- якщо обидва вектори (a і b) одновимірні, то обчислюється скалярний 

добуток; 

- якщо одна з матриць має вимірність більше ніж 1, результат буде матрицею 

(як алгебричне множення матриці на вектор). 

Якщо якийсь із аргументів має розмірність більшу за 2, то він 

сприймається як стек матриць, розмірність яких збігається з розмірністю, що 

визначається останніми двома індексами. У такому разі до масивів буде 

застосоване транслювання (broadcasting). 

Згідно з [14] функція np.matmul() відрізняється від np.dot() двома 

принциповими моментами: 

1) основним аргументом не може бути скаляр, натомість потрібно 

використовувати оператор *; 

2) стеки матриць транслюються разом так, ніби самі матриці є елементами 

масиву і для них виконується “вирівнювання” розмірностей 

(𝑛, 𝑘), (𝑘,𝑚)−> (𝑛,𝑚): 

a = np.ones([9, 5, 7, 4]) 

c = np.ones([9, 5, 4, 3]) 

np.dot(a, c).shape  # (9, 5, 7, 9, 5, 3) 

np.matmul(a, c).shape  # (9, 5, 7, 3) 

# n = 7, k = 4, m = 3 

Ще одним методом для матричного множення є la.matmul(), який є 

тотожним до np.matmul(), оскільки він виконує ті самі операції в рамках 

підмодуля лінійної алгебри. Його використання є менш поширеним. 

До методів множення матриць також можна зарахувати і метод 

la.matrix_power(), що використовується для знаходження цілого 

невід’ємного степеня матриці. Синтаксис цієї функції такий: 

𝒍𝒂.𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒙_𝒑𝒐𝒘𝒆𝒓(𝑎, 𝑛), 

де 

a – квадратна матриця (двовимірний масив). 

n – степінь (ціле число): 

- якщо n = 0, то результатом є одинична матриця того самого 

розміру, що й a. 

- якщо n > 0, матриця перемножується на себе n разів. 

- якщо n < 0, обчислюється степінь від оберненої матриці  

[матриця a повинна бути невиродженою (det 𝑎 ≠ 0)]. 

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.matmul.html#numpy.matmul
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Приклад використання функції la.matrix_power() наведено далі. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

a = rng.integers(-4, 4, (3, 3)) 

 

print(la.matrix_power(a, 0))  # [[1 0 0] 

                              #  [0 1 0] 

                              #  [0 0 1]] 

 

print(la.matrix_power(a, 3))  # [[ -19   26    1] 

                             #  [  47  -16   26] 

                             #  [-124   73  -18]] 

 

print(la.matrix_power(a, -1).round(1))  # [[-0.  -0.2 -0.2] 

                                        #  [ 0.4 -0.5 -0.2] 

                                        #  [ 0.2  0.1 -0.2]] 

5.2 Власні вектори і власні значення матриць 

Означення 5.3 ([1]). Власний вектор (eigenvector) квадратної матриці 𝐴  

[з власним значенням (eigenvalue) 𝜆] – це ненульовий вектор 𝑣, для якого 

виконується співвідношення 

 𝐴 ⋅ 𝑣 = 𝜆 ⋅ 𝑣, (5.5) 

де 𝜆 – це певний скаляр, тобто дійсне або комплексне число. 

Таким чином, власні вектори матриці 𝐴 – це ненульові вектори, які під дією 

лінійного перетворення, що задається матрицею 𝐴, не змінюють напрямку, але 

можуть змінювати довжину на коефіцієнт 𝜆. Зауважимо, що матриця розмірами 

𝑛 × 𝑛 має не більше 𝑛 власних значень та відповідних їм власних векторів. 

NumPy надає функцію la.eig() для знаходження власних значень 

(eigenvalues) та власних векторів (eigenvectors) квадратної матриці. Крім того, є 

функція la.eigvals() для знаходження тільки власних значень. Розглянемо 

ці функції більш детально. 

Як la.eig(), так і la.eigvals() мають однаковий обов’язковий 

параметр a – матрицю, для якої потрібно шукати власні вектори чи власні 

значення.  

Як результат своєї роботи, функція la.eig() повертає масив власних 

значень та двовимірний масив власних векторів, де кожен стовпець відповідає 

власному значенню. Власні значення можуть бути комплексними навіть для 

дійсних матриць. Обов’язковою умовою є те, що матриця має бути квадратною, 

інакше виникне помилка LinAlgError. 

Функція la.eigvals() повертає тільки масив власних значень, тому для 

виконання деяких задач вона є в певному сенсі більш ефективною, ніж 

la.eig(), оскільки не обчислює власних векторів. 
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Розглянемо деякі приклади застосування цих функцій. 

# квадратна матриця 

A = np.array([[4, -2], [1, 1]]) 

 

# обчислення тільки власних значень 

eigenvalues_only = np.linalg.eigvals(A) 

 

# власні значення (без векторів)  

print(eigenvalues_only)  # [3. 2.] 

 

# обчислення власних значень і векторів 

eigenvalues, eigenvectors = la.eig(A) 

 

# власні значення 

print(eigenvalues)  # [3. 2.] 

 

# власні вектори 

print(eigenvectors.round(2))  # [[ 0.89  0.71] 

                              #  [ 0.45  0.71]] 

 

# перевіримо, що A*v=lambda*v для кожного власного вектора 

for i in range(len(eigenvalues)): 

    left = A @ eigenvectors[:, i] 

    right = eigenvalues[i] * eigenvectors[:, i] 

    print(f"Власний вектор {i + 1}:") 

    print("A @ v:", left.round(2)) 

    print("λ * v:", right.round(2)) 

 

# Результат: 

# Власний вектор 1: 

# A @ v: [2.68 1.34] 

# λ * v: [2.68 1.34] 

 

# Власний вектор 2: 

# A @ v: [1.41 1.41] 

# λ * v: [1.41 1.41] 

5.3 Визначник, слід, ранг і норми 

5.3.1 Обчислення визначника матриці  

Для обчислення визначника матриці використовується метод la.det(). 

Єдиним його аргументом є квадратна матриця x. До масивів більших 

розмірностей ніж 2 застосовуються правила транслювання (broadcasting), інакше 

кажучи, такі масиви сприймаються як стек матриць. 

a = np.array([[1, 3], [4, 8]], dtype='int') 

b = np.array([[5, 6], [2, 1]], dtype='int') 

c = np.array([a, b, a]) 

print(la.det(a))  # -4.0 

print(np.rint(la.det(b)))  # -7.0 

print(la.det(c))  # [-4. -7. -4.] 
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Інколи бувають матриці, у яких визначник є дуже великим за модулем 

числом і обчислюється не зовсім точно за допомогою функції la.det(). У 

таких випадках зручно використовувати метод la.slogdet(), який обчислює 

знак і логарифм абсолютного значення визначника матриці. Він повертає кортеж 

(sign, logdet), де sign – знак визначника, а logdet – натуральний логарифм 

абсолютного значення. 

a = np.array([[134762, 3802352], [42384698263, 8234235425]], 

dtype='int') 

 

# звичайний визначник 

print(la.det(a))  # -1.6005188017537085e+17 

 

# прологарифмований визначник з урахуванням знаку 

sign, logabsdet = la.slogdet(a) 

print(sign * logabsdet)  # -39.614274408682554 

5.3.2 Обчислення сліду матриці 

Для знаходження сліду (суми діагональних елементів) матриці можна 

скористатись однією із двох функцій: np.trace() або la.trace(). 

Розглянемо спочатку функцію np.trace(), яка обчислює слід уздовж 

певних осей. Вона є більш універсальною, оскільки дозволяє проводити 

розрахунки також і для багатовимірних масивів. Синтаксис цієї функції такий: 

𝒏𝒑. 𝒕𝒓𝒂𝒄𝒆(𝑎, 𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡 = 0, 𝑎𝑥𝑖𝑠1 = 0, 𝑎𝑥𝑖𝑠2 = 1, 𝑑𝑡𝑦𝑝𝑒 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑜𝑢𝑡 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 

де  

 a – масив, для якого обчислюється слід. 

offset – зміщення від головної діагоналі: 

- 0 (за замовчуванням): головна діагональ; 

- додатні значення: діагональ вище від головної; 

- від’ємні значення: діагональ нижче від головної. 

axis1 – перша вісь для обчислення (за замовчуванням 0). 

axis2 – друга вісь для обчислення (за замовчуванням 1). 

dtype – тип даних для обчислення. 

out – вихідний масив для результату. 

Функція повертає скаляр для двовимірних масивів (матриць) або масив для 

багатовимірних масивів, які сприймаються як стек матриць. 

Розглянемо функцію la.trace(), яка міститься у модулі лінійної 

алгебри numpy.linalg. Синтаксис цієї функції є дуже простим: 

𝒍𝒂. 𝒕𝒓𝒂𝒄𝒆(𝑎), 
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де a – квадратна матриця. У результаті вона повертає скаляр, що дорівнює сумі 

елементів головної діагоналі. 

 Наведемо приклад можливого застосування цих функцій для обчислення 

сліду матриці. 

A = np.array([[1, 2, 3], 

              [4, 5, 6], 

              [7, 8, 9]]) 

 

# слід головної діагоналі la.trace 

print(la.trace(A))  # 15 (1 + 5 + 9) 

 

# слід головної діагоналі np.trace 

print(np.trace(A))  # 15 (1 + 5 + 9) 

 

# слід діагоналі зі зміщенням +1 

print(np.trace(A, offset=1))  # 2 + 6 = 8 

 

# слід діагоналі зі зміщенням -1 

print(np.trace(A, offset=-1))  # 4 + 8 = 12 

5.3.3 Обчислення рангу матриці 

Для обчислення рангу матриці (максимальної кількості лінійно 

незалежних рядків чи стовпців) можна скористатися функцією 

la.matrix_rank(). Синтаксис цієї функції є доволі простим: 

𝒍𝒂.𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒙_𝒓𝒂𝒏𝒌(𝑥, 𝑡𝑜𝑙 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, ℎ𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑖𝑎𝑛 = 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒), 

де 

x – матриця; 

tol – поріг відсікання (малі значення вважаються нулями); 

hermitian – якщо True, то x розглядається як ермітова (Hermitian) 

матриця. 

A = np.array([[1, 2], [2, 4], [-6,-1]]) 

print(np.linalg.matrix_rank(A))  # 2 (другий рядок 

пропорційний першому) 

5.3.4 Способи знаходження норм матриць і визначників 

Розглянемо способи знаходження норм векторів і матриць за допомогою 

функцій: la.norm(), la.vector_norm(), la.matrix_norm().  

Функція numpy.linalg.norm() – це універсальна функція для обчислення 

норм векторів або матриць за заданим порядком. Синтаксис: 

𝒍𝒂. 𝒏𝒐𝒓𝒎(𝑥, 𝑜𝑟𝑑 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑘𝑒𝑒𝑝𝑑𝑖𝑚𝑠 = 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒), 

де 
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x – масив (вектор або матриця); 

ord – порядок норми: 

- для векторів: None (евклідова норма); 

- для матриць: 1 (максимум суми стовпців), 2 (спектральна норма), 

inf (максимум суми рядків); 

- існують ще й інші значення цього параметра, які детально описані у 

документації [14]; 

axis – вісь або осі, для яких обчислюється норма; 

keepdims – якщо True, результат зберігає розміри. 

 la.vector_norm() – спеціалізована функція для обчислення норм 

лише векторів (не матриць). Її синтаксис та параметри такі самі, що й у 

la.norm(), але функція застосовується лише до векторів. 

la.vector_norm() більш оптимізована, якщо потрібно обчислити норми 

векторів. 

 la.matrix_norm() – спеціалізована функція для обчислення норм 

матриць (не векторів), оптимізована для роботи з матрицями, особливо для 

багатовимірних масивів, які містять матриці. Параметри ті самі, що й у 

la.norm(), але функція застосовується лише до матриць, проте аргумент axis 

відсутній. 

 Розглянемо способи знаходження норм векторів і матриць на прикладі. 

# вектор 

vec = np.array([3, 4]) 

print(np.linalg.norm(vec))  # 5.0 (евклідова норма) 

 

# матриця 

Mat = np.array([[1, 2], [3, 4]]) 

print(np.linalg.norm(Mat, ord=2).round(2))  # 5.46 Спектральна 

норма 

 

# вектор 

v = np.array([3, 4]) 

print(np.linalg.vector_norm(v, ord=2))  # 5.0 

 

# вектор у багатовимірному масиві 

V = np.array([[1, 2], [3, 4]]) 

print(np.linalg.vector_norm(V, ord=1, axis=1))  # [3, 7] 

(сумарна норма для кожного рядка) 

 

 

# матриця 

A = np.array([[1, 2], [3, 4]]) 

print(np.linalg.matrix_norm(A, ord=1))  # 6 (максимальна сума 

стовпців) 

 

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.norm.html#numpy.linalg.norm


94    ❖    5.4 Обернені матриці та системи лінійних рівнянь 

 
# багатовимірний масив із матрицями 

M = np.array([[[1, 2], [3, 4]], [[5, 6], [7, 8]]]) 

print(np.linalg.matrix_norm(M, ord=2))  # [5.4649857, 

13.19090596] 

 Розглянемо задачу з аналітичної геометрії.  

 Вершини піраміди лежать у точках 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 та 𝐴4. Знайти площу гранi 

𝐴1𝐴2𝐴3, висоту пiрамiди, опущеної з точки 𝐴4, а також об’єм пiрамiди 

𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4, якщо 𝐴1(0;  1;  1), 𝐴2(1;  0;  1), 𝐴3(3;  2;  0), 𝐴4(2;  1;  1). 

A1 = np.array([0, 1, 1]) 

A2 = np.array([1, 0, 1]) 

A3 = np.array([3, 2, 0]) 

A4 = np.array([2, 1, 1]) 

 

A1A2 = A2 - A1  # сторона А1А2 

A1A3 = A3 - A1  # сторона А1А3 

A1A4 = A4 - A1  # сторона А1А4 

 

# площа грані A1-A2-A3 

S = la.vector_norm(np.cross(A1A3, A1A2)) 

print(S.round(2))  # 4.24 площа грані А1-А2-А3 

 

# об'єм піраміди - модуль мішаного добутку 

# мішаний добуток 3 векторів - це визначник побудований на них 

V =  np.abs(la.det(np.array((A1A2, A1A3, A1A4)))) 

print(V) # 2.0  об'єм піраміди 

 

# V = S * h / 3 => h = 3 * V / S 

h = 3*V/S 

print(h.round(2))  # 1.41 висота піраміди опущена з А4 

5.4 Обернені матриці та системи лінійних рівнянь 

5.4.1 Знаходження оберненої матриці 

Означення 5.4 ([1]). Оберненою до квадратної невиродженої матриці 𝐴 

називається така матриця 𝐴−1, для якої виконується умова: 

 𝐴 ⋅ 𝐴−1 = 𝐴−1 ⋅ 𝐴 = 𝐸, (5.6)  

де 𝐸 – одинична матриця того самого розміру, що й 𝐴.  

Означення 5.5 ([5]). 𝐴+ називається псевдооберненою матрицею Мура –

Пенроуза до матриці 𝐴, якщо вона задовольняє такі умови: 

1. 𝐴 ⋅ 𝐴+ ⋅ 𝐴 = 𝐴 (𝐴+ ⋅ 𝐴 чи 𝐴 ⋅ 𝐴+ не обов’язково дорівнюють одиничній 

матриці); 

2. 𝐴+ ⋅ 𝐴 ⋅ 𝐴+ = 𝐴+; 

3. (𝐴 ⋅ 𝐴+)∗ = 𝐴 ⋅ 𝐴+ (це означає, що 𝐴 ⋅ 𝐴+ – ермітова матриця); 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%81%D0%B5%D0%B2%D0%B4%D0%BE%D0%BE%D0%B1%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D0%B0_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%86%D1%8F
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4. (𝐴+ ⋅ 𝐴)∗ = 𝐴+ ⋅ 𝐴 (це означає, що 𝐴+ ⋅ 𝐴 – ермітова матриця), 

де 𝐴∗ – ермітово-спряжена матриця до матриці 𝐴.  

Для зручності під назвою псевдообернена матриця розумітимемо 

псевдообернену матрицю Мура – Пенроуза. 

Для обчислення оберненої матриці 𝐴−1 для квадратної матриці 𝐴 модуль 

лінійної алгебри бібліотеки NumPy надає функцію la.inv(). Єдиним 

аргументом цієї функції є сама матриця 𝐴.  

A = np.array([[1, 2], 

              [3, 4]]) 

 

A_inv = la.inv(A) 

print(A_inv)  # [[-2.   1. ] 

              #  [ 1.5 -0.5]] 

Проте для роботи з прямокутними або виродженими матрицями доцільно 

скористатися методом la.pinv(), що обчислює псевдообернену матрицю 

(Moore – Penrose inverse) для довільної матриці 𝐴. Особливістю цієї функції є те, 

що вона може використовуватися для розв’язування систем лінійних рівнянь, 

якщо матриця системи вироджена або не квадратна. Синтаксис la.pinv(): 

𝒍𝒂. 𝒑𝒊𝒏𝒗(𝑎,  𝑟𝑐𝑜𝑛𝑑 = 𝑁𝑜𝑛𝑒,  ℎ𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑖𝑎𝑛 = 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑒,  ∗,  𝑟𝑡𝑜𝑙 =< 𝑛𝑜 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 >), 

де 

a (array_like, обов’язковий) – матриця (стек матриць), для якої потрібно 

обчислити псевдообернену матрицю. 

rcond (array_like of float, опліональний) – параметр для відсікання 

сингулярних значень. Сингулярні значення, які дорівнюють або менші 

за rcond * largest_singular_value, будуть вважатись нулями. 

hermitian (bool, опціональний): за замовчуванням False, якщо True, 

то a вважатиметься ермітовою матрицею (симетричною у дійснозначному 

випадку), що забезпечує ефективніший метод пошуку сингулярних 

значень. 

rtol (array_like of float, опціональний) – те ж саме, що і rcond, але 

ваажається Array API сумісним параметром. Одночасно можна задавати 

тільки однин із параметрів rcond чи rtol. Якщо жодного з них не задано, 

то буде використане значення за замовчуванням: 1e-15.  

Якщо шляхи використання функції la.inv() є зрозумілими усім, хто 

склав курс лінійної алгебри чи вищої математики, то способи застосування 

la.pinv() хоч і дуже корисні, але не настільки популярні у використанні.  

У [18] запропоновано кілька практичних задач, для яких є доцільним 

знаходження псевдообернених матриць. Розглянемо одну із цих задач.  

https://medium.com/@_monitsharma/computational-linear-algebra-moore-penrose-pseudo-inverse-4e18ddfa7d9c
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 Нехай задано три прямі на площині, які задаються своїми загальними 

рівняннями: 

−2𝑥1 − 𝑥2 + 2 = 0, 4𝑥1 − 𝑥2 + 8 = 0, −𝑥1 − 𝑥2 + 2 = 0. 

Відомо, що при перетині прямі утворюють трикутник, знайти точку перетину 

його медіан. 

Для розв’язання спочатку підготуємо дані: перенесемо константи з 

кожного рівняння прямої управо та складемо систему із трьох рівнянь:  

{
−2𝑥1 − 𝑥2 = −2;
   4𝑥1 − 𝑥2 = −8;
 −𝑥1 − 𝑥2  = 2.

 

Отримали систему з трьох рівнянь і двох невідомих 𝐴𝑥 = 𝑏. Застосуємо 

тепер метод la.pinv()для знаходження точки перетину медіан трикутника у 

два кроки: спочатку знайдемо псевдообернену матрицю 𝐴+, а потім знайдемо 

вектор 𝑥 з рівняння 𝑥 = 𝐴+ ⋅ 𝑏. 

# дані системи рівнянь (з умови задачі) 

A = np.array([[-2, -1], [4, -1], [-1, -1]]) 

b = np.array([[-2], [-8], [-2]]) 

# знаходимо псевдообернену матрицю 

A_plus = la.pinv(A) 

print(A_plus.round(2))  # [[-0.11  0.18 -0.06] 

                        #  [-0.37 -0.27 -0.35]] 

 

# x = A+ * b 

x = A_plus.dot(b) 

# x – точка перетину медіан 

print(x.ravel().round(4))  # [-1.0645  3.6452] 

 

Зауважимо, що la.inv() не є найкращим вибором для розв’язування 

систем лінійних алгебричних рівнянь, для цього краще скористатися методом 

la.solve(), про який ітиметься далі в цьому розділі. 

 

5.4.2 Розв’язування систем лінійних алгебричних рівнянь  

 Функція la.solve() призначена для розв'язування системи лінійних 

рівнянь 𝐴 ⋅ 𝑥 = 𝑏, де 𝐴 – квадратна матриця коефіцієнтів, 𝑏 – вектор правих 

частин або матриця, якщо рівняння має кілька правих частин. Синтаксис цієї 

функції є доволі простим і включає лише два аргументи 𝐴 та 𝑏: 

𝒍𝒂. 𝒔𝒐𝒍𝒗𝒆(𝐴, 𝑏). 

Зауважимо, що функція la.solve() працює тільки з квадратними  

матрицями 𝐴. 

Розглянемо детальніше на прикладі наступної задачі використання деяких 

з описаних у цьому розділі функцій. 
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Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь методом Крамера; 

виконати перевірку отриманого розв’язку: а) за допомогою методу оберненої 

матриці; б) розв’язавши систему рівнянь за допомогою функції 

numpy.linalg.solve(). Порівняти отримані результати. 

{

−2𝑥1 − 6𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 = 12,
𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 7𝑥4 = 12,
3𝑥1 + 5𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = 0,
5𝑥1 + 7𝑥2 + 𝑥3 + 3𝑥4 = 4.

 

import numpy as np 

import numpy.linalg as la 

 

# вхідні дані системи 

A = np.array([[-2, -6, 2, 2], [1, 3, 5, 7], [3, 5, -7, 1], [5, 

7, 1, 3]], int) 

b = np.array([[12], [12], [0], [4]], int) 

 

# метод Крамера 

det_A = la.det(A)  # визначник матриці А 

n = A.shape[0]  # кількість змінних 

x = np.zeros(n)  # ініціалізація вектора розв'язків 

 

# розрахунок x_i за формулою Крамера 

for i in range(n): 

    A_i = A.copy() # копія, щоб не змінити оригінальний масив 

    A_i[:, i] = b.ravel()  # заміна i-го стовпця на вектор b 

    x[i] = la.det(A_i) / det_A 

 

print("Розв`язок за методом Крамера;") 

print(np.ravel(x.round(9)))  # [ 2.21 -2.   -0.14  2.36] 

 

# метод оберненої матриці 

A_inv = la.inv(A) 

x = np.dot(A_inv, b) 

print("Розв'язок за методом оберненої матриці;") 

print(np.ravel(x.round(9)))  # [ 2.21 -2.   -0.14  2.36] 

 

# використання функції solve() 

x = la.solve(A, b) 

print("Розв'язок із використанням функції la.solve()") 

print(np.ravel(x.round(9)))  # [ 2.21 -2.   -0.14  2.36] 

5.5 Приклади розв’язування задач лінійної алгебри 

Задача 1. Координати точок на площині подаються як двовимірний масив, 

кожен рядок якого – координати однієї точки в декартовій системі координат. 

Знайти “середню точку”, координати якої обчислюються як середнє значення 

координат x та y всіх точок (масив згенерувати за допомогою псевдовипадкових 

чисел). 
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rng = np.random.default_rng(seed=10) 

 

#задання координат точок 

points = rng.uniform(-10, 10, (10, 2)).round(2) 

print(points) 

# [[ 9.12 -5.85]  [ 6.57 -7.01]  [ 0.26 -7.28]   [ 3.78  6.83] 

#  [-1.49  9.14]  [ 6.51 -3.24]  [ 1.52  5.07]  [ 6.54  8.67] 

#  [-7.1   4.91]  [-7.21  8.13]] 

 

# обчислення координат середньої точки 

mean_point = np.mean(points, 0) 

print("Середня точка: ",np.round(mean_point, 2)) 

# [1.85 1.94] 

Задача 2. Задано дві матриці 

𝐴 = [
3 4 −2
−2 −1 4
1 2 1

] , 𝐵 = [
1 −3 −2 1
2 4 −2 −1
5 −2 0 −1

]. 

Обчислити: 

- визначник матриці А; 

- обернену матрицю А-1; 

- значення виразу: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) ⋅ 𝐴−1 ⋅ 𝐵 − 10 ⋅ 𝐴3 ⋅ 𝐵; 

- визначник квадратного блоку, що стоїть на перетині перших двох рядків 

та останніх двох стовпців матриці B; 

- слід матриці А; 

- максимальне значення кожного стовпця матриці В; 

- середнє значення кожного рядка матриці А; 

- індекси рядків B, що не містять нулів. 

# створити матрицю A 

A = np.array([[3, 4, -2], [-2, -1, 4], [1, 2, 1]]) 

 

# створити матрицю B 

B = np.array([[1, -3, -2, 1], [2, 4, -2, -1], [5, -2, 0, -2]]) 

print("B :\n", B) 

 

# визначник матриці A: 

det_A = la.det(A) 

print("dеt(A): ", round(det_A, 2)) 

 

# обернена матриця A^(-1): 

a_inv = la.inv(A) 

print("A^-1:\n", np.round(a_inv,1)) 

 

# обчислення матричного виразу 

# A_cube = np.dot(A, np.dot(A,A)) альтернатива №1 

# A_cube = np.multidot((A,A,A)) альтернатива №2 

A_cube = la.matrix_power(A, 3) 

result = det_A * np.dot(a_inv, B) - 10 * np.dot(A_cube, B) 
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print("Матричний вираз:\n", result) 

 

# визначник блоку матриці В 

det_block = la.det(B[:2, 1:3]) 

print("det(block) = ", det_block) 

 

# слід А: 

#trace = np.sum(np.diag(A)) #альтернативний спосіб #1 

#trace = np.trace(A) #альтернативний спосіб #2 

trace = la.trace(A) 

print("Слід А:", trace) 

 

# максимальні елементи кожного стовпця В 

B_column_max = np.max(A, 0) 

print("Максимальні елементи по стовпцях» В:", B_column_max) 

 

# середнє значення кожного рядка А 

A_row_mean = np.mean(A, 1) 

print("Середнє по рядках А:", np.round(A_row_mean, 1)) 

 

# індекси рядків B, що не містять 0 

B_nonzero_row_ind = np.nonzero(B) 

print(np.unique(B_nonzero_row_ind[0]))  # [0 1 2] 

Задача 3. Розглянемо задачу аналізу коливань механічної системи, 

наприклад, системи з двох мас і трьох пружин. Нам потрібно знайти частоти 

власних коливань і форми цих коливань. 

Формулювання задачі. Система має два тіла масою 𝑚1 і 𝑚2, з’єднані 

пружинами жорсткості 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3. Матриця мас 𝑀 і матриця жорсткості 𝐾 

описують динаміку системи. 

Рівняння руху 

𝑀𝑥̈ + 𝐾𝑥 = 0 

відносно власних коливань 

(𝐾 − 𝜔2𝑀) ⋅ 𝑣 = 0, 

де 𝜔2 – власні значення (квадрат частот коливань), 𝑣 – власні вектори (форми 

коливань). 

Дані задачі:  

- 𝑚1 = 1 кг, 𝑚2  =  2  кг; 
- 𝑘1  =  50 Н/м, 𝑘2  =  100 Н/м, 𝑘3  =  50 Н/м. 

Матриця мас: 

𝑀 = (
𝑚1 0
0 𝑚2

) = (
1 0
0 2

). 

Матриця жорсткості: 

𝐾 =  (
𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3

) = (
150 −100
−100 150

). 
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Розв’язок задачі із використанням NumPy. 

import numpy as np 

import numpy.linalg as la 

 

# матриця мас 

M = np.array([[1, 0], [0, 2]]) 

 

# матриця жорсткості 

K = np.array([[150, -100], [-100, 150]]) 

 

# зведена матриця для пошуку власних значень 

# обернена матриця M множиться на K 

A = la.inv(M) @ K 

 

# знаходимо власні значення і власні вектори 

eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(A) 

 

# частоти власних коливань (квадратний корінь із власних 

значень) 

frequencies = np.sqrt(eigenvalues) 

 

# виведення результатів 

print("Власні значення (ω^2): ") 

print(eigenvalues.round(2))  # [192.54  32.46] 

 

print("\nЧастоти власних коливань (ω): ") 

print(frequencies.round(2))  # [13.88  5.7 ] 

 

print("\nФорми власних коливань (власні вектори):") 

print(eigenvectors.round(2))  # [[ 0.92  0.65] 

                              #  [-0.39  0.76]] 

Інтерпретація результатів 

1. Система має дві частоти власних коливань: 𝜔1  ≈  7.07 рад/с  
і 𝜔2 ≈  8.66 рад/с. 

2. Відповідні власні вектори показують співвідношення амплітуд для обох 

тіл у кожному режимі коливань: 

- для 𝜔1, співвідношення амплітуд становить приблизно 2:1; 

- для 𝜔2, рух відбувається у протифазі. 

Це дозволяє зрозуміти поведінку системи під час коливань. 
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Контрольні запитання до розділу 

1. Що таке підмодуль numpy.linalg? Для яких задач його можна 

використовувати? 

2. Наведіть декілька функцій і методів, які дозволяють обчислити скалярний 

добуток засобами NumPy. 

3. Які способи множення векторів і матриць Ви знаєте? 

4. Яка відмінність між функціями la.eig та la.eigvals()? 

5. Чи можна обчислити визначник матриці розмірністю 3 × 7 за допомогою 

la.det()? А масиву розмірністю 6 × 4 × 4? 

6. Які функції для знаходження норм векторів і матриць Ви знаєте? У чому 

полягає основна відмінність між ними? 

7. У чому полягає принципова відмінність між la.inv() та la.pinv()? 

Якщо їх застосувати до квадратної невиродженої матриці, чи результати 

збігатимуться? 

8. Назвіть метод, який дозволяє розв’язати систему лінійних неоднорідних 

рівнянь. 

Завдання для самостійного виконання 

1. Згенеруйте цілочисельну матрицю розміром 3 × 3. Обчисліть 𝑓(𝐴), якщо  

a. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 − 8; 

b. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 7𝑥2 + 13𝑥 − 5; 

c. 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑥𝑖10
𝑖=1 + 9. 

Зауважимо, що під додаванням або відніманням константи мається на увазі 

додавання або віднімання одиничної матриці відповідного розміру, 

помноженої на константу. 

2. Згенеруйте дві дійснозначні матриці 𝐴(𝑛 ×𝑚) та 𝐵(𝑚 × 𝑛). Заокругліть 

їхні елементи до двох знаків після коми та обчисліть: 

a. (2𝐴 + 3𝐵)−1 ⋅ 𝐴; 

b. det ((𝐴 ⋅ 𝐵 + 8𝐸)2 ); 
c. 𝑡𝑟(7 ∗ (𝐵 × 𝐴)5 − 9𝐸). 

3. Згенеруйте координати 𝑛 точок на площині. Знайдіть координати точки, 

яка розташована найближче до початку координат. Обчисліть, скільки 

точок розташовані всередині кола з центром (𝑥, 𝑦), де 𝑥, 𝑦 – цілі числа 

(згенеруйте їх за допомогою генератора псевдовипадкових чисел).  

4. Згенеруйте два дійснозначні вектори однакового розміру. Знайдіть їхні 

норми. У тому векторі, норма якого є менша, замініть усі елементи їхніми 
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квадратами. Якщо норми векторів одинакові, то виконайте заміну в обох 

векторах. 

5. Задайте квадратну матрицю 𝐴 і вектор 𝑥 розмірності 𝑛. Обчисліть норми 

вектора (max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑥𝑖|), матриці (max
1≤𝑖≤𝑛

∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑛
𝑗=1 ) та їхнього добутку 𝐴 ⋅ 𝑥. 

6. Електричний ланцюг складається з 𝑛 резисторів. У таблиці наведені 

виміряні значення опорів на кожному резисторі – 𝑟. Сила струму 𝐼  
в ланцюгу, а отже, і на кожному з резисторів, дорівнює 3.3 А. 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

𝑟,Ом 0.7 0.6 1.0 0.7 1.1 1.5 1.6 1.2 

 

Резистори в ланцюгу з’єднані послідовно. Обчисліть: 

- напругу 𝑢𝑖 на кожному резисторі за формулою (сформуйте вектор): 

𝑢𝑖 = 𝐼 ∙ 𝑟𝑖; 
- загальний опір ланцюга за формулою: 𝑅 = 𝑟1 + 𝑟2 +⋯+ 𝑟𝑛; 
- напругу в ланцюгу за формулою:  𝑈 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛; 
- знайдіть напругу на кінцях нового ланцюга, у який включені 

резистори з номерами з 1 по 5 (включно), а сила струму в ньому 

дорівнює 4.1 А. 

7. Розв’яжіть систему лінійних алгебричних рівнянь методом Крамера; 

виконайте перевірку отриманого розв’язку: 1) за допомогою методу 

оберненої матриці; 2) розв’язавши систему рівнянь за допомогою функції 

la.solve(). Порівняйте отримані результати. 

a. {

𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 = 1,
3𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 − 2𝑥4 = −4,
2𝑥1 − 3𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 = −6,
𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 − 𝑥4 = −4;

 

b. {

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4 = 5,
2𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 = 1,
3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 = 1,
4𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = −5;

 

c. {

𝑥1 + 5𝑥2 + 3𝑥3 − 4𝑥4 = 20,
3𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 9,               
5𝑥1 − 7𝑥2 + 10𝑥4 = −9,      
3𝑥2 − 5𝑥3 = 1;                        

 

d. {

5𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥4 = −9,            
3𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑥3 + 4𝑥4 = −7,
3𝑥1 − 2𝑥3 + 𝑥4 = −16,          
𝑥1 − 4𝑥2 + 𝑥4 = 0.                  
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8. Дано квадратну матрицю 𝐴, розміру 𝑁 ×𝑁, і вектор 𝐵, розмірності 𝑁, 

елементи яких визначені так: 

𝑎𝑖𝑗 = sin2 (
√2𝜋𝑗

2
+ 1) ⋅ ln(√𝑖 + 𝑗 + 2) , 𝑏𝑖 = sin (𝑖

2 −
𝜋

√2
). 

Виконайте такі дії: 

- обчисліть матричний вираз: 𝐴3∙𝐵+5∙𝐴−1∙𝐵; 

- обчисліть суму елементів матриці 𝐴 і суму елементів вектора 𝐵; 

- отримайте новий вектор 𝐶, кожен елемент якого визначається так: 

𝑐𝑖 = 𝑏𝑖 ∙ max
𝑗=0,…,𝑁−1

𝑎𝑖𝑗 ; 

- знайдіть скалярний добуток векторів 𝐵 і 𝐶; 

- знайдіть суму елементів, що лежать під головною діагоналлю 

матриці 𝐴. 

9. Вершини піраміди лежать у точках 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 та 𝐴4. Знайдіть площу гранi 

𝐴1𝐴2𝐴3, висоту пiрамiди, опущеної з точки 𝐴4, а також об’єм пiрамiди 

𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4, якщо: 

a. 𝐴1(0; −2;  2), 𝐴2(−1;  0;  1), 𝐴3(3;  1;  0), 𝐴4(4;  1;  2); 

b. 𝐴1(3; −2;  0), 𝐴2(4;  0;  1), 𝐴3(0;  2; −5), 𝐴4(3;  1; −2); 

c. 𝐴1(0;  2; −3), 𝐴2(2;  0; −1), 𝐴3(1;  2;  0), 𝐴4(−2;  1;  5); 

d. 𝐴1(0; −1; −1), 𝐴2(2;  1;  0), 𝐴3(−3;  0; −5), 𝐴4(4;  2;  1); 

e. 𝐴1(−1;  1;  0), 𝐴2(1;  0;  2), 𝐴3(0; −2;  5), 𝐴4(3;  1;  3). 

10. Дано координати 𝑛 точок на площині: 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

𝑥 -7.3 2.7 -2.4 -6.0 -9.4 8.9 -9.2 3.4 

𝑦 -8.9 -5.3 -4.8 -3.4 -6.4 0.1 5.3 6.0 

Обчисліть: 

- довжини відрізків, які з’єднують задані точки з початком координат: 

𝑟𝑖 = √𝑥𝑖
2 + 𝑦𝑖

2; 

- градусну міру кутів, які утворюють ці відрізки з віссю О𝑥:  

𝛼𝑖 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
𝑦𝑖
𝑥𝑖
) ; 

- точки (точку), які розташовані на максимальній відстані від початку 

координат; 

- номер відрізка, який утворює мінімальний кут із віссю О𝑥. 

11. Дано квадратну матрицю 𝐴 розміру 𝑁 ×𝑁 і вектор 𝐵 розмірності 𝑁, 

елементи яких визначено так: 

𝑎𝑖𝑗 = √|ln
𝑖+2

𝑗+1
| , 𝑏𝑖 = sin

2 𝑖

2
. 
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Виконайте такі дії: 

- обчисліть матричний вираз: 0.5∙𝐴4∙𝐵 – (𝐴−1)2∙𝐵; 

- обчисліть суму елементів рядків, що містять мінімальний і 

максимальний елементи матриці 𝐴; 

- обчисліть добуток елементів вектора 𝐵; 

- отримайте новий вектор 𝐶, кожен елемент якого визначається так:  

𝑐𝑖 = 𝑏𝑖 + max
𝑗=0,…,𝑁−1

𝑎𝑖𝑗 + min
𝑗=0,…,𝑁−1

𝑎𝑖𝑗 ; 

- знайдіть суму векторів 𝐵 і 𝐶; 

- знайдіть кількість усіх мінімальних елементів матриці А. 

12. Троє співробітників отримали премію розміром 8 970 грн, причому 

перший отримав 4/3 того, що отримав другий, і ще 690 грн, а другий 

отримав 1/2 грошей третього і ще 670 грн. Яку премію отримали 

співробітники? Для розв’язування задачі складіть систему рівнянь  

і розв’яжіть її матричним способом. 

13. Знайдіть власні значення та власні вектори лінійного оператора φ, що діє 

у просторі ℝ3  і заданий у деякій базі матрицею 𝐴, якщо: 

a. 𝐴 =
1

3
(
1 1 1
1 1 1
1 1 1

); 

b. 𝐴 =  (
5 9 7
0 3 −2
0 2 −1

); 

c. 𝐴 =  (
6 −3 0
0 3 −3
0 3 9

). 

14. Дано 𝑛-кутник на площині, заданий координатами своїх вершин. 

Потрібно знайти координати вершин многокутника, отримані поворотом 

кожної вершини на кут 90° навколо початку координат. Для розв’язання 

задачі масив координат потрібно помножити на матрицю повороту  

𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑒 =  [
cos 90 sin 90
−sin 90 cos 90

]  навколо початку координат.  

 1 2 3 4 5 6 7 8 

𝑥 2.3 -2.4 -3.7 -6.3 -2.1 0.3 -9.1 5.4 

𝑦 4.9 4.8 -5.8 3.0 -1.4 -0.7 1.3 0.0 

 

15. Дано 𝑛 населених пунктів, координати яких у деякій відносній системі 

координат наведено в таблиці: 

 1 2 3 4 5 6 7 

𝑋, км -7.3 2.7 -2.4 -6.0 -9.4 8.9 -9.2 

𝑌, км -8.9 -5.3 -4.8 -3.4 -6.4 0.1 5.3 
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У населеному пункті під номером 𝑚 =  4 планується установка 

радіостанції з радіусом дії 100 км. 

Обчисліть: 

- відстань від вибраного населеного пункту до всіх інших пунктів за 

формулою: 

𝑟𝑖 = √(𝑥𝑖 − 𝑥𝑚)
2  + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑚)

2; 
- які населені пункти потраплять у радіус дії радіостанції? 

- номери (номер) населених пунктів, що розташовані на максимальній 

відстані від пункту 𝑚; 

- кількість населених пунктів, що потрапили у радіус дії радіостанції. 

16. Електричний ланцюг складається з 𝑛 розгалужень, кожна гілка 

складається із резистора і джерела струму, які підключені послідовно.  

У таблиці наведено виміряні значення опорів резисторів на кожній з  

гілок – 𝑟і та сила струму 𝑖𝑖  на кожній гілці розгалуження. 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑟, Ом 0.6 1.5 1.5 1.5 1.1 0.9 0.7 1.0 0.6 1.2 

𝑖, А 3.7 3.1 3.4 3.2 3.7 4.1 2.8 2.8 3.9 3.5 

 

Усі 𝑛 гілок у ланцюгу з’єднані паралельно. Вважаючи, що напрямок струму 

в гілках однаковий, обчисліть: 

- еквівалентний опір ланцюга 𝑅, який можна отримати із 

співвідношення: 
1

𝑅
=
1

𝑟1
+
1

𝑟2
 + ⋯+

1

𝑟𝑛
; 

- силу струму в ланцюгу за формулою: 𝐼 = 𝑖1 + 𝑖2 +⋯+ 𝑖𝑛; 

- напругу в ланцюгу 𝑈 за законом Ома; 

- у новий ланцюг включили резистори з номерами 3 та 9, з’єднали їх 

послідовно, напруга на кінцях кожного резистора дорівнює 1.4В  

і 1.0В, відповідно. Обчисліть засобами NumPy силу струму в 

ланцюгу, скориставшись формулою: 

𝐼 =
𝑈

𝑅
=
𝑈1 + 𝑅2
𝑅1 + 𝑅2

. 

17. Складіть програму, яка перевіряє, чи є задана квадратна матриця розміру 

6 × 6 із цілих чисел ортонормованою, тобто такою, у якій скалярний 

добуток кожної пари різних рядків дорівнює 0, а скалярний добуток 

кожного рядка на себе дорівнює 1. 

18. Дано координати і маси 𝑛 матеріальних точок: 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

𝑥,см 9.04 4.0 -4.2 3.6 -0.9 -7.1 -7.5 -6.0 6.9 8.5 5.4 7.0 5.0 

𝑦,см 2.8 6.4 -2.9 -7.4 -6.3 7.3 8.4 -7.8 2.7 7.3 3.6 2.6 7.3 

𝑚, г 8 5 15 10 13 15 7 2 5 15 5 3 3 
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Потрібно обчислити: 

- координати центру мас заданої системи за формулою: 

𝑥𝑚 =
𝑥1𝑚1 + 𝑥2𝑚2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑚𝑛

𝑚1 +𝑚2 +⋯+𝑚𝑛
;

𝑦𝑚 = 
𝑦1𝑚1 + 𝑦2𝑚2 +⋯+ 𝑦𝑛𝑚𝑛

𝑚1 +𝑚2 +⋯+𝑚𝑛
;
 

- відстань від кожної з точок до центру мас за формулою: 

𝑟𝑖 = √(𝑥𝑖 − 𝑥𝑚)
2  + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑚)

2; 

- визначити точку (точки), що розташовані на максимальній відстані 

від центру мас. 

19. Три подруги набрали разом сукупно 489 балів на НМТ, причому у другої 

на 48 балів більше, ніж у першої. Третя подруга набрала половину із суми 

балів першої та другої. Чи набрала кожна з подруг прохідний бал (140)? 

Для розв’язування задачі складіть систему рівнянь і розв’яжіть її 

матричним способом. 

20.  Дано координати 𝑛 точок на площині: 

 1 2 3 4 5 6 7 8 
x -7.3 2.7 -2.4 -6.0 -9.4 8.9 -9.2 3.4 

y -8.9 -5.3 -4.8 -3.4 -6.4 0.1 5.3 6.0 

 

- перевірте, які з цих точок можуть утворити трикутник із точками 

𝑂(0, 0), 𝑀(1.5,−2.4); 
- знайдіть ті точки, які утворюють з точками 𝑂 та 𝑀 трикутник 

найбільшого периметру; 

- знайдіть ті точки, які утворюють з точками 𝑂 та 𝑀 трикутник 

найменшої площі; 

- у кожному з трикутників обчисліть кут, протилежний стороні 𝑂𝑀. 

21. У таблиці наведено такі дані про матеріальні кулі: радіус і маса: 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

r,см 9.04 4.0 4.2 3.6 3.9 7.1 7.5 6.0 6.9 8.5 5.4 7.0 5.0 

m, г 8 5 15 10 13 15 7 2 5 15 5 3 3 

Потрібно обчислити: 

- об’єм 𝑉𝑖   для кожної кулі; 

- густину кожної з куль за формулою (одиниці кг/м3): 𝜌𝑖 =
𝑚𝑖

𝑉𝑖
; 

- різницю між максимальною і мінімальною густиною; 

- нові значення густин у разі, якщо радіус кожної кулі зменшити на 1, 

а масу на 2. Вивести на екран модуль різниці нової та старої густини 

для кожної кулі. 

22. Дано квадратну матрицю 𝐴 розміру 𝑁 ×𝑁 і вектор 𝐵 розміром 𝑁, 

елементи яких визначені так: 
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𝑎𝑖𝑗 = lg (√𝑖 + 𝑗
3 + 1

5
) , 𝑏𝑖 = cos

3
5𝑖2

√7
. 

Виконайте такі дії: 

- обчисліть матричний вираз: det(𝐴) ⋅ 𝐴5 ∙ 𝐵 − 7 ∙ (𝐴−1)3 ∙ 𝐵2; 

- обчисліть суму елементів останніх чотирьох рядків матриці 𝐴  

і середнє значення елементів вектора 𝐵; 

- отримайте новий вектор 𝐶, кожен елемент якого визначається так:  

𝑐𝑖 = 𝑏𝑖 + max
𝑗=0,…,𝑁−1

𝑎𝑖𝑗 − min
𝑗=0,…,𝑁−1

𝑎𝑖𝑗 ; 

- обчисліть скалярний добуток векторів 𝐵 і 𝐶; 

- знайдіть кількість максимальних елементів матриці 𝐴. 

23. Електричний ланцюг складається з 𝑛 резисторів. У таблиці наведено 

виміряні значення опорів на кожному резисторі – 𝑟. Сила струму 𝐼  
в ланцюгу, а отже, і на кожному з резисторів, дорівнює 3.7 А. 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

𝑟, Ом 0.5 0.7 1.0 0.9 1.1 1.5 1.6 1.5 1.4 

Резистори в ланцюгу з’єднані послідовно.  

Потрібно обчислити: 

- напругу 𝑢𝑖 на кожному резисторі за формулою (сформувати вектор): 

𝑢𝑖 = 𝐼 ∙ 𝑟𝑖; 
- загальний опір ланцюга за формулою: 𝑅 = 𝑟1 + 𝑟2 +⋯+ 𝑟𝑛; 
- напругу в ланцюгу за формулою:  𝑈 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛; 
- напругу на кінцях нового ланцюга, у який включені резистори з 

номерами з 1 по 5 (включно), а сила струму в ньому дорівнює  4.1 А. 
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РОЗДІЛ 6 ЧИСЛОВІ ПЕРЕТВОРЕННЯ  

І РОБОТА З ПОЛІНОМАМИ 

Після вивчення матеріалів цього розділу читач повинен уміти: 

1. Використовувати основні функції підмодуля numpy.fft для роботи із 

сигналами. 

2. Виконувати пряме та обернене перетворення Фур’є для сигналу. 

Обчислювати частоти і спектральну амплітуду. 

3. Створювати поліноми скінченних степенів і проводити основні алгебричні 

операції над ними. 

4. Знаходити корені поліномів. 

5. Обчислювати похідну та інтеграл від полінома. 

6. Наближати функції поліномами і визначати точність апроксимації. 

Ключові слова розділу: numpy.fft, перетворення Фур’є, обернене 

перетворення Фур’є, сигнал, numpy.polynomial.Polynomial, поліном, 

многочлен, алгебра многочленів, похідна та інтеграл від многочлена, 

наближення функцій поліномами. 

Цей розділ присвячений модулям np.fft і np.polynomial, які надають 

потужні інструменти для роботи з числовими перетвореннями та обчисленнями, 

пов’язаними з поліномами. Модуль np.fft спеціалізується на дискретних 

перетвореннях Фур’є, які широко використовуються в аналізі сигналів, обробці 

зображень та інших наукових областях. Модуль np.polynomial надає 

функціональність для створення, обчислення та аналізу многочленів у різних 

базисах, що знаходить застосування в математичному моделюванні та 

апроксимації даних. 

6.1 Робота з перетвореннями Фур’є 

Означення 6.1 ([3]). Дискретне перетворення Фур’є (ДПФ, discrete Fourier 

transform – DFT) – це математичний метод, який використовується для аналізу  

і обробки сигналів, представлених як послідовності дискретних відліків. 

 ДПФ дозволяє розкрити частотний склад сигналу та перетворити сигнал 

із часової області в частотну область. Основна ідея полягає в розкладі сигналу на 

складові частоти. ДПФ застосовується до оцифрованого сигналу, тобто такого, 

що вже пройшов через АЦП4. У чистому варіанті алгоритм ДПФ на сьогодні 

практично не використовується, натомість використовується оптимізований  

з обчислювального погляду схожий алгоритм – швидке перетворення Фур’є 

 

 
4 АЦП - аналого-цифровий перетворювач.  

Це електронний пристрій, який перетворює аналогові сигнали (неперервні у часі та значенні) у цифрову форму 

(дискретні значення). АЦП широко використовуються в електроніці, зокрема в аудіотехніці, медичних приладах, 

телекомунікаціях і вимірювальних системах. 
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(ШПФ, fast Fourier transform – FFT). Як вхідні дані для ДПФ є вибірка (масив) 

значень відліків сигналу 𝑥[𝑛]. Вихідними (отриманими) даними повинна бути 

вибірка відліків (магнітуд) спектру 𝑋.  

Основною відмінністю (у першому наближенні) між ДПФ та ШПФ є те, що 

в ДПФ 𝑛 може бути довільним цілим числом, а в ШПФ 𝑛 обов’язково повинно 

бути степенем двійки (8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048 і т. д.) [3]. 

 Виділяють такі основні етапи дискретного перетворення Фур’є [12]: 

1. Обробка вхідного сигналу. Потрібно отримати послідовність дискретних 

відліків сигналу, яку треба проаналізувати. Нехай ця послідовність 

позначається як S[𝑛], де 𝑛 – індекс відліку. 

2. Обчислення комплексних амплітуд. Для кожної можливої частоти 𝑓, 

обчислюється комплексна амплітуда, яка являє собою вагу частоти 𝑓  

у вхідному сигналі, і обчислюється за формулою: 

  𝑆(𝑓) = ∑𝑛=0
𝑁−1 𝑆(𝑛) ⋅ 𝑒−

𝑖2𝜋𝑓𝑛

𝑁 , (6.1) 

 де 𝑆(𝑓) – комплексна амплітуда частоти 𝑓, 𝑁 – загальна кількість відліків 

у вихідній послідовності, 𝑛 – індекс відліку, 𝑖 – уявна одиниця. 

3. Отримання результату. Після обчислення комплексних амплітуд для всіх 

можливих частот 𝑆(𝑛) ДПФ надає результат, який є послідовністю 

комплексних чисел 𝑆(𝑓), де 𝑓 – частота відповідної гармоніки. 

4. Заключним кроком є відображення результату ДПФ, який може бути 

поданим у вигляді амплітудної та фазової інформації для кожної частоти, 

що дозволяє аналізувати частотний склад вхідного сигналу. 

Відомо, що багато типів функцій є відновлюваними на основі їх 

перетворення Фур’є. Такий процес називається оберненим перетворенням Фур’є 

(ОПФ) і дозволяє повернути сигнал із частотної області в часову. 

Очевидно, що в загальному випадку сигнал може складатись як із дійсних, 

так і з комплексних чисел. Тому спочатку розглянемо більш загальні функції, які 

дозволяють працювати з будь-яким числовим типом вхідних даних. 

Для обчислення прямого та оберненого перетворення Фур’є в 

одновимірному випадку використовуються функції fft.fft() та 

fft.ifft(), відповідно. Їхній синтаксис доволі схожий: 

𝒇𝒇𝒕. 𝒇𝒇𝒕(𝑎, 𝑛 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = −1, 𝑛𝑜𝑟𝑚 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 
 𝒇𝒇𝒕. 𝒊𝒇𝒇𝒕(𝑎, 𝑛 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑥𝑖𝑠 = −1, 𝑛𝑜𝑟𝑚 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 

де  

a – “сигнал”, вхідний масив. Якщо a виявиться багатовимірним масивом, 

то це буде сприйматись як стек одновимірних векторів, і перетворення 

буде проводитись по рядках (за замовчуванням) або по стовпцях, якщо 

задане відповідне значення параметра axis.   

https://eng.libretexts.org/Bookshelves/Electrical_Engineering/Introductory_Electrical_Engineering/Electrical_Engineering_(Johnson)/05%3A_Digital_Signal_Processing/5.06%3A_Discrete_-Time_Fourier_Transform_(DTFT)
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n (опціональний) – кількість елементів масиву, до яких буде застосоване 

ДПФ. За замовчуванням n = len(a). Якщо число n менше, ніж  

довжина масиву, то всі наступні елементи будуть відсікатись, а якщо 

більше, то масив буде доповнений нулями до потрібного розміру.  

axis – вісь, уздовж якої обчислюється перетворення (за замовчуванням 

вісь −1). 

norm – нормалізація. Значення “backward”, “ortho” або “forward”. 

Розглянемо найпростіший приклад застосування цих функцій. 

# пряме перетворення Фур'є 

x = np.fft.fft([1, 2, 3, 4]) 

print(x)  # [10.+0.j -2.+2.j -2.+0.j -2.-2.j] 

 

# обернене перетворення Фур'є 

result = np.fft.ifft(x) 

print(result)  # # [1.+0.j 2.+0.j 3.+0.j 4.+0.j] 

fft.fft2() і fft.ifft2() обчислюють двовимірні пряме та обернене 

перетворення Фур’є, відповідно. Ці функції виконують дискретне перетворення 

Фур’є для двовимірних даних, таких як зображення. Синтаксис є схожим до 

одновимірних аналогів: 

𝒇𝒇𝒕. 𝒇𝒇𝒕𝟐(𝑎, 𝑠 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑥𝑒𝑠 = (−2,−1), 𝑛𝑜𝑟𝑚 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 
𝒇𝒇𝒕. 𝒊𝒇𝒇𝒕𝟐(𝑎, 𝑠 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑥𝑒𝑠 = (−2,−1), 𝑛𝑜𝑟𝑚 = 𝑁𝑜𝑛𝑒). 

Усі параметри такі самі, як і для  fft.fft() і fft.ifft(), але s та 

axes тут кортежі для кожної розмірності.  

Для багатовимірних випадків існують функції fft.fftn() і 

fft.ifftn() (див. [14]). 

Якщо ж обмежитись випадком дійснозначного сигналу, то зручними для 

використання є такі функції:  

- fft.rfft() – обчислює ДПФ для одновимірного випадку; 

- fft.irfft() – обчислює ОДПФ для одновимірного випадку; 

- fft.rfft2() – обчислює ДПФ для двовимірного випадку; 

- fft.irfft2() – обчислює ОДПФ для двовимірного випадку; 

- fft.rfftn() – обчислює ДПФ для багатовимірного випадку; 

- fft.irfftn() – обчислює ОДПФ для багатовимірного випадку. 

Синтаксис і параметри цих функцій повністю збігаються із синтаксисом  

та параметрами їхніх описаних вище відповідників, що застосовуються для 

загального випадку. 

Усі ці функції повертають масив відповідного розміру, у якому записано 

результат ДПФ. Проте є різниця в результаті роботи функцій для загального 

випадку та для дійснозначного. Якщо довжина вхідного масиву (або деякої його 

https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.fft.html
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розмірності у випадку стеку векторів) дорівнює 𝑁, то у загальному випадку 

(дійсний чи комплексний сигнал) довжина вихідного масиву також буде 

дорівнювати 𝑁.  Його структура така: спочатку йдуть додатні частоти від 0 до 

частоти Найквіста (найвища частота сигналу, який може бути відновлений без 

спотворення після процесу дискретизації), потім від’ємні у порядку зростання. 

Якщо ж розглядати випадок дійснозначного сигналу, то від’ємні частоти є 

симетричними до додатних і не записуються до результату, оскільки легко 

можуть бути відтворені. Тому довжина вихідного масиву дорівнює  
𝑁

2
+ 1, бо там 

містяться всі частоти від нуля до частоти Найквіста.  

x = fft.fft([1, 2, 3, 4]) 

x_r = fft.rfft([1, 2, 3, 4]) 

 

# повний спектр 

print(x)  # [10.+0.j -2.+2.j -2.+0.j -2.-2.j] 

 

# розмір спектру 4:2+ 1 (N/2+1) 

print(x_r)  # [10.+0.j -2.+2.j -2.+0.j] 

 

# відтворення через irfft 

result = fft.irfft(x) 

print(result)  # [1. 2. 3. 4.] 

Наостанок розглянемо такий випадок: спектр сигналу дійсний, а сигнал 

володіє “ермітовою симетрією”: його половини симетричні відносно центру по 

модулю і є комплексно спряженими одна з одною. Тут можна використати 

функції  fft.hfft() для знаходження прямого одновимірного ДПФ та 

fft.ihfft() – для  оберненого одновимірного ДПФ. Синтаксис та параметри 

аналогічні до їхніх одновимірних відповідників із загального випадку, що були 

описані вище. Проте, як і для дійснозначного сигналу, тут є відмінність з 

розмірністю вихідного масиву порівняно із загальним випадком: якщо задано 

параметр n, то розмірність вхідного масиву дорівнює 𝑛, інакше – 2 ⋅ 𝑁 − 2.  

x_h = fft.hfft([1, 2, 3, 4]) 

 

# спектру розміру 2*4-2 (2N-2) 

print(x_h)  # [15. -4.  0. -1.  0. -4.] 

 

# відтворення через irfft 

result = fft.ihfft(x_h) 

print(result.round(2))  # [1.-0.j 2.-0.j 3.-0.j 4.-0.j] 

Крім уже згаданих функцій, існують також допоміжні функції:  

- fft.fftfreq() – обчислює масив частот для компонент спектра, 

повернутого fft.fft(). Частоти розташовуються так, що перша 

половина відповідає додатним частотам, а друга половина – від’ємним.  

- fft.rfftfreq() – обчислює масив частот для компонент, повернутих 

функцією fft.rfft(). Оскільки перетворення для дійсного сигналу 
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повертає лише додатну частину спектра, то частоти також включають 

тільки невід’ємні значення.  

Обидві ці функції мають однаковий набір параметрів: n – довжина 

вхідного масиву та d – період дискретизації (час між сусідніми точками, за 

замовчуванням рівний 1.0). 

- fft.fftshift() – зсуває компоненти частотного спектра, щоб нульова 

частота була в центрі спектра. 

- fft.ifftshift() – виконує обернену операцію до fft.fftshift().  

Розв’яжемо таку задачу: розкласти в ряд Фур’є періодичну з періодом 2𝜋 

функцію 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1. Навести графіки функції та її наближення. 

# крок 1: згенеруємо періодичну функцію 

x = np.linspace(0, 2 * np.pi, 500, endpoint=True)   

# інтервал [0, 2π] 

 

x2 = np.linspace(2 * np.pi, 4*np.pi, 500, endpoint=True)   

# інтервал [2π, 4π] 

 

f_x = np.exp(x)-1  # Періодична функція 

 

# крок 2: застосуємо FFT 

fft_coeffs = np.fft.fft(f_x) 

frequencies = np.fft.fftfreq(len(f_x), d=(x[1] - x[0]))   

# частоти 

 

# крок 3: обчислення коефіцієнтів a_n та b_n 

a0 = fft_coeffs[0].real / len(f_x)  # середнє значення (a_0) 

 

# коефіцієнти при косинусах 

a_n = 2 * fft_coeffs[:len(f_x)//2].real / len(f_x)   

 

# коефіцієнти при синусах 

b_n = -2 * fft_coeffs[:len(f_x)//2].imag / len(f_x)   

 

 

# крок 4: відновимо функцію за коефіцієнтами 

 

# початкове наближення — середнє значення 

f_approx = np.zeros_like(f_x) + a0   

 

for n in range(1, 10):  # візьмемо перші 10 гармонік 

    f_approx +=a_n[n] * np.cos(n * x) + b_n[n] * np.sin(n * x) 

 

# візуалізація 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

plt.plot(x, f_x, label='Оригінальна функція', color = 'navy', 

alpha =0.8, linewidth = 1.8) 

plt.plot(x2, f_x, color ='navy', alpha = 0.8, linewidth = 1.8) 

plt.plot(x, f_approx, label='Наближення рядом Фур\'є', 
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linestyle='dashed', color = 'crimson', alpha =0.7) 

plt.plot(x2, f_approx, linestyle='dashed', color = 'crimson', 

alpha = 0.7) 

plt.legend() 

plt.title('Наближення ряду Фур\'є') 

 

# налаштування підписів по осі X 

ticks = [0, np.pi / 2, np.pi, 3 * np.pi / 2, 2*np.pi, 5 * 

np.pi / 2, 3 * np.pi, 7 * np.pi / 2, 4 * np.pi] 

tick_labels = [r'$0$', r'$\pi/2$', r'$\pi$', r'$3\pi/2$', 

r'$2\pi$', r'$5\pi/2$', r'$3\pi$', r'$7\pi/2$', r'$4\pi$'] 

 

plt.xticks(ticks, tick_labels) 

plt.xlabel('x') 

plt.ylabel('f(x)') 

plt.grid() 

plt.show() 

 Графіки, які було потрібно навести в задачі, зображено на рис. 6.1. 

 
Рисунок 6.1 – Наближення функції 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 рядом Фур’є 

 

Розглянемо детальніше використання можливостей підмодуля fft на 

прикладі. Нехай задано запис деякого звукового сигналу. Визначити, чи в цьому 

записі міститься певний тон. 

Для візуалізації даних у цьому прикладі використаємо засоби бібліотеки 

matplotlib.pyplot (див. Розділ 8). 

import numpy as np 

import numpy.fft as fft 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 
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# частота дискретизації, відліків за секунду 

FD = 22050 

 

# довжина вхідного масиву 

N = 2000 

 

# згенеруємо сигнал з частотою 440 Гц та довжиною N 

t = np.arange(N) 

pure_sig = 6 * np.sin(2 * np.pi * 440 * t / FD) 

 

# важливо згенерувати шум 

noise = rng.uniform(-30, 31, N) 

 

# додаємо сигнал, шум та сталу рівну 1.65 мВ 

# (це імітує погану роботу записуючого пристрою та інші 

# несправності) 

sig = pure_sig + noise + 1.65 

 

# обчислюємо перетворення Фур'є 

 

# сигнал дійснозначний, тому rfft працюватиме швидше, ніж fft 

spectrum = fft.rfft(sig) 

 

# малюємо зашумлений сигнал та тон 

plt.plot(t/FD, sig) 

plt.plot(t/FD, pure_sig, 'r') # чистий сигнал - червона лінія 

 

plt.xlabel('Час, c') 

plt.ylabel('Напруга, мВ') 

plt.title('Зашумлений сигнал та тон 440 Гц') 

plt.grid(True) 

plt.show() 

 

# малюємо спектр 

plt.plot(fft.rfftfreq(N, 1./FD), np.abs(spectrum)/N) 

# rfftfreq переведе номери елементів масиву в Герци 

# модуль потрібний, щоб отримати спектр амплітуд 

# щоб перевести у мілівольти розділили на N 

 

plt.xlabel('Частота, Гц') 

plt.ylabel('Напруга, мВ') 

plt.title('Спектр') 

plt.grid(True) 

plt.show() 

 

  Результат виконання програми зображено на рис. 6.2 та 6.3. 
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Рисунок 6.2 – Зашумлений сигнал і тон 

 

Рисунок 6.3 – Спектр  
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Ще одним прикладом застосування підмодуля fft є задача відновлення 

сигналу із заданого частотного спектра. Розглянемо її розв’язок: 

# частота дискретизації (Гц) та часові точки 

fs = 1000 

t = np.linspace(0, 1, fs, endpoint=False) 

 

# заданий частотний спектр 

fft_spectrum = np.zeros(fs, dtype=complex) 

fft_spectrum[50] = 0.5 * len(t)  # Частота 50 Гц 

fft_spectrum[120] = 0.5 * len(t)  # Частота 120 Гц 

fft_spectrum[-50] = 0.5 * len(t)  # Частота -50 Гц 

fft_spectrum[-120] = 0.5 * len(t)  # Частота -120 Гц 

 

# обернене перетворення 

reconstructed_signal = np.fft.ifft(fft_spectrum) 

 

# візуалізація 

plt.plot(t, reconstructed_signal.real, label="Відновлений 

сигнал") 

plt.xlabel('t') 

plt.ylabel('f') 

plt.legend() 

plt.grid() 

plt.show() 

Результат візуалізації зображено на рис. 6.4. 

 

Рисунок 6.4 – Відновлений сигнал  
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6.2 Робота з поліномами 

Модуль np.polynomial є інструментом для роботи з многочленами, який 

дозволяє ефективно виконувати математичні операції та аналіз поліноміальних 

функцій. Ключовим елементом модуля є класи, які дозволяють створювати 

поліноми в різних базисах, таких як стандартний (мономіальний), Чебишева, 

Лежандра, Лагерра та Ерміта. Наприклад, клас Polynomial підтримує створення 

та маніпулювання багаточленами у вигляді суми мономів. Модуль також надає 

функції для обчислення коренів, похідних, інтегралів, а також додавання, 

множення та ділення багаточленів. Це робить np.polynomial корисним 

інструментом для задач, пов’язаних з апроксимацією, інтерполяцією, аналізом 

даних та математичним моделюванням. Завдяки багатій функціональності 

модуля, користувачі можуть виконувати складні обчислення та аналіз 

многочленів, спрощуючи роботу в наукових і технічних проєктах. 

6.2.1 Алгебра многочленів 

Означення 6.2 ([1]). Поліномом (многочленом) над полем дійсних 

(комплексних) чисел називають вираз вигляду: 

 𝑃(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 , (6.2) 

де 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ (ℂ) – сталі дійсні (комплексні) коефіцієнти, причому  
𝑎𝑛 ≠ 0, 𝑥 ∈ ℝ (ℂ) – змінна. Число 𝑛 при цьому називається степенем 

многочлена. 

У цьому розділі розглянемо використання узагальненого класу Polynomial, 

який є зручним та природним інтерфейсом внутрішньої функціональності 

підмодуля polynomial бібліотеки NumPy.   

Щоб імпортувати узагальнений клас многочлена 

numpy.polynomial.Polynomial, використовуватимемо для зручності такі 

інструкції: 

import numpy as np 

Polynomial = np.polynomial.Polynomial 

Для того, щоб створити об’єкт многочлена, потрібно передати у 

конструктор класу Polynomial послідовність коефіцієнтів для всіх степенів 

змінної 𝑥 як у формулі (6.2): спочатку вільний член, потім перший степінь і т. д. 

аж до степеня многочлена. Наприклад, для представлення многочлена  
𝑃(𝑥) = 2 + 3𝑥 − 7𝑥2 + 12𝑥3 потрібно передати у конструктор масив 

[2, 3, −7, 12]. Якщо ж потрібно знайти коефіцієнти вже наявного многочлена, то 

зручно скористатися для цього атрибутом coef: 

p = Polynomial([2, 3, -7, 12]) 

print(p) 
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# результат: 

# 2.0 + 3.0 x - 7.0 x**2 + 12.0 x**3 

print(p.coef) # [ 2.  3. -7. 12.] 

Над многочленами можна проводити різноманітні операції: додавати, 

віднімати, множити, підносити до цілого невід’ємного степеня, ділити (а тому 

отримувати цілу частину та остачу від ділення). Також поліноми можна множити 

та ділити на скаляр. Усі операції, які надає модуль numpy.polynomial, 

повністю узгоджуються з алгеброю многочленів над полем дійсних 

(комплексних) чисел. Детальніше про ці операції можна ознайомитись у 

[Поліном], [14].  

Розглянемо алгебричні операції над многочленами на прикладі 

многочленів 𝑃(𝑥) = 12 − 7𝑥 + 𝑥2, 𝑄(𝑥) = 3 + 2𝑥. Зауважимо також, що 

 𝑃(𝑥) = 𝑄(𝑥) ⋅ (
1

2
𝑥 −

17

4
) +

99

4
. 

p = Polynomial([12, -7, 1]) 

q = Polynomial([3, 2]) 

 

# cума многочленів p та q 

print(p + q)  # 15.0 - 5.0 x + 1.0 x**2 

 

# різниця p-q 

print(p - q)  # 9.0 - 9.0 x + 1.0 x**2 

 

# добуток многочленів p та q 

print(p * q)  # 36.0 + 3.0 x - 11.0 x**2 + 2.0 x**3 

 

# ціла частина від ділення p на q 

print(p // q)  # -4.25 + 0.5 x 

 

# остача від ділення p на q 

print(p % q)  # 24.75 тобто 99/4 

 

# ціла частина та остача від ділення p на q 

quotient, remainder = divmod(p, q) 

print(quotient)  # -4.25 + 0.5 x 

print(remainder)  # 24.75 

 

# піднесення многочлена до квадрату - p**2 

print(p ** 2)  # 144.0 - 168.0 x + 73.0 x**2 - 14.0 x**3 + 1.0 

x**4 

 

# множення многочлена q на скаляр (у даному випадку на -1) 

print(q * (-1))  # -3.0 - 2.0 x 

 

# ділення многочлена p на скаляр (у даному випадку на 4) 

print(p / 4)  # 3.0 - 1.75 x + 0.25 x**2 

 

# Обчислення виразу q * (x**3-2x) 

print(q * [0, -2, 0, 3]) # 0.0 - 6.0 x - 4.0 x**2 + 9.0 x**3 + 

6.0 x**4 

https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.polynomials-package.html#module-numpy.polynomial
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Для того, щоб обчислити значення полінома в точці (масиві точок 

поелементно), потрібно підставити значення точки (масиву точок) як аргумент 

цього масиву. Наприклад, знайдемо 𝑃(𝑥) = 12 − 7𝑥 + 𝑥2 при x = −1 та при  
𝑥 ∈ {−1,0,2}. 

# значення р у точці -1 

print(p(-1))  # 20.0 

 

# значення р у точках -1, 0 та 2 

print(p([-1, 0, 2]))  # [20. 12.  2.] 

6.2.2 Знаходження коренів многочленів 

Корені многочлена можна знайти, скориставшись методом 

Polinomial.roots(). Корені кратності більшої за 1 будуть повторюватись у 

результаті роботи цієї функції. Многочлени також можна і відтворювати за 

заданими коренями, скориставшись методом Polynomial.fromroots(). 

Але варто зауважити, що за такого способу відтворення многочлена коефіцієнт 

біля найвищого степеня полінома буде завжди дорівнювати одиниці.  

p = Polynomial([12, -7, 1]) 

q = Polynomial([3, 2]) 

r = Polynomial([1, 3, 3, 1]) 

 

print(p.roots()) # [3. 4.] 

 

print((q * q).roots())  # [-1.5 -1.5] 

 

print(Polynomial.roots(q))  # [-1.5] 

 

print(r.roots().round(2))  # [-1.+0.j -1.-0.j -1.+0.j] 

 

print(Polynomial([5, 4, 1]).roots())  # [-2.-1.j -2.+1.j] 

 

print(Polynomial.fromroots([-1, -1, -1]))  # 1.0 + 3.0 x + 3.0 

x**2 + 1.0 x**3 

Розглянемо задачу, наведену у [11]. Ємності для зберігання кріогенних 

рідин і ракетного палива часто виготовляють у формі сфери. Припустимо, що 

конкретна сферична ємність має радіус 𝑅 і заповнюється рідиною до висоти ℎ. 

Формула об’єму рідини до висоти заповнення є такою: 

  𝑉 = 𝜋𝑅ℎ2 −
1

3
𝜋ℎ3.  (6.3) 

Припустимо, що з ємності постійно витікає рідина зі швидкістю потоку 

𝐹 = −
𝑑𝑉

𝑑𝑡
. Як змінюватиметься з часом висота заповнення ємності рідиною ℎ(𝑡)?  

Продиференціювавши рівняння (6.3) за змінною часу 𝑡, отримуємо такий 

результат:  

 (2𝜋𝑅ℎ − 𝜋ℎ2)
𝑑ℎ

𝑑𝑡
 = −𝐹.  (6.4) 
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Припустимо, що в момент часу 𝑡 = 0 ємність була заповнена повністю, 

тобто (ℎ = 2𝑅), тоді звичайне диференційне рівняння (6.4) можна 

проінтегрувати. У результаті отримаємо таке співвідношення:  

 −
1

3
𝜋ℎ3  +  𝜋𝑅ℎ2  +  (𝐹𝑡 −

4

3
𝜋𝑅3)  =  0.  (6.5) 

Отже, ми отримали кубічний многочлен за змінною ℎ. Рівняння (6.5) 

неможливо розв’язати аналітичним способом, тому скористаємось 

можливостями, які надає бібліотека NumPy для його розв’язання, при цьому 

приймемо радіус ємності 𝑅 = 1.5 м і швидкість витікання рідини 𝐹 = 200 см3/𝑐. 

Зауважимо, що загальний об’єм сферичної ємності дорівнює 𝑉0 =
4

3
𝜋𝑅3. 

Очевидно, що ємність вважатимемо порожньою при ℎ = 0, що настає у момент 

часу 𝑇 =
𝑉0

𝐹
 , зважаючи на сталу швидкість потоку. У довільний випадково взятий 

момент часу 𝑡 можна обчислити ℎ, знайшовши корені рівняння (6.5). 

Програмний розв’язок задачі: 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

Polynomial = np.polynomial.Polynomial 

 

# радіус сферичної ємності у м 

R = 1.5 

# швидкість витікання рідини із ємності у м^3/с 

F = 2.e-4 

 

# загальний об'єм ємності 

V0 = 4/3 * np.pi * R**3 

 

# момент часу, коли ємність спорожніє 

T = V0 / F 

 

# коефіцієнти полінома при другого та третьому степенях 

c2, c3 = np.pi * R, -np.pi / 3 

 

N = 100 

# масив із N міток часу від 0 до T включно 

time = np.linspace(0, T, N) 

 

# створення масиву для знаходження h(t) 

h = np.zeros(N) 

for i, t in enumerate(time): 

    c0 = F*t - V0 

    p = Polynomial([c0, 0, c2, c3]) 

 

    # обчислення коренів многочлена 

    roots = p.roots() 

 

    # корінь має задовольняти умову 0 <= h <= 2R 

    h[i] = roots[(0 <= roots) & (roots <= 2*R)][0] 
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plt.plot(time , h, 'v') 

plt.title('Висота рідини у ємності з плином часу') 

plt.xlabel('Час /с') 

plt.ylabel('Висота рідини у ємності /м') 

plt.show() 

На рис. 6.5 зображено в динаміці зміну рівня рідини у ємності з плином 

часу.  

 
Рисунок 6.5 – Рівень рідини у ємності з плином часу 

6.2.3 Обчислення похідних та інтегралів від многочленів 

Похідну від многочлена можна обчислити за допомогою методу 

Polynomial.deriv(). За замовчуванням ця функція повертає першу похідну, 

але можна шукати і похідні вищих порядків, вказавши при цьому необов’язковий 

параметр m: 

p = Polynomial([-4, 12, 3, -9]) 

print(p) # -4.0 + 12.0 x + 3.0 x**2 - 9.0 x**3 

 

# перша похідна від p 

print(p.deriv())  # 12.0 + 6.0 x - 27.0 x**2 

# або 

print(Polynomial.deriv(p))  # 12.0 + 6.0 x - 27.0 x**2 

 

# третя похідна від р 

print(p.deriv(m=3)) # -54.0 

Об’єкти класу Polynomial можна також й інтегрувати, скориставшись 

методом Polinomial.integ() з необов’язковою нижньою межею 𝐿 або 

сталою інтегрування 𝑘: 
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∫ (5 + 7𝑥)𝑑𝑥 = (5𝑥 +
𝑥

𝐿

7

2
𝑥2)|

𝐿

𝑥
= 5𝑥 +

7

2
𝑥2 − 5𝐿 −

7

2
𝐿2, 

∫(5 + 7𝑥) 𝑑𝑥 = 5𝑥 +
7

2
 𝑥2 + 𝑘. 

Як 𝐿, так і 𝑘, за замовчуванням дорівнюють нулю, але їхні значення можна 

змінити, якщо задати опціональні параметри lbnd або k, відповідно, у методі 

Polynomial.integ(). Як і з процесом диференціювання, інтегрування 

можна повторювати багатократно, задавши параметр m, який за замовчуванням 

рівний 1. 

p = Polynomial([-4, 12, 3]) 

print(p) # -4.0 + 12.0 x + 3.0 x**2 

 

# невизначений інтеграл p 

print(p.integ())  # 0.0 - 4.0 x + 6.0 x**2 + 1.0 x**3 

# або 

print(Polynomial.integ(p))  # 0.0 - 4.0 x + 6.0 x**2 + 1.0 

x**3 

 

# інтеграл, нижня межа дорівнює -1 

print(p.integ(lbnd=-1)) # -9.0 - 4.0 x + 6.0 x**2 + 1.0 x**3 

 

# невизначений інтеграл, k = -5 

print(p.integ(k=-5)) # -5.0 - 4.0 x + 6.0 x**2 + 1.0 x**3 

 

# невизначений інтеграл (трикратно) 

print(p.integ(m=2)) # 0.0 + 0.0 x - 2.0 x**2 + 2.0 x**3 + 0.25 

x**4 

Зауважимо, що коефіцієнти при степенях 𝑥, обчислені методами 

Polynomial.deriv() та Polynomial.integ(), є дійсними числами. 

 

6.3 Наближення за допомогою поліномів 

У numpy.polynomial є функції для наближення даних многочленами, 

серед яких найбільш популярна – Polynomial.fit(). Вона використовується 

для побудови поліномів, що найкраще описують задані дані в сенсі методу 

найменших квадратів. 

Синтаксис: 

𝑷𝒐𝒍𝒚𝒏𝒐𝒎𝒊𝒂𝒍. 𝒇𝒊𝒕(𝑥, 𝑦, 𝑑𝑒𝑔, 𝑑𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑟𝑐𝑜𝑛𝑑 = 𝑁𝑜𝑛𝑒,𝑤𝑖𝑛𝑑𝑜𝑤 = 𝑁𝑜𝑛𝑒) 

Параметри: 

x – масив або список значень по осі 𝑥. 

y – масив або список значень по осі 𝑦 (відгук). 

deg – степінь многочлена, який потрібно побудувати. 
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domain (необов'язково) – область визначення (діапазон) для нормалізації 

вхідних даних (за замовчуванням [−1, 1]). 

rcond (необов'язково) – значення для обмеження впливу шуму. За 

замовчуванням це 𝑙𝑒𝑛(𝑥) ⋅ 𝜀, де 𝜀 – машинна точність. 

fool – змінює природу даних, що будуть повернені у результаті 

виконання функції. Якщо False (за замовчуванням), то буде повернено 

масив коефіцієнтів, а у випадку True додатково буде повернено ще  

і статистичну інформацію про операцію апроксимації. 

window (необов'язково) – діапазон, у якому поліном буде визначений. 

Зауваження 6.1. Існує також клас np.poly1d, який створений для роботи 

з одновимірними многочленами. Цей клас надає дещо простішу, але не менш 

ефективну функцію для побудови трендів методом найменших квадратів – 

np.polyfit(). Але при написанні нового коду рекомендується користуватися 

класом Polynomial, зважаючи на те, що він є більш чисельно стабільний. 

Розглянемо роботу методу Polynomial.fit() на прикладі 

прогнозування траєкторії руху матеріального тіла. 

На горі встановлена гармата, яка робить вистріл під кутом до горизонту. За 

допомогою інтервальної зйомки отримали траєкторію руху ядра. У таблиці 

наведено його координати, відзняті в деякі моменти часу: 

X, м 18.6 99.9 157.2 219.9 303.7 399.6 452.5 528.4 613.8 669.7 750.6 816.2 

h, м 85.7 173 196.7 259.6 332.5 379.3 414.2 419.7 461.3 438.9 447.8 434.1 

Визначити:  

1. На якій висоті ℎ встановлено гармату?  

2. Чи потрапить ядро у мішень, якщо її центр розміщений у точці, що лежить 

за 𝑥 =  1450 метрів від гармати на висоті ℎ =  51 метр, а радіус мішені – 

𝑅 = 50 см?  

3. Зобразити траєкторію руху ядра на графіку. 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

Polynomial = np.polynomial.Polynomial 

 

# масиви координат руху ядра: 

x_array = np.array([18.6, 99.9, 157.2, 219.9, 303.7, 399.6, 

452.5, 528.4, 613.8, 669.7, 750.6, 816.2, 906.2]) 

h_array = np.array([85.7, 173.8, 196.7, 259.6, 332.5, 379.3, 

414.2, 419.7, 461.3, 438.9, 447.8, 434.1, 441.4]) 

 

# будуємо траєкторію руху ядра, використовуючи в якості лінії 

# тренду квадратичний поліном 

# знайдемо його коефіцієнти: 

p = Polynomial.fit(x_array, h_array, 2) 
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# за допомогою тренду знаходимо висоту, на якій стоїть гармата 

h_zero = p(0) 

print("Висота, на якій стїть гармата: %6.2f м" % h_zero) 

 

# обчислимо, на якій висоті буде знаходитися ядро в точці по 

# осі ОХ, де розміщена мішень 

x_target = 1450 

h_target = p(x_target) 

print("Висота, в точці %4d м: %6.2f м" % (x_target, h_target)) 

 

# визначимо, чи потрапить ядро в ціль, якщо відомо, що мішень 

# розміщена на висоті 51 метр, радіус мішені 50 см = 0.5 м 

 

delta_h = abs(51 - h_target) 

ok_text = "Ядро потрапить у мішень." 

not_ok_text = "Ядро не потрапить у мішень." 

print(ok_text) if delta_h <= 0.5 else print(not_ok_text) 

 

# побудуємо вихідні точки та лінію тренду 

# створюємо списки, необхідні для побудови лінії тренду: 

# список зі значеннями координат по осі OX - цілі числа від 0  

# до 1500 (бо мішень знаходиться в тоці x = 1450), кроком 10: 

x_trend = np.arange(0,1500, 10) 

 

# список координат по осі OY 

y_trend = p(x_trend) 

 

# зображення даних на рисунку 

# лінія для відображення точних позицій ядра 

plt.plot(x_array, h_array, 'o', color ='forestgreen', 

label="реальні позиції ядра", alpha=0.4, markeredgecolor='k', 

markersize=7) 

plt.plot(0, h_zero,'o', color='maroon', alpha=0.7, 

markeredgecolor='k', markersize=8, label='Локація гармати') 

 

# лінія тренду 

plt.plot(x_trend, y_trend, '--', color = 'firebrick', 

label="лінія тренду") 

 

# мішень 

plt.scatter(x_target, h_target, color='blue', alpha=0.4, 

s=140, label='мішень') 

 

# осі, легенда та область побудови 

plt.gca().spines["left"].set_position("zero") 

plt.gca().spines["bottom"].set_position("zero") 

plt.gca().spines["top"].set_visible(False) 

plt.gca().spines["right"].set_visible(False) 

plt.legend(loc="lower center") 

plt.title("Побудова тренду за відомими даними") 

plt.grid() 

plt.show() 



РОЗДІЛ 6 ЧИСЛОВІ ПЕРЕТВОРЕННЯ І РОБОТА З ПОЛІНОМАМИ    ❖    125 

 

У результаті роботи програми отримано квадратичну лінію тренду (рис. 

6.6). 

 
Рисунок 6.6 – Квадратична лінія тренду для відображення руху ядра 

У наступному прикладі розглянемо детальніше статистичні дані, які 

повертає метод Polinomial.fit() при встановленні параметра  

 fool = True. 

x = np.linspace(400, 700, 1000) 

y = 1 / x**4 

deg = 3 

p, [resid, rank, sing_val, rcond] = Polynomial.fit(x, y, deg, 

full=True) 

print(p)   

# 1.07041864e-11 - (1.16488662e-11) (-3.66666667 + 

0.00666667x) + (1.02545751e-11) (-3.66666667 +  

0.00666667x)**2 - (5.64068914e-12) (-3.66666667 +  

0.00666667x)**3 

 

print(resid)  # [4.57180972e-23] 

print(rank)  # 4 

print(sing_val)   

# [1.3843828  1.32111941 0.50462215 0.28893641] 

print(rcond)  # 2.220446049250313e-13 

Проаналізуємо детальніше поняття, що стоять за resid, rank, 

sing_val, rcond. Значення resid – це сума квадратів різниць: 
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 𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑 = ∑ |𝑦𝑖 − 𝑝(𝑥𝑖)|
2

𝑖 . (6.6) 

Що меншим є значення resid, то точніше була проведена апроксимація. 

Значення rank та sing_val – це ранг і сингулярні значення матриці, що була 

інвертована в ході виконання алгоритму методу найменших квадратів, для 

пошуку коефіцієнтів полінома. Значення rcond – це коефіцієнт вирівнювання 

(відсікання) для малих окремих значень цієї матриці: значення, що менші за 

rcond, приймаються нулями в ході алгоритму наближення (в основному це 

робиться для того, щоб убезпечитись від появи хибних артефактів, що 

виникають при помилці заокруглення). Якщо генерується виняток RankWarning, 

то, можливо, дані були надто “забрудненими” (високий поріг шуму) або, як 

варіант, не точно описуються многочленом заданого степеня. Варто зазначити, 

що апроксимація методом найменших квадратів завжди повинна виконуватись 

із подвійною точністю, а крім того, слід тримати на контролі переапроксимацію 

даних (спробу встановити відповідність із функцією з надмірною кількістю 

коефіцієнтів, у цьому випадку степінь многочлена завеликий) (див. [11]). 

На додачу до класу Polynomial, який дозволяє створювати об’єкти, що 

являють собою поліноми (або степеневі ряди) виду (6.2), бібліотека NumPy 

пропонує також і класи для конструювання рядів, що складаються із 

різноманітних класичних ортогональних многочленів. Ці поліноми і їхні лінійні 

комбінації часто використовуються в наукових обчисленнях таких дисциплін, як 

фізика, статистика, математика. У поточній версії NumPy 2.2 представлені 

узагальнені класи многочленів: Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite 

(“версія для обчислень з фізики”) та  HertmiteE (“версія для ймовірнісних  

обчислень”). Ми рекомендуємо читачеві ознайомитись із цими класами 

самостійно, користуючись офіційною документацією бібліотеки NumPy [14]. 

 

https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.polynomials-package.html#module-numpy.polynomial
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Контрольні запитання до розділу 

1. Що таке підмодуль numpy.fft? Для яких задач його можна 

використовувати? 

2. Чи є відмінності в результатах роботи функцій fft.fft(), 

fft.rfft(), fft.hfft()? 

3. Що таке частота Найквіста? 

4. Для чого призначені функції fft.fftfreq() та fft.fftshift()? 

5. Як створити поліном п’ятого степеня, усі коефіцієнти якого дорівнюють 

одиниці? А масив з п’яти таких поліномів? 

6. Третя  похідна від функції 𝑃(𝑥) =  2𝑥3 −  8𝑥 − 14 дорівнює 12, але чому 

наведений далі рядок коду повертає значення False? 
Polynomial((-14, -8, 0, 2)).deriv(3) == 12 

7. Якими методами можна наблизити функцію 𝑔(𝑥) = 𝑒sin5𝑥 поліномами? 

8. На який метод апроксимації опирається функція Polynomial.fit()? 

Завдання для самостійного виконання 

1. Згенеруйте сигнал, що складається з кількох синусоїдальних компонент,  

і додайте до нього шум. Виконайте перетворення Фур’є для цього сигналу. 

Обчисліть частоти і спектральну амплітуду. Візуалізуйте частотний спектр 

за допомогою matplotlib. 

2. Потрібно розкласти в ряд Фур’є задані періодичні функції з періодом 2𝜋. 

Побудуйте графіки цих функцій та їх наближень: 

a. 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝜋, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋); 
b. 𝑓(𝑥) = |𝑥|, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋); 
c. 𝑓(𝑥) = 𝑥3, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋); 

d. 𝑓(𝑥) =
𝜋−𝑥

2
, 𝑥 ∈ (0, 2𝜋). 

3. Згенеруйте сигнал із низькочастотною компонентою і додайте до нього 

шум. Виконайте перетворення Фур’є. Застосуйте фільтр, обнулюючи 

частоти, що вищі від заданого порогу. Виконайте обернене перетворення 

Фур’є та візуалізуйте очищений сигнал. 

4. Завантажте довільний часовий ряд (наприклад, коливання температури 

протягом доби). Виконайте перетворення Фур’є. Визначте частоту з 

найвищою амплітудою. Візуалізуйте результати. 

5. Задайте два довільні многочлени. Обчисліть їхню суму, різницю і добуток. 

Виведіть таблицю значень обох многочленів на деякому відрізку [𝑎, 𝑏] 

(кінці відрізка виберіть самостійно) з кроком ℎ =
𝑏−𝑎

200
. Якщо многочлени 

однакові, то обчисліть їхнє значення у заданій точці, у протилежному  
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разі – помножте перший многочлен на згенероване псевдовипадкове число 

з проміжку [−
𝜋

2
; 𝑒2), а для другого многочлена знайдіть похідну. 

6. Задано цілі коефіцієнти 𝑎𝑖  (𝑖 = 𝑛, 𝑛 − 1,… , 0), 𝑏𝑗  (𝑗 = 𝑚,𝑚 − 1,… , 0)  

многочленів 𝑃𝑛(𝑥)  і 𝑃𝑚(𝑥):  

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0;

𝑃𝑚(𝑥) = 𝑏𝑚𝑥
𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑥

𝑚−1 +⋯+ 𝑏1𝑥 + 𝑏0.
 

Потрібно обчислити: 

a. похідну )(xPn
 ; 

b. суму )(xPn + )(xPm ; 

c. різницю )(xPn – )(xPm ; 

d. добуток )(xPn  )(xPm ; 

e. вираз 𝑃𝑛(𝑥)
2 + 2𝑃𝑚(𝑥)

3 − ∫𝑃𝑛(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑃𝑚
′′(𝑥). 

Вивести коефіцієнти результуючих многочленів та обчислити їхнє 

значення в деякій точці 𝑥. 

7. Знайдіть екстремуми функції 𝑓(𝑥), якщо: 

a. 𝑓(𝑥) = 5𝑥3 − 7𝑥2 + 12𝑥 − 6; 

b. 𝑓(𝑥) = (−3𝑥2 − 8𝑥 + 13)2; 

c. 𝑓(𝑥) = (11𝑥2 + 2𝑥 − 4)2 + (2𝑥2 − 3𝑥 − 7)2. 

Визначте, використовуючи тест другою похідною, чи знайдені точки є 

точками мінімуму (максимуму). 

8. Баскетболіст кидає м’яч у кошик. За допомогою інтервальної зйомки 

отримано траєкторію руху м’яча. У списки x_list та h_list занесені 

його координати, відзняті в деякі моменти часу: 

x_list = np.array([1.3, 1.9, 2.7, 3.2, 4.0, 4.6, 5.3, 5.9, 6.6, 7.5]) 

h_list = np.array([3.2, 4.0, 4.5, 4.8, 4.8, 5.0, 4.9, 4.7, 4.5, 4.2]) 

Реалізуйте програму, в якій потрібно: 

- знайти траєкторію руху м’яча, використовуючи в якості лінії  тренду 

поліном другого степеня; 

- знайти висоту, з якої баскетболіст кинув м’яч; 

- визначити, чи потрапить м’яч у кошик, якщо її центр розміщено в 

точці 𝑥 =  8.0 на висоті ℎ =  3.0, а радіус рівний 0.27; 

- візуалізувати траєкторію польоту м’яча. 

9. Перші ступені ракети Saturn V, яка виводила на орбіту Apollo 11, 

створювали прискорення, що збільшувалося під час виконання цієї 

операції (переважно за рахунок зменшення маси при вигоранні палива). Це 

прискорення можна змоделювати (у м/с2) як функцію від часу після 

запуску t (у секундах) – квадратичним многочленом: 
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 𝑎(𝑡) =  2.198 + (2.842 × 10−2) ⋅ 𝑡 + (1.061 × 10−3) ⋅ 𝑡2.  

Потрібно знайти відстань, яку пройшла ракета, у кінці фази роботи 

середнього двигуна першого ступеня, тобто через 2 хв 15.2 с після запуску. 
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РОЗДІЛ 7 ОБРОБКА ДАНИХ З ПРОПУСКАМИ 

Після вивчення матеріалів цього розділу читач повинен уміти: 

1. Опрацьовувати дані для визначення відсотка пропусків. 

2. Визначати спосіб для заповнення пропусків. 

3. Додавати маску для відтворення за нею оригінального масиву. 

Ключові слова розділу: numpy.nan, дані з пропусками, заповнення 

пропусків, середнє значення, мода, медіана, маска. 

Пропуски у даних – це поширена проблема, з якою зіштовхуються під час 

аналізу реальних наборів даних. У бібліотеці NumPy пропуски часто 

позначаються як np.nan (Not a Number). NumPy надає ефективні інструменти 

для роботи з такими пропусками, включаючи їх виявлення та заповнення.  

Одним з перших кроків для роботи з новим великим за обсягом масивом є 

передобробка даних. Визначення відсотка пропусків у наборі даних – важливий 

крок передобробки. У NumPy пропуски зазвичай представлені значеннями 

np.nan для числових даних або спеціальними позначеннями для категорійних 

(наприклад, порожні рядки). У структурованих масивах варто враховувати поля 

окремо, оскільки пропуски можуть бути розподілені нерівномірно.  

Для виявлення пропусків у масивах використовують функцію 

np.isnan(): 

𝒏𝒑. 𝒊𝒔𝒏𝒂𝒏(𝑥), 

де x (array-like) – вхідний масив, який потрібно перевірити.  

Функція повертає масив логічних значень того самого розміру, що й  

вхідний масив x, де True вказує на np.nan. 

Розглянемо детальніше принцип дії функції np.isnan() на прикладі 

задачі знаходження відсотка пропущених значень у масивах різних видів. Для 

одновимірного масиву: 

# масив із пропусками 

data = np.array([10, np.nan, 30, np.nan, 50]) 

 

# відсоток пропусків 

missing_percentage = np.isnan(data).sum() / len(data) * 100 

print(f"Відсоток пропусків: {missing_percentage:.2f}%")  # 

40.00% 

Для структурованого масиву доцільно скористатися таким кодом: 

# структурований масив із пропусками 

data = np.array([(np.nan, np.nan, 'A'), (20, 40, 'B'), 

(np.nan, 50, '')], 

                dtype=[('col1', 'f8'), ('col2', 'f8'), 

('col3', 'U1')]) 
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# відсоток пропусків у кожному полі 

for field in data.dtype.names: 

    missing_percentage = np.sum(data[field] == '') if 

data[field].dtype.kind in 'SU' else 

np.isnan(data[field]).sum() 

    print(f"Поле {field}: {missing_percentage / len(data) * 

100:.2f}% пропусків") 

# поле col1: 66.67% пропусків 

# поле col2: 33.33% пропусків 

# поле col3: 33.33% пропусків 

Якщо відсоток пропусків надто великий, то доцільно провести їх 

видалення. Ми спинимося лише на випадках заповнення (imputation) 

пропущених значень. Пропуски варто заміняти, якщо: 

- невеликий відсоток пропусків: якщо кількість пропусків у полі не 

перевищує 10–20 %, заповнення є ефективним; 

- критичність поля: поле є ключовим для аналізу, і пропуски можуть сильно 

вплинути на результати; 

- тип даних: поле містить числові дані, де пропуски можна заповнити 

середнім, медіаною або іншими статистичними методами. 

Заповнення пропусків можна виконувати багатьма способами, але в цьому 

навчальному посібнику ми розглянемо лише кілька поширених способів, про які 

йтиметься далі. 

7.1 Заповнення пропусків середнім значенням 

Принцип цього методу полягає в тому, щоб замінити пропуски середнім 

значенням наявних даних у вибірці. Це один із найпоширеніших способів роботи 

з пропусками, особливо якщо дані мають нормально розподілену структуру. Цей 

підхід доречний, коли відсутні значення не є систематичними (тобто пропуски 

випадкові) і не становлять значної частки даних. 

Заповнення пропущених даним середнім значенням може призвести до 

втрати варіативності, адже всі пропуски заповнюються однаковим значенням, 

що може знизити дисперсію даних. Якщо пропуски не випадкові, цей підхід 

може призвести до зміщення оцінок.  

Розглянемо на прикладі заповнення пропусків у масиві середнім 

значенням.  

# генеруємо масив із пропусками 

data = np.random.rand(1000) 

data[np.random.choice(data.shape[0], 50, replace=False)] = 

np.nan  # додаємо пропуски 

 

# заповнення пропусків середнім значенням 

mean_value = np.nanmean(data) 

data_filled = np.where(np.isnan(data), mean_value, data) 

 

print(f"Середнє значення: {mean_value}")  # 0.4836009567198694 
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print(f"Кількість пропусків до заповнення: 

{np.isnan(data).sum()}")  # 50 

print(f"Кількість пропусків після заповнення: 

{np.isnan(data_filled).sum()}")  # 0 

Для заповнення пропущених даних у структурованому масиві можна 

використати такий код: 

# створення структурованого масиву 

structured_data = np.zeros(1000, dtype=[('field1', float), 

('field2', float)]) 

structured_data['field1'] = np.random.rand(1000) 

structured_data['field2'] = np.random.rand(1000) 

 

# додаємо пропуски у структурований масив 

structured_data['field1'][np.random.choice(1000, 100, 

replace=False)] = np.nan 

structured_data['field2'][np.random.choice(1000, 50, 

replace=False)] = np.nan 

 

# заповнення середнім значенням по кожному полю 

for field in structured_data.dtype.names: 

    mean_value = np.nanmean(structured_data[field]) 

    structured_data[field] = 

np.where(np.isnan(structured_data[field]), mean_value, 

structured_data[field]) 

 

print(f"Кількість пропусків у field1: 

{np.isnan(structured_data['field1']).sum()}")  # 0 

print(f"Кількість пропусків у field2: 

{np.isnan(structured_data['field2']).sum()}")  # 0 

Метод заповнення пропущених даних середнім значенням добре підходить 

для таких випадків: 

- пропущені значення в часі замірювання температури, середнє значення 

можна використовувати як оцінку; 

- при обробці медичних даних. Наприклад тоді, коли пацієнт пропустив 

кілька вимірювань, середнє значення по групі використовується для 

заповнення; 

- при обробці зображень. Якщо окремі пікселі пошкоджені (пропущені), 

середнє значення сусідніх може використовуватися для реконструкції. 

7.2 Заповнення пропусків медіаною 

Медіана є менш чутливою до викидів, ніж середнє значення, і часто 

використовується в наборах даних, які мають аномалії або нерівномірний 

розподіл. 

Як і у випадку із середнім значенням, всі пропуски заповнюються одним і 

тим самим значенням, що може призвести до втрати варіативності. Обчислення 

медіани може бути повільним для великих масивів, особливо багатовимірних. 
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Також слід зазначити, що цей метод заповнення пропусків не враховує 

залежності (кореляції) між полями. 

Розглянемо роботу методу на прикладі: 

# генеруємо дані з пропусками 

data = np.random.rand(1000) 

data[np.random.choice(data.shape[0], 50, replace=False)] = 

np.nan  # додаємо пропуски 

 

# заповнення пропусків медіаною 

median_value = np.nanmedian(data) 

data_filled = np.where(np.isnan(data), median_value, data) 

 

print(f"Медіана: {median_value}")  # 0.48608727791183104 

print(f"Кількість пропусків до заповнення: 

{np.isnan(data).sum()}")  # 50 

print(f"Кількість пропусків після заповнення: 

{np.isnan(data_filled).sum()}")  # 0 

Випадок багатовимірного масиву: 

# генеруємо 2D-масив із пропусками 

data_2d = np.random.rand(100, 10) 

data_2d[np.random.choice(100, 20), np.random.choice(10, 20)] = 

np.nan 

 

# заповнення пропусків медіаною по кожному стовпцю 

for col in range(data_2d.shape[1]): 

    median_value = np.nanmedian(data_2d[:, col]) 

    data_2d[:, col] = np.where(np.isnan(data_2d[:, col]), 

median_value, data_2d[:, col]) 

 

print(f"Кількість пропусків після заповнення: 

{np.isnan(data_2d).sum()}")  # 0 

Випадок структурованого масиву: 

# створення структурованого масиву 

structured_data = np.zeros(1000, dtype=[('field1', float), 

('field2', float)]) 

structured_data['field1'] = np.random.rand(1000) 

structured_data['field2'] = np.random.rand(1000) 

 

# додаємо пропуски 

structured_data['field1'][np.random.choice(1000, 100, 

replace=False)] = np.nan 

structured_data['field2'][np.random.choice(1000, 50, 

replace=False)] = np.nan 

 

# заповнення медіаною по кожному полю 

for field in structured_data.dtype.names: 

    median_value = np.nanmedian(structured_data[field]) 

    structured_data[field] = 

np.where(np.isnan(structured_data[field]), median_value, 
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structured_data[field]) 

 

print(f"Кількість пропусків у field1 після заповнення: 

{np.isnan(structured_data['field1']).sum()}")  # 0 

print(f"Кількість пропусків у field2 після заповнення: 

{np.isnan(structured_data['field2']).sum()}")  # 0 

Метод заповнення медіаною на практиці застосовують, наприклад, у таких 

випадках: 

- при обробці фінансових даних: у фінансових звітах пропущені дані можуть 

заповнюватися медіаною, щоб уникнути впливу на аналіз, коли присутні 

викиди (наприклад, аномальні значення прибутку чи збитків); 

- при обробці медичний даних: при дослідження рівня глюкози у крові, 

пропуски можуть бути заповнені медіаною, оскільки дані часто містять 

аномалії або сильно асиметричні розподіли. 

 

7.3 Заповнення пропусків модою 

Мода (найчастіше значення) використовується для заміни пропусків, 

особливо у випадках категорійних даних або в наборах даних із повторюваними 

значеннями. Слід зауважити, що якщо вибірка з пропущеними даними мала за 

обсягом або дані нерепрезентативні, то визначена мода може бути ненадійною. 

Приклад заповнення модою пропущених значень одновимірного масиву: 

# створення масиву із пропусками 

data = np.array([1, 2, 2, 3, np.nan, 2, 4, np.nan]) 

 

# знайдемо моду 

unique, counts = np.unique(data[~np.isnan(data)], 

return_counts=True) 

mode = unique[np.argmax(counts)] 

 

# замінюємо пропуски модою 

data_filled = np.where(np.isnan(data), mode, data) 

 

print("Масив після заповнення:", data_filled) 

# Масив після заповнення: [1. 2. 2. 3. 2. 2. 4. 2.] 

Випадок багатовимірного масиву: 

# створимо 2D-масив із пропусками 

data_2d = np.array([[1, 2, np.nan], 

                    [2, 2, 3], 

                    [np.nan, 4, 2]]) 

 

# розрахунок моди для кожного стовпця 

modes = [] 

for col in range(data_2d.shape[1]): 

    unique, counts = np.unique(data_2d[~np.isnan(data_2d[:, 

col]), col], return_counts=True) 

    modes.append(unique[np.argmax(counts)]) 
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# заповнення пропусків модою 

for col in range(data_2d.shape[1]): 

    data_2d[:, col] = np.where(np.isnan(data_2d[:, col]), 

modes[col], data_2d[:, col]) 

 

print("Масив після заповнення:\n", data_2d) 

# масив після заповнення: 

# [[1. 2. 3.] 

#  [2. 2. 3.] 

#  [2. 4. 2.]] 

Наведемо додатково приклад заповнення пропусків модою для 

структурованих масивів: 

# створення структурованого масиву 

dtype = [('Name', 'U10'), ('Age', 'f4'), ('Married', 'bool')] 

data_struct = np.array([('Alice', 25, True), 

                        ('Bob', 30, np.nan), 

                        ('Charlie', 25, False), 

                        ('David', np.nan, np.nan), 

                       ('Eva', np.nan, True)], dtype=dtype) 

 

# розрахунок моди для кожного числового поля 

fields = ['Age', 'Married'] 

for field in fields: 

    valid_data = 

data_struct[field][np.logical_not(np.isnan(data_struct[field])

)] 

    unique, counts = np.unique(valid_data, return_counts=True) 

    mode = unique[np.argmax(counts)] 

    data_struct[field] = 

np.where(np.isnan(data_struct[field]), mode, 

data_struct[field]) 

 

print("Структурований масив після заповнення модою:\n", 

data_struct) 

# [('Alice', 25.,  True) 

#  ('Bob', 30.,  True) 

#  ('Charlie', 25., False) 

#  ('David', 25.,  True) 

#  ('Eva', 25.,  True)] 

На практиці заповнення пропущених значень модою може 

використовуватись у таких випадках: 

- для обробки даних опитування. Якщо в результатах соціологічного 

дослідження на запитання “Який ваш улюблений напій?” є пропуски, 

використовується заповнення модою, щоб замінити пропуски 

найпопулярнішою відповіддю, наприклад, “Кава”; 

- при роботі з медичними даними: для заповнення пропусків у 

категоріальних даних, таких як тип хвороби або результат тесту (“норма”, 

“підвищено”), використовується мода; 
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- обробка рейтингів: якщо пропуски є у рейтингах товарів (наприклад, 1 − 5 

зірок), заповнення модою дозволяє зберегти інформацію про популярність 

оцінок. 

7.4 Лінійна інтерполяція 

Лінійна інтерполяція – це метод оцінки невідомих значень, які лежать між 

двома відомими точками, шляхом припущення, що дані змінюються лінійно між 

цими точками. 

Заповнення пропущених даних методом лінійної інтерполяції доцільно 

використовувати у таких випадках: 

- якщо дані мають тренд – тобто зміна значень між сусідніми точками є 

приблизно лінійною; 

- для рівномірно розподілених значень – інтерполяція працює найкраще, 

коли дані мають однакові проміжки; 

- якщо пропуски не є надто численними, то метод працює досить ефективно. 

Метод не підходить, якщо для деякого пропуску відсутні сусідні значення, 

бо лінійна інтерполяція не заповнить пропуски на краях масиву. 

Функція np.interp() використовується для одновимірної інтерполяції. 

Вона дозволяє оцінити значення у певних точках на основі лінійної інтерполяції 

між двома наборами даних. Синтаксис: 

𝒏𝒑. 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓𝒑(𝑥, 𝑥𝑝, 𝑓𝑝, 𝑙𝑒𝑓𝑡 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑 = 𝑁𝑜𝑛𝑒), 
де 

x (array-like) – одновимірний масив точок розмірності (M,), у яких 

потрібно виконати інтерполяцію. 

xp (array-like) – одновимірний масив розмірності (N,), що представляє 

відомі значення (уздовж осі X). Він повинен бути строго зростаючим. 

fp (array-like) – одновимірний масив значень, що відповідають точкам  

із xp (уздовж осі Y). Розмірність цього масиву має бути (N,). 

left (float або None, опціональний) – значення, яке повертається для 

точок з масиву x, менших за мінімум у xp. За замовчуванням: значення, 

яке екстраполюється лінійно. 

right (float або None, опціональний) – значення, яке повертається для 

точок з масиву x, більших за максимум у xp. За замовчуванням: значення, 

яке екстраполюється лінійно. 

period (float або None, опціональний) – якщо задано, функція інтерпретує 

xp як циклічний масив із періодом period. За замовчуванням: None. 

При роботі з функцією np.interp() слід тримати на контролі такі нюанси: 

- масив xp має бути строго зростаючим, інакше функція видасть помилку; 
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- якщо x виходить за межі xp, повертається значення left або right 

(якщо задані). Якщо ж вони не вказані, за замовчуванням функція повертає 

відповідно крайні значення з fp; 

- встановлення періоду дозволяє обчислювати значення для точок, що 

виходять за межі діапазону xp, ураховуючи періодичність; 

- np.interp() працює лише з одновимірними масивами. Для 

багатовимірних масивів слід використовувати інші методи, такі як 

scipy.interpolate, що надається бібліотекою SciPy. 

Розглянемо роботу методу для задачі відновлення значень температури, 

якщо сенсор пропустив кілька точок під час замірювань: 

temps = np.array([22.0, 23.5, np.nan, 25.0, np.nan, 26.5, 

28.0]) 

x = np.arange(len(temps)) 

nans = np.isnan(temps) 

 

# примітка ~ - це логічне заперечення, та саме, що і 

np.logical_not() 

temps[nans] = np.interp(x[nans], x[~nans], 

np.array(temps)[~nans]) 

print(temps)  # [22.0, 23.5, 24.25, 25.0, 25.75, 26.5, 28.0] 

Розглянемо додатково лінійну інтерполяцію багатовимірних та 

структурованих масивів: 

# багатовимірний масив із пропусками 

arr = np.array([[1, np.nan, 3], [4, 5, np.nan], [np.nan, 8, 

9]]) 

 

# лінійна інтерполяція по кожному рядку 

for i in range(arr.shape[0]): 

    row = arr[i, :] 

    nans = np.isnan(row) 

    x = np.arange(len(row)) 

    arr[i, nans] = np.interp(x[nans], x[~nans], row[~nans]) 

 

print("Після інтерполяції:\n", arr)  # [[1. 2. 3.] 

                                      #  [4. 5. 5.] 

                                      #  [8. 8. 9.]] 

 

# структурований масив із пропусками 

data = np.array( 

    [(1, 2, np.nan), (4, np.nan, 6), (np.nan, 8, 9)], 

    dtype=[("A", float), ("B", float), ("C", float)],) 

 

fields = data.dtype.names  # Імена полів 

for field in fields: 

    values = data[field] 

    nans = np.isnan(values) 

    x = np.arange(len(values)) 

    data[field][nans] = np.interp(x[nans], x[~nans], 

values[~nans]) 
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print("Після інтерполяції:\n", data)  #  [(1., 2., 6.)  

                                      #   (4., 5., 6.)  

                                      #   (4., 8., 9.)] 

Наведемо можливі реальні приклади використання методу заповнення 

пропусків за допомогою лінійної інтерполяції: 

- аналіз часових рядів: наприклад, температурні або фінансові дані, де кілька 

значень пропущено, і потрібно оцінити їх за наявними; 

- обробка сигналів: у випадку, якщо сенсори втрачають дані, інтерполяція 

дозволяє відновити сигнал; 

- наукові дослідження: наприклад, заповнення прогалин у вимірюваннях 

концентрації газів в атмосфері, якщо дані збираються нерівномірно; 

- обробка зображень: якщо в піксельному масиві відсутні значення через 

пошкодження, можна використовувати інтерполяцію для відновлення 

зображення. 

Крім уже згаданих способів роботи з пропусками, існує ще велике 

різноманіття інших методів, для кожного конкретного можна виділити ще низку 

методів: 

- Заповнення сусідніми значеннями. Заповнює пропуски значеннями з 

найближчих сусідів (наприклад, попереднє чи наступне значення). 

Підходить у випадках, коли дані є часовим рядом або вимагають 

збереження локальних змін. 

- Заповнення константою. Пропуски замінюються фіксованим значенням, 

часто це 0, −1, або будь-яка інша константа, що має сенс у контексті задачі. 

Цей метод доцільно використовувати для заповнення пропущених значень 

у даних, де пропуски мають конкретний зміст (наприклад, “нульова 

активність”). 

- Заповнення за законом розподілу. Пропуски заповнюються випадковими 

значеннями, згенерованими з розподілу (наприклад, нормального, 

біноміального, Пуассона і т. п.). Заміняти np.nan таким чином доцільно, 

якщо точно відомо, що дані підкоряються певному розподілу, і його 

параметри відомі. 

- Заповнення методом останнього відомого значення (LOCF – Last 

Observation Carried Forward). Метод копіює останнє відоме значення для 

заповнення пропуску і підходить, наприклад, для часових рядів із 

тенденцією до стабільності. 

7.5 Використання масок при роботі з пропусками 

Створення масок під час заміни пропусків у масивах дозволяє 

відстежувати, які саме елементи були змінені. Це корисно для аналізу або 

відтворення початкового стану масиву. Розглянемо, як це працює для 

одновимірних, багатовимірних і структурованих масивів у NumPy. 
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 Загальний принцип полягає у тому, щоб створити маску за допомогою 

методу np.isnan(). На основі цього пропуски замінюються на відповідні 

значення (середнє, медіана тощо). За потреби, скориставшись маскою, можна 

відтворити змінені елементи до їхнього початкового стану. 

Розглянемо приклад заміни пропусків одновимірного масиву середнім 

значенням та подальшого відтворення оригінального масиву. 

# масив із пропусками 

data = np.array([1.5, np.nan, 2.5, np.nan, 3.5]) 

 

# створення маски 

mask = np.isnan(data) 

 

# заповнення пропусків середнім 

mean_value = np.nanmean(data) 

data[mask] = mean_value 

 

print("Масив із заповненими пропусками:", data) 

# Масив із заповненими пропусками: [1.5 2.5 2.5 2.5 3.5] 

 

# відтворення оригінального масиву за маскою 

data[mask] = np.nan 

print("Відновлений оригінальний масив:", data) 

# Відновлений оригінальний масив: [1.5 nan 2.5 nan 3.5] 

У наступному прикладі всі попуски двовимірного масиву замінюються 

нулями. 

# 2D масив із пропусками 

data_2d = np.array([[1, np.nan, 3], 

                    [4, 5, np.nan], 

                    [np.nan, 8, 9]]) 

 

# створення маски 

mask_2d = np.isnan(data_2d) 

 

# заповнення пропусків нулями 

data_2d[mask_2d] = 0 

 

print("Масив із заповненими пропусками:") 

print(data_2d)  # [[1. 0. 3.] 

                #  [4. 5. 0.] 

                #  [0. 8. 9.]] 

 

 

# відтворення оригінального масиву за маскою 

data_2d[mask_2d] = np.nan 

print("Відновлений оригінальний масив:") 

print(data_2d)  # [[ 1. nan  3.] 

                #  [ 4.  5. nan] 

                #  [nan  8.  9.]] 
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Також розглянемо на прикладі заміну пропусків середнім у полі 

структурованого масиву. 

# створення структурованого масиву з пропусками 

data_struct = np.array([(1.5, np.nan), (2.5, 3.5), (np.nan, 

4.5)], dtype=[('A', 'f8'), ('B', 'f8')]) 

 

# маска для кожного поля 

mask_A = np.isnan(data_struct['A']) 

mask_B = np.isnan(data_struct['B']) 

 

# заміна пропусків середнім 

data_struct['A'][mask_A] = np.nanmean(data_struct['A']) 

data_struct['B'][mask_B] = np.nanmean(data_struct['B']) 

 

print("Масив із заповненими пропусками:") 

print(data_struct)  # [(1.5, 4.0) (2.5, 3.5) (2.0, 4.5)] 

 

# відтворення оригінального масиву 

data_struct['A'][mask_A] = np.nan 

data_struct['B'][mask_B] = np.nan 

print("Відновлений оригінальний масив:") 

print(data_struct)  # [(1.5, nan) (2.5, 3.5) (nan, 4.5)] 

Як бачимо, заповнення пропусків у даних є важливою частиною обробки 

даних, що допомагає підтримувати їхню цілісність і точність аналізу. Серед 

найбільш поширених методів заповнення можна виділити використання 

середнього значення, медіани, моди, а також лінійну інтерполяцію. Кожен метод 

має свої переваги і недоліки: середнє значення добре працює для симетричних 

даних, медіана – для даних, що мають викиди, а мода – для категоріальних 

змінних. Лінійна інтерполяція підходить для даних, які мають часову або 

просторову залежність. Вибір методу залежить від природи даних та конкретної 

задачі.  
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Контрольні запитання до розділу 

1. Чи для масивів доцільно проводити заповнення пропущених значень? 

2. У яких випадках доцільно скористатися заповненням пропусків середнім 

значенням? 

3. Нехай задано структурований масив і в одному його полі є більше ніж 75 % 

пропущених значень. Чи доцільно заповнювати пропуски цього поля? 

Якщо так, то яким способом це можна зробити? Якщо ні, то чи потрібно 

видаляти всі записи, які містять пропуски за заданим полем? Відповідь 

обґрунтуйте. 

4. Яким способом краще заповнити пропуски у даних рядкового типу, де, 

крім np.nan, фігурують лише три типи відповідей? 

5. У чому полягає суть заповнення пропусків методом лінійної інтерполяції? 

6. Для чого потрібно додавати маску для масивів, у яких заповнюються 

пропуски? Коли це доцільно робити? 

Завдання для самостійного виконання 

1. Згенеруйте декілька одновимірних, двовимірних та структурованих 

масивів з різними типами даних і будь-якого розміру: 

- згенеруйте ціле число 𝑎 у діапазоні від 15 до 27 та замініть у 

отриманому масиві 𝑎 % значень на np.nan; 

- залежно від типу даних заповніть отримані пропуски одним із 

методів, що були наведені у розділі 7; 

- створіть маски та відновіть оригінальні масиви за ними. 

2. Завантажте реальний набір даних з пропусками. Перетворіть ці дані у 

масив NumPy. Проаналізуйте, яким способом найкраще заповнити 

пропущені значення у вашому випадку. Створіть маску для подальшого 

відновлення оригінального набору даних. 
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РОЗДІЛ 8 ГРАФІКИ ТА ВІЗУАЛІЗАЦІЯ:  

ІНТЕГРАЦІЯ NumPy ТА Matplotlib 

Після вивчення матеріалів цього розділу читач повинен уміти: 

1. Інсталювати та імпортувати у свої скрипти бібліотеку Matplotlib. 

2. Створювати різні види графіків і діаграм. 

3. Використовувати масиви NumPy як дані для побудови графіків. 

4. Налаштовувати вигляд графіків та області побудови. 

 

Для побудови графіків і діаграм використовується бібліотека Matplotlib. Ця 

бібліотека поширюється за вільною ліцензією, що є важливим для використання 

у навчальному процесі. 

8.1 Інсталяція та імпорт Matplotlib 

 Мatplotlib – це інтегрований з Python сторонній пакет математичної 

графіки, який використовують для візуалізації графіків і діаграм. Ця бібліотека 

не є стандартною, переважно у ході розробки [у тому числі й IDLE(Python)] її 

потрібно встановити. Як і бібліотеку NumPy, Matplotlib можна встановити, 

використовуючи менеджер пакетів pip або pip3 (див. Розділ 1), який 

запускається з командного рядка операційної системи такою командою: 

pip3 install matplotlib 

Щоб спростити звернення до функції цієї бібліотеки, можна присвоїти їй 

псевдонім. Серед спільноти розробників найчастіше імпортують 

matplotlib.pyplot, як plt:  

import matplotlib.pyplot as plt 

8.2 Створення графічної області та елементи стилізації графіків 

За допомогою бібліотеки Matplotlib створюється графічна область, на якій 

можуть відображатися такі елементи: точки, лінії, осі координат, заголовок, 

легенди ліній та ін. 

Графічна область є прямокутної сіткою, координати вузлів якої 

визначаються або в автоматичному режимі, або можуть бути встановлені 

користувачем. У графічну область можна вивести точку з координатами (𝑥, 𝑦). 
Значення 𝑥 збільшуються по горизонталі зліва направо, а значення 𝑦 – по 

вертикалі знизу вверх, аналогічно до декартової системи координат. 

Для відображення створених графіків чи інтерфейсів у середовищі, яке 

підтримує графічний інтерфейс (GUI), використовують метод plt.show(): 

𝒑𝒍𝒕. 𝒔𝒉𝒐𝒘(𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 = 𝑇𝑟𝑢𝑒), 
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де  

block (за замовчуванням True) – логічний параметр, який вказує на те, чи 

потрібно зупинити виконання програми, доки вікно з графіком не буде 

закрите користувачем: 

- block = True: графік блокує подальше виконання коду, доки вікно 

з графіком відкрито; 

- block = False: графік відображається у фоновому режимі,  

і програма продовжує виконуватись без очікування закриття вікна. 

Зауважимо, що у більшості інтерактивних середовищ не потрібно 

використовувати метод plt.show(). Якщо ви працюєте у Jupyter Notebook, 

Google Colab чи іншому інтерактивному середовищі, графік зазвичай 

відображається прямо в інтерфейсі (усередині вікна браузера). Для цього в 

середовищі можуть бути активовані команди на кшталт  

%matplotlib inline. Натомість у скриптах Python за межами інтерактивних 

середовищ без виклику plt.show() побудовані графіки не буде відображено. 

 

8.2.1 Побудова ліній 

Для побудови ліній за точками на площині використовується метод 

plt.plot():  

𝒑𝒍𝒕. 𝒑𝒍𝒐𝒕(𝑥, 𝑦,∗ 𝑎𝑟𝑔𝑠,∗∗ 𝑘𝑤𝑎𝑟𝑔𝑠), 
де  

x – список значень по осі абсцис: якщо його не вказано, то за 

замовчуванням для координат осі 𝑂𝑋 буде використано список  
[0, 1, 2, 3, 4, … , 𝑛 − 1], де 𝑛 = 𝑙𝑒𝑛(𝑦); 

y – список значень по осі ординат;  

*args, **kwargs – необов’язкові позиційні та іменовані аргументи, які 

дозволяють задати формат відображення лінії на графіку (її 

характеристики). 

Наприклад, побудуємо графік по точках, координати яких подані у вигляді 

двох масивів (останній оператор потрібний, щоб відобразити лінію в області 

побудови):  

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

x = np.array([-0.5, 2, -2, -0.5, 2.5]) 

y = np.array([3, 25, 11, 0.25, 3.33]) 

plt.plot(x, y) 

plt.show() 

У результаті буде відображено графічну область, на якій зображена ламана 

лінія, що утворилась внаслідок з’єднання відповідних точок (див. рис. 8.1). 
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Рисунок 8.1 – Результат візуалізації даних за допомогою plt.plot() 

8.2.2 Структура вікна побудови графіка 

Як бачимо з рис. 8.1, графік побудовано в окремому вікні, яке зазвичай 

містить панель інструментів для взаємодії з ним: зміни масштабу, задання 

відступів та збереження рисунка в окремому файлі. Кнопки можуть мати різний 

вигляд залежно від операційної системи чи використовуваного інтерфейсу. А в 

деяких інтерактивних середовищах (наприклад, Jupyter Notebook) панель 

інструментів може бути спрощеною або взагалі відсутньою, залежно від режиму 

відображення графіка. 

Розглянемо докладніше панель керування, що розташована під графіком на 

рис. 8.1. Ця панель складається з декількох кнопок. Пояснимо їх призначення по 

черзі зліва направо. 

Reset original view (Home) – перша кнопка (з будинком) повертає 

користувача до дефолтного зображення, тобто того, яке було на самому початку 

перегляду рисунка. 

Back та Forward – друга і третя кнопки зі стрілками дозволяють 

користувачеві переміщуватися між виглядами. Наприклад, з їх допомогою можна 

порівнювати різні масштаби наближення до якоїсь точки. 
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Pan/Zoom – кнопка (з хрестиком або рукою, залежно від операційної 

системи) дозволяє переміщатися по графіку (панорамування) та змінювати 

масштаб (збільшення або зменшення). Для масштабування використовується 

прокручування миші, а для переміщення – клацання та перетягування. 

Zoom to  rectangle – кнопка, яка дає змогу намалювати прямокутник 

навколо області, яку потрібно збільшити. Оберіть цю кнопку, потім клацніть  

і перетягніть мишу, щоб вибрати область для збільшення. 

Configure subplots – кнопка з іконкою у вигляді квадратів із проміжками. 

При натисканні відкриває вікно для налаштування відступів між графіками у 

фігурі (наприклад, можна змінити відступи між підграфіками або від країв). 

Save the figure – кнопка, на якій зображена дискета, дає змогу зберегти 

графік у файл. Можна вибрати формат (наприклад, PNG, PDF, SVG) та місце 

збереження. 

Зауважимо, що зберегти рисунок можна і автоматично, викликавши у коді 

програми метод plt.savefig() та передавши йому ім’я файла, наприклад:  

plt.savefig(‘myplot.png’) 

8.2.3 Елементи стилізації графіків 

Бібліотека Matplotlib дозволяє встановити такі характеристики лінії:  

- маркер точок, за якими будується лінія, його розмір;  

- стиль (суцільна чи пунктирна лінія, відсутній та ін.);  

- колір (червоний, зелений тощо);  

- товщина (у пікселях).  

Налаштування можна зробити, або вказавши відповідні параметри в методі 

plt.plot(), як зображено в табл. 8.1, або скориставшись методом 

plt.setp(), який установлює характеристики лінії, що задана як його перший 

параметр.  

Таблиця 8.1 – Деякі характеристики лінії та точки в plt.plot() 

 

Метод з параметрами Опис 

plt.plot(x, y)  

 

Створює лінію, в якій 

використовуються параметри 

відображення, встановлені за 

замовчуванням (x, y – списки) 

plt.plot(x, y, "bo") 

 

Створює точку з координатами  

х та у, відображається маркером 

круглої форми (о) та синього кольору 

(b)  
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Продовження таблиці 8.1 

 

  Для того, щоб використовувати метод plt.setp() для установки 

характеристик ліній, потрібно: 

Метод з параметрами Опис 

plt.plot(y)  

 

Створює точки на графіку, як значення 

x використовується інтервал від 0 до 

кількості значень у списку y мінус 1  

plt.plot(y, "r+")  

 

Створює точки на графіку, як значення 

x використовується інтервал від 0 до 

кількості значень у списку y мінус 1, 

маркер точки + червоного кольору 

plt.plot(x, y, "go--", 

linewidth=2, markersize=12)  

 

Створює пунктирну лінію зеленого 

кольору, товщиною 2, як маркери 

використовуються круги з радіусом 12 

пікселів 
plt.plot(x, y, color="green", 

marker="o", 

linestyle="dashed",linewidth=2, 

markersize=12)  

 

Інший спосіб оголосити попередню 

лінію 

Стилі маркерів 
'.'  точка  
'o'  круг  
'v'  трикутник, вершиною донизу  
'^'  трикутник, вершиною вгору  
'+'  плюс  
'x'  хрестик  
'_'  підкреслення  

Стилі ліній 

'-' або 'solid'  суцільна лінія 
'--' або 'dashed'  пунктирна лінія 
'-.' або 'dashdot'  штрих-пунктирна лінія 
':' або 'dotted'  лінія з точок 
' ' або 'None'  без лінії 

Кольори 

'b' або 'blue'  синій  

'g' або 'green'  зелений  

'r' або 'red'  червоний  

'c' або 'cyan'  блакитний  

'm' або 'magenta'  пурпуровий  

'y' або 'yellow'  жовтий  

'k' або 'black'  чорний  

'w' або 'white'  білий  
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- присвоїти лінії ім’я:  
line = plt.plot( [0, 1, 4, 9, 25 ])  

- задати потрібні характеристики для лінії, яка вказується першим 

параметром методу np.setp():  
plt.setp(line, color= "red", linewidth=2, marker="o" ) 

- відобразити лінію в області побудови:  
plt.show() 

Зауважимо, що способи стилізації ліній і маркерів не обмежуються даними 

з табл. 8.1. Так, наприклад, можна додатково вибирати колір за кодом RGB, або 

за спеціальними назвами відтінків (див. [13]), налаштовувати рівень прозорості 

об’єктів побудови (параметр alpha) тощо. 

8.2.4 Осі координат 

Для побудови та налаштування координатних осей існує декілька способів. 

Ми розглянемо лише метод plt.gca(). На графіку можуть бути відображені 

чотири півосі, звертання до яких здійснюється таким чином:  

gca().spines["left"] # ліва піввісь 

gca().spines["bottom"] # нижня піввісь 

gca().spines["top"] # верхня піввісь 

gca().spines["right"] # права піввісь 

Для кожної із них можна вказати її розташування за допомогою функції: 

𝒑𝒍𝒕. 𝒔𝒆𝒕_𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏(𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛), 

де 

 position – положення осі на графіку, при цьому можна задати:  

- zero – у точці з координатою 0 по відповідній осі;  

- center – по центру області виведення графіків.  

Управління видимістю осі здійснюється за допомогою методу:  

𝒑𝒍𝒕. 𝒔𝒆𝒕_𝒗𝒊𝒔𝒊𝒃𝒍𝒆(𝑏), 

у якому значення логічного параметра b може бути True для відображення осей, 

або False – в іншому випадку.  

Щоб намалювати ламану в декартовій системі координат, потрібно 

прибрати верхню та праву піввісь, а ліву та нижню залишити в позиції zero. 

Щоб задати підписи осей, доцільно скористатися функціями 

plt.xlabel() і plt.ylabel(), детальніше з їхніми параметрами можна 

ознайомитись за допомогою офіційної документації Matplotlib [13]. 

# задаємо значення по осях абсцис та ординат 

x = np.linspace(0, 1, 101) 

y = x * np.sin(100 * x) 

 

https://matplotlib.org/stable/gallery/color/named_colors.html
https://matplotlib.org/stable/api/_as_gen/matplotlib.pyplot.xlabel.html#matplotlib.pyplot.xlabel
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# формуємо лінію 

line = plt.plot(x, y) 

 

# задаємо формат її виведення через setp 

plt.setp(line, color="green", linewidth=0.85) 

 

# встаовлюємо дві півосі в положення zero 

plt.gca().spines["left"].set_position("zero") 

plt.gca().spines["bottom"].set_position("zero") 

 

# приховуємо інші дві півосі 

plt.gca().spines["top"].set_visible(False) 

plt.gca().spines["right"].set_visible(False) 

 

# підписуємо осі та налаштовуємо позицію та стиль підпису 

plt.xlabel('OX', loc='right', fontdict={'font': 'roboto', 

'fontstyle': 'italic'}) 

 

plt.ylabel('OY', loc='top', fontdict={'font': 'roboto', 

'fontstyle': 'italic'}) 

 

# виводимо на екран область побудови 

plt.show() 

У результаті роботи програми отримуємо графік (рис. 8.2). 

 
Рисунок 8.2 – Настроювання координатних осей 
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8.2.5 Легенда і заголовок 

Легенда – це умовне позначення графіків. Легенда показує назви і маркери 

ліній, які використовуються при їх відображенні в області побудови. Для кожної 

лінії задається параметр – підпис, який буде виводитись як легенда. Це можна 

зробити двома шляхами: або задати параметр label при створенні лінії. 

Наприклад так:  

line1 = plt.plot(x, y, label='ламана лінія') 

plt.legend() 

plt.show() 

Або ж можна задати цей параметр одночасно з установкою параметрів 

стилю лінії:  

plt.setp(line2, color="red", linewidth=2, label='червона 

лінія') 

Для виведення в область побудови легенди використовується метод 

plt.legend(). У цьому випадку для розміщення вибирається “найкраща” з 

позицій в області побудови. Якщо потрібно змінити розміщення виведення, то 

можна скористатися методом: plt.legend(loc="position"). Параметр 

position визначає розміщення легенди на графіку. Він може набувати таких 

значень: best, upper right, upper left, lower left, lower 
right, right, center left, center right, lower center, 

upper center, center. 

Для того, щоб вивести заголовок графіка, можна скористатися функцією 

plt.title(). Наприклад, побудуємо дві ламані лінії та задамо для них легенду 

й заголовок. 

# задаємо область визначення та області значень 

x = np.linspace(0,3,301) 

y1 = x**2 * np.exp(-x**2) 

y2 = x**4 * np.exp(-x**4) 

 

# створюємо об'єкти для побудови 

line1 = plt.plot(x, y1, label="x**2*exp(-x**2)") 

line2 = plt.plot(x, y2) 

 

# стилізуємо графіки через setp 

plt.setp(line1, linestyle='--', color='crimson', alpha=0.8) 

plt.setp(line2, color='navy', linewidth = 1.2, alpha=0.8, 

label = 'x**4*exp(-x**4)') 

 

#оформлення рисунка 

plt.xlabel("OX") 

plt.ylabel("OY") 

plt.title("Стилізований графік") 

plt.legend() 

plt.show() 

Результат зображено на рис. 8.3. 
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Рисунок 8.3 – Результат побудови ламаних з налаштуваннями легенди 

8.2.6 Створення підграфіків 

Якщо потрібно створити кілька рисунків (підграфіків) на одному аркуші 

(екрані), то можна скористатись одним із трьох підходів: 

- використання функції plt.subplot() для зазначення місця розміщення 

поля з графіком; 

- використання функції plt.subplots() для попереднього задання сітки, 

в яку будуть укладатися поля; 

- використання GridSpec для більш гнучкого завдання геометрії 

розміщення полів із графіками в сітці. 

Розглянемо всі три підходи почергово. 

Найпростіший спосіб представити графіки в окремих полях – це 

використовувати функцію plt.supplot() для задання їх місць розміщення. 

Для вирішення поточної задачі доведеться один з параметрів – розмір підкладки, 

задати вручну. За це відповідає аргумент figsize функції figure(), якому 

присвоюється кортеж з двох float елементів, що визначають висоту і ширину 

підкладки. Після завдання розміру вказується місце розташування, куди буде 

встановлено поле з графіком за допомогою функції plt.subplot(). 

Найчастіше використовують такі варіанти її виклику: 

𝒑𝒍𝒕. 𝒔𝒖𝒃𝒑𝒍𝒐𝒕(𝑛𝑟𝑜𝑤𝑠, 𝑛𝑐𝑜𝑙𝑠, 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥), 

де nrows (int) – кількість рядків; ncols (int) – кількість стовпців; index (int) – 

положення елемента. 
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𝒑𝒍𝒕. 𝒔𝒖𝒃𝒑𝒍𝒐𝒕(𝑝𝑜𝑠), 
де pos (int) – позиція, у вигляді тризначного числа, що містить інформацію про 

кількість рядків, стовпців і індексів. Наприклад 2, 1, 2 означає підготувати 

розмітку з двома рядками і одним стовпцем, елемент вивести в першу позицію 

другого рядка.  

Цей варіант можна використовувати, якщо кількість рядків і стовпців сітки 

не перевищує 10. 

Розглянемо приклад використання цього методу. 

# створюємо масиви для побудови графіків 

x = np.arange(1, 5.5, 0.5) 

y1 = 2 * x - 3 

y2 = x**2 

 

# створюємо область побудови 

plt.figure(figsize=(9, 9)) 

 

#  побудова y1 

plt.subplot(2, 1, 1) 

plt.plot(x, y1) 

plt.title('y1 = 2 * x - 3;') 

plt.ylabel('y1') 

plt.grid(True) 

 

# побудова y2 

plt.subplot(2, 1, 2) 

plt.plot(x, y2) 

plt.title('y2 = x**2;') 

plt.ylabel('y2') 

plt.grid(True) 

plt.show() 

Розглянемо додатково побудову графіків, які демонструють різницю між 

середньомісячною температурою в Україні, у порівнянні зі середньомісячною 

температурою у Львові та Києві, за допомогою plt.subplot(). 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

# дані для побудови 

months = np.arange(1, 13) 

lviv_av_temp = np.array([-11, -19, -7, 7, 13, 22, 29, 22, 16, 

11, -2, -13]) 

kyiv_av_temp = np.array([-9, -11, -11, 12, 15, 30, 32, 24, 15, 

12, -5, -13]) 

av_temp = np.array([-18, -23, -8, 9, 15, 22, 28, 20, 18, 9, 2, 

-12]) 

 

# створюємо область побудови 

plt.figure(figsize=(10, 8)) 
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# перший графік: Львів і середня температура по Україні 

plt.subplot(2, 1, 1)  # 2 рядки, 1 колонка, 1-й графік 

plt.plot(months, av_temp, label='Середня місячна температура в 

Україні', color='#1387AF', linestyle='--') 

plt.plot(months, lviv_av_temp, label='Середня місячна 

температура у Львові', color='#FF5733', linestyle='-') 

plt.xlabel("Місяці") 

plt.ylabel("Температура (°C)") 

plt.title("Середня місячна температура: Львів та Україна") 

plt.legend() 

plt.grid(True) 

 

# другий графік: Київ і середня температура по Україні 

plt.subplot(2, 1, 2)  # 2 рядки, 1 колонка, 2-й графік 

plt.plot(months, av_temp, label='Середня місячна температура в 

Україні', color='#1387AF', linestyle='--') 

plt.plot(months, kyiv_av_temp, label='Середня місячна 

температура у Києві', color='#33A02C', linestyle='-') 

plt.xlabel("Місяці") 

plt.ylabel("Температура (°C)") 

plt.title("Середня місячна температура: Київ та Україна") 

plt.legend() 

plt.grid(True) 

 

# підганяємо компонування 

plt.tight_layout() 

# відображаємо графік 

plt.show() 

На рис. 8.4 наведемо графіки, що були побудовані у результаті виконання 

цієї програми. 

 
Рисунок 8.4 – Порівняння середньої температури за місяць  

в Україні, Києві та Львові 
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Одна з незручностей використання послідовного виконання функцій 

plt.subplot() полягає в тому, що кожен раз доводиться вказувати кількість 

рядків і стовпців сітки. Для того, щоб цього уникнути, можна скористатися 

функцією plt.subplots(), яка повертає два об’єкти, перший – це Figure 

(підкладка, на якій будуть розміщені поля з графіками), другий – об’єкт або масив 

об’єктів Axes, через які можна отримати повних доступ до налаштування 

зовнішнього вигляду відображуваних елементів. 

Розглянемо, наприклад, побудову графіків для порівнянь температур, які 

зображені на рис. 8.4, але тепер для їх створення скористаємося методом  

plt.subplots(). 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

# дані для побудови 

months = np.arange(1, 13) 

lviv_av_temp = np.array([-11, -19, -7, 7, 13, 22, 29, 22, 16, 

11, -2, -13]) 

kyiv_av_temp = np.array([-9, -11, -11, 12, 15, 30, 32, 24, 15, 

12, -5, -13]) 

av_temp = np.array([-18, -23, -8, 9, 15, 22, 28, 20, 18, 9, 2, 

-12]) 

 

# створюємо область побудови 

fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(nrows=2, ncols=1, figsize=(10, 

8))  # два графіки у стовпчик 

 

# перший графік: Львів і середня температура по Україні 

ax1.plot(months, av_temp, label='Середня місячна температура в 

Україні', color='#1387AF', linestyle='--') 

ax1.plot(months, lviv_av_temp, label='Середня місячна 

температура у Львові', color='#FF5733', linestyle='-') 

ax1.set_xlabel("Місяці") 

ax1.set_ylabel("Температура (°C)") 

ax1.set_title("Середня місячна температура: Львів та Україна") 

ax1.legend() 

ax1.grid(True) 

 

# другий графік: Київ і середня температура по Україні 

ax2.plot(months, av_temp, label='Середня місячна температура в 

Україні', color='#1387AF', linestyle='--') 

ax2.plot(months, kyiv_av_temp, label='Середня місячна 

температура у Києві', color='#33A02C', linestyle='-') 

ax2.set_xlabel("Місяці") 

ax2.set_ylabel("Температура (°C)") 

ax2.set_title("Середня місячна температура: Київ та Україна") 

ax2.legend() 

ax2.grid(True) 

 

# підганяємо компонування 

plt.tight_layout() 
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# відображаємо графік 

plt.show() 

GridSpec – це інструмент бібліотеки Matplotlib, який дозволяє 

створювати гнучкі макети графіків із точним контролем над розмірами та 

розташуванням підграфіків. На відміну від plt.subplots(), який створює 

рівномірно розподілені осі, GridSpec дозволяє задавати різні пропорції висоти 

та ширини, об’єднувати комірки та адаптувати розміщення графіків у межах 

одного полотна (figure). 

Для використання цього підходу спочатку створюється об’єкт сітки (gs), 

далі окремі графіки додаються через fig.add_subplot(gs[row, col]), 

що дає змогу контролювати розмірність та розташування графіків, роблячи 

GridSpec чудовим вибором для складних макетів. 

Розглянемо приклад побудови графіка, аналогічного до того, що 

зображений на рис. 8.4, але тепер уже за допомогою GridSpec. 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

import matplotlib.gridspec as gridspec 

 

# дані для побудови 

months = np.arange(1, 13) 

lviv_av_temp = np.array([-11, -19, -7, 7, 13, 22, 29, 22, 16, 

11, -2, -13]) 

kyiv_av_temp = np.array([-9, -11, -11, 12, 15, 30, 32, 24, 15, 

12, -5, -13]) 

av_temp = np.array([-18, -23, -8, 9, 15, 22, 28, 20, 18, 9, 2, 

-12]) 

 

# створюємо область побудови з використанням GridSpec 

fig = plt.figure(figsize=(10, 8)) 

gs = gridspec.GridSpec(2, 1, height_ratios=[1, 1])  # два 

рядки, один стовпець 

 

# перший графік: Львів і середня температура по Україні 

ax1 = fig.add_subplot(gs[0]) 

ax1.plot(months, av_temp, label='Середня місячна температура в 

Україні', color='#1387AF', linestyle='--') 

ax1.plot(months, lviv_av_temp, label='Середня місячна 

температура у Львові', color='#FF5733', linestyle='-') 

ax1.set_xlabel("Місяці") 

ax1.set_ylabel("Температура (°C)") 

ax1.set_title("Середня місячна температура: Львів та Україна") 

ax1.legend() 

ax1.grid(True) 

 

# другий графік: Київ і середня температура по Україні 

ax2 = fig.add_subplot(gs[1]) 

ax2.plot(months, av_temp, label='Середня місячна температура в 

Україні', color='#1387AF', linestyle='--') 
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ax2.plot(months, kyiv_av_temp, label='Середня місячна 

температура у Києві', color='#33A02C', linestyle='-') 

ax2.set_xlabel("Місяці") 

ax2.set_ylabel("Температура (°C)") 

ax2.set_title("Середня місячна температура: Київ та Україна") 

ax2.legend() 

ax2.grid(True) 

 

# підганяємо компонування 

plt.tight_layout() 

 

# відображаємо графік 

plt.show() 

8.3 Побудова різних типів графіків і діаграм 

8.3.1 Побудова гістограм 

Одним із поширених видів діаграм, які часто використовують для 

візуалізації даних у статистиці, є гістограма. Це зручний спосіб подання 

табличних даних, у якому кількісні співвідношення деякого показника мають 

вигляд прямокутників, площі яких пропорційні внеску. Часто графіки у вигляді 

гістограм використовують для зображення розподілу даних.  

Для того, щоб побудувати гістограму засобами Matplotlib, 

використовується функція plt.hist(): 

𝒑𝒍𝒕. 𝒉𝒊𝒔𝒕(𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝑏𝑖𝑛𝑠 = 10, 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟 =′ 𝑏𝑙𝑢𝑒′, 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟 =′ 𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘′, 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎 = 0.7), 

де 

data – масив числових даних (наприклад, numpy.ndarray); 

bins – кількість стовпців гістограми; 

color – колір заповнення; 

edgecolor – колір країв стовпців; 

alpha – прозорість (від 0 до 1). 

Розглянемо приклад побудови гістограми. 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

data = rng.poisson(4,5000)  

# 5000 значень із розподілу Пуассона при lambda=4 

plt.hist(data, bins=14, color='skyblue', edgecolor='k',alpha = 

0.7) 

plt.title('Гістограма вибірки з розподілу Пуассона') 

plt.grid(axis='y', linestyle = '--', color='navy', alpha = 

0.3) 

plt.show() 
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У результаті отримали таку гістограму, зображену на рис. 8.5: 

 
Рисунок 8.5 – Гістограма 

8.3.2 Побудова стовпчастих діаграм 

Стовпчасті діаграми відображають категоричні дані у вигляді стовпців. 

Виділяють два види таких діаграм: вертикальні та горизонтальні. 

На стовпчастій діаграмі кожен стовпець показує (своєю висотою чи 

довжиною для горизонтальних діаграм) внесок кожного учасника (фактора). 

Завдання цієї діаграми полягає у порівнянні цих внесків (кількісних показників). 

Для побудови вертикальної стовпчастої діаграми використовують 

функцію plt.bar(), а для горизонтальної – plt.barh(): 

𝒑𝒍𝒕. 𝒃𝒂𝒓(𝑥, ℎ𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡, 𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ = 0.8, 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎 =
1.0, 𝑙𝑎𝑏𝑒𝑙 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑙𝑖𝑔𝑛 =′ 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟′), 

де 

x – координати стовпців (категорії або числові значення); 

height – висота стовпців (значення, які потрібно відобразити); 

width – ширина стовпців (за замовчуванням 0.8); 

color – колір заповнення стовпців (можна передати список кольорів для   

кожного стовпця); 

edgecolor – колір країв стовпців; 

alpha – прозорість стовпців (1.0 – непрозорий, 0.0 – повністю прозорий); 
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label – мітка для легенди; 

align – спосіб вирівнювання стовпців ('center' або 'edge'). 

Синтаксис функції plt.barh() є майже аналогічним: 

𝒑𝒍𝒕. 𝒃𝒂𝒓𝒉(𝑦, 𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ, ℎ𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡 = 0.8, 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎 =
1.0, 𝑙𝑎𝑏𝑒𝑙 = 𝑁𝑜𝑛𝑒, 𝑎𝑙𝑖𝑔𝑛 =′ 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟′), 

де 

y – координати категорій (наприклад, назви груп); 

width – значення, що відповідають довжині смуг; 

height – товщина смуг (аналог width у plt.bar()). 

Розглянемо на прикладі побудову стовпчастої діаграми. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

goods = ['сир', 'пепероні', 'оливки', 'соус', 'томати', 

'борошно', 'вода', 'гриби', 'перець', 'інше'] 

prices = rng.integers(2, 100, len(goods))  # генеруємо 

випадкові ціни на продукти 

 

print(prices)  # [10 77 66 45 44 86 10 70 21 11] 

 

# задамо загальний стиль діаграми 

plt.style.use('tableau-colorblind10') 

 

# побудова стовпчастої діаграми 

bar = plt.bar(goods, prices, label='Піца', color='tomato', 

edgecolor='k', alpha=0.8, hatch='x') 

 

# додавання підписів над стовпцями 

for rect in bar: 

    height = rect.get_height() 

    plt.text(rect.get_x() + rect.get_width() / 2, height + 2, 

f'{height}', ha='center', va='center_baseline', fontsize=10, 

fontweight='bold') 

 

# додавання підписів осей і заголовка 

plt.xlabel("Продукти") 

plt.ylabel("Ціна за 100г, грн") 

plt.title("Стовпчаста діаграма") 

plt.legend() 

 

# покращення відображення 

plt.xticks(rotation=45)  # поворот підписів категорій для 

кращого читання 

plt.tight_layout() 

 

# відображення графіка 

plt.show() 
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Результат виконання програми можна переглянути на рис. 8.6. 

 
Рисунок 8.6 – Стовпчаста діаграма 

 

Наведемо також приклад побудови горизонтальної стовпчастої діаграми. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

goods = ['сир', 'пепероні', 'оливки', 'соус', 'томати', 

'борошно', 'вода', 'гриби', 'перець', 'інше'] 

prices = rng.integers(2, 100, len(goods))   

# генеруємо випадкові ціни на продукти 

 

print(prices)  # [10 77 66 45 44 86 10 70 21 11] 

# задамо загальний стиль діаграми tableau-colorblind10 

plt.style.use('tableau-colorblind10') 

 

# будуємо діаграму 

bar = plt.barh(goods,prices, label ='Піца', 

color='crimson',edgecolor='k', alpha=0.6, hatch='x') 

 

# додавання підписів і заголовка 

plt.xlabel("Продукти") 

plt.ylabel("Ціна за 100г, грн") 

plt.title("Стовпчаста діаграма") 

plt.legend() 

 

plt.tight_layout() 

 

plt.show() 
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 Результат виконання програми зображено на рис. 8.7.  

 
Рисунок 8.7 – Горизонтальна стовпчаста діаграма 

 Стовпчасті діаграми часто використовують для порівняння декількох 

показників одного і того самого фактору. У такому випадку стовпчаста діаграма 

називається груповою.  

Наведемо гіпотетичний приклад групової стовпчастої діаграми для 

порівняння старих і нових цін на інгредієнти для піци. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

goods = ['сир', 'пепероні', 'оливки', 'соус', 'томати', 

'борошно', 'вода', 'гриби', 'перець', 'інше'] 

old_prices = rng.integers(2, 100, len(goods))   

# генеруємо випадкові ціни на продукти 

new_prices = old_prices*rng.uniform(1, 3, len(goods)) 

 

 

print(old_prices)  # [10 77 66 45 44 86 10 70 21 11] 

print(new_prices.round(1))  # [ 29.5 194.2 169.8  56.5  83.6 

149.8  28.5 160.1  55.6  20.8] 

 

# задамо загальний стиль діаграми 

plt.style.use('tableau-colorblind10') 

 

# побудова стовпчастої діаграми 

nbar = plt.bar(goods, new_prices, label='Стара ціна', 

color='blue', edgecolor='k', alpha=0.5, hatch='x') 

bar = plt.bar(goods, old_prices, label='Нова ціна', 

color='tomato', edgecolor='k', alpha=0.8, hatch='//') 
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# додавання підписів осей і заголовка 

plt.xlabel("Продукти") 

plt.ylabel("Ціна за 100г, грн") 

plt.title("Стовпчаста діаграма") 

plt.legend() 

 

# покращення відображення 

plt.xticks(rotation=45)  # поворот підписів категорій для 

кращого читання 

plt.tight_layout() 

 

# відображення графіка 

plt.show() 

У результаті отримаємо діаграму (рис. 8.8). 

 
Рисунок 8.8 – Групова стовпчаста діаграма 

8.3.3 Кругова діаграма 

Кругова діаграма – це вид діаграми, який використовується для 

відображення часток складових. На відміну від стовпчастої, такий вид 

візуалізації доцільно використовувати за відносно невеликої кількості 

спостережуваних ознак (факторів). Для побудови кругових діаграм 

використовують функцію plt.pie(): 

𝒑𝒍𝒕. 𝒑𝒊𝒆(𝑥,∗∗ 𝑘𝑤𝑎𝑟𝑔𝑠), 
де  

x – це масив значень, які визначають розміри секторів кругової діаграми; 

**kwargs – іменовані аргументи. Перелічимо деякі з них:  
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- параметр explode дозволяє зміщувати окремі сектори від центру 

для кращого їх виділення. Його значенням є список або масив тієї 

самої довжини, що й x, де кожен елемент визначає величину 

зміщення відповідного сектора; 

- за допомогою labels можна задавати назви секторів, які будуть 

відображатися на графіку; 

- параметр colors відповідає за кольори секторів і може містити 

список кольорових назв або RGB-кодів; 

- параметр autopct визначає формат підпису відсоткового 

співвідношення секторів. Наприклад, '%1.1f%%' дозволяє 

відобразити відсотки з одним десятковим знаком; 

- відстань підписів від центру можна змінювати за допомогою 

параметра pctdistance, який за замовчуванням дорівнює 0.6; 

- щоб додати тінь до діаграми, можна встановити shadow=True; 

- початковий кут побудови секторів задається параметром 

startangle, який змінює положення першого сектора; 

- параметр radius визначає розмір діаграми; 

- якщо потрібно змінити напрямок побудови, можна використовувати 

логічний параметр counterclock, де True означає побудову 

проти годинникової стрілки, а False – за нею; 

- щоб змінити стиль секторів, наприклад, задати товщину обведення, 

використовується wedgeprops; 

- для зміни параметрів тексту (наприклад, розміру чи кольору шрифту) 

застосовується textprops; 

- параметр center дозволяє змінити розташування центру діаграми, 

передаючи координати у форматі (𝑥, 𝑦); 

- якщо frame=True, навколо діаграми буде додано рамку;  

- налаштувати обертання підписів секторів можна за допомогою 

логічного параметра rotatelabels, де True забезпечує 

обертання разом із сектором; 

- для зміни відстані підписів від центру використовується параметр 

labeldistance, значення якого визначає, наскільки далеко мітки 

будуть розташовані від центра діаграми (за замовчуванням 1.1). 

Розглянемо приклад побудови кругової діаграми для візуалізації  

популярності мов програмування серед працівників деякої компанії. 

rng = np.random.default_rng(seed=42) 

 

# задаємо розміри полотна 

plt.figure(figsize=(7, 5)) 

 

#  дані для побудови 

labels = ['Java', 'C', 'C++', 'PHP', '(Visual) Basic', 

'Python'] 

num = rng.integers(10, 50, len(labels))  # [13 40 36 27 27 44] 
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# налаштовуємо параметри та будуємо діаграму 

explode=[0, 0, 0, 0, 0, 0.1] 

colors = ['#017AC9', '#D43A3A', '#FD7B0A', '#EDEE55', 

'#63A92D', '#6C4BA4'] 

plt.pie(num, labels=labels, explode=explode, 

autopct='%1.1f%%', shadow=True, colors=colors, 

wedgeprops={'edgecolor': 'k', 'linewidth': 0.5}) 

 

# задаємо заголовок та візуалізуємо побудову 

plt.title('Популярність мов програмування серед працівників 

компанії') 

plt.show() 

Кругова діаграма, отримана внаслідок виконання цих інструкцій, 

зображена на рис. 8.9. 

 
Рисунок 8.9 – Кругова діаграма 

8.3.4 Побудова графіків у полярних координатах 

Крім побудови графіків у декартовій системі координат, іноді 

використовують графіки функцій у полярній системі координат, яка є досить 

зручною при побудові різних радіальних зображень. Координати точки у цій 

системі визначаються радіус-вектором і кутом між віссю абсцис та напрямком 

радіус-вектора.  

Для побудови графіків використовують функцію plt.polar(): 

𝒑𝒍𝒕. 𝒑𝒐𝒍𝒂𝒓(𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎, 𝑟,∗∗ 𝑘𝑤𝑎𝑟𝑔𝑠), 
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де  

theta – кутові координати точок (масив значень у радіанах). Визначає,  

у якому напрямку розміщувати точку; 

r – радіальні координати (відстань від центру); 

**kwargs – додаткові параметри, що можуть змінювати вигляд графіка: 

- color або c – задає колір лінії або маркерів; 

- linestyle або ls – стиль лінії; 

- linewidth або lw – товщина лінії у пікселях; 

- marker – тип маркерів для точок ('o', '*', 's' тощо); 

- markersize або ms – розмір маркерів; 

- alpha – рівень прозорості (від 0 до 1, де 0 – повна прозорість, 1 – 

непрозоре зображення). 

Розглянемо приклад побудови графіків у полярній системі координат. 

# генеруємо дані 

theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, 100)  # кути від 0 до 2π 

r1 = 3 * np.abs(np.sin(2 * theta))  # родонія 

r2 = 2 * (1 - np.cos(theta))  # кардіоїда 

r3 = 0.5 * np.exp(theta / 3)  # логарифмічна спіраль 

 

# створюємо полярні графіки 

g1 = plt.polar(theta, r1, color='b', linestyle='-', 

linewidth=2,  alpha=0.7, label='родонія') 

g2 = plt.polar(theta, r2, color='darkred', linewidth=2, 

alpha=0.7, label='кардіоїда') 

g3 = plt.polar(theta, r3, color='#65AF3C', linestyle='-', 

linewidth=3, alpha=0.7, marker='o', 

markersize=3.2,label='логарифмічна спіраль') 

 

# додаємо заголовок та легенду 

plt.legend(loc='lower right', bbox_to_anchor=(1.5, -0.2)) 

plt.title("Графіки функцій у полярній системі координат", 

pad=30) 

 

# налаштовуємо компонування та відображаємо графіки 

plt.tight_layout() 

plt.show() 

У результаті виконання цих інструкцій було побудовано три графіки  

у полярній системи координат: родонію (або чотирипелюсткову троянду), 

кардіоїду та логарифмічну спіраль (див. рис. 8.10). 
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Рисунок 8.10 – Графіки у полярній системі координат 
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Контрольні запитання до розділу 

1. Які є способи налаштовування зовнішнього вигляду графіків? 

2. Назвіть способи, за допомогою яких можна створити на одному полотні 

кілька підграфіків. Які переваги і недоліки у кожного з них? 

3. Опишіть структуру елементів вікна побудови? Чи завжди вона однакова? 

4. Яким чином можна додати осі координат на графік? 

5. Як додати легенду та заголовок? 

6. Що таке гістограма? У чому полягає відмінність між гістограмою  

і стовпчиковою діаграмою? 

7. Назвіть функції для побудови діаграм? 

8. Чи правда, що якщо при створенні кругової діаграми не задати параметр 

colors,  то всі сегменти будуть одного і того самого кольору? 

9. Якою функцією Ви б скористались, щоб візуалізувати дані про щоденні 

продажі певного товару за два попередні місяці? А якщо ці дані потижневі? 

10. Чим відрізняється побудова графіків у декартовій та полярній системах 

координат? 

Завдання для самостійного виконання 

1. Згенеруйте для кожного пункту відповідні масиви, користуючись засобами 

NumPy, згідно з умовою. Якщо розмір масиву не вказаний у задачі 

конкретно, то встановіть його у межах 6–10 елементів. Усі діаграми 

налаштувати на власний розсуд, при цьому вказавши підписи осей, даних, 

легенду, назву діаграми. 

a. Досліджено опитування, де респонденти обирали улюблений вид 

спорту. Створіть кругову діаграму, в якій сегмент із найбільшою 

кількістю голосів буде виділено зсувом на 0.1 від діаметра. Додайте 

тіні та градієнтний ефект для інших сегментів. 

b. Задано дані про щомісячний дохід компанії за рік, розподілений за 

чотирма категоріями (продажі, обслуговування, маркетинг, 

дослідження). Побудуйте групову горизонтальну стовпчасту 

діаграму, де кожен місяць має чотири кольорові стовпці, що 

представляють різні категорії. Додайте легенду для пояснення 

кольорів та стандартизуйте діапазон осі X. 

c. Побудуйте кругову діаграму для відображення щомісячних витрат 

користувача у різних категоріях: їжа, оренда, транспорт, розваги, 

інші. Використайте кольори на власний вибір, відобразіть відсоткові 

значення у кожному секторі. Надайте можливість користувачу 

вибрати відсоток відхилення (explode) певного сектора (наприклад, 
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для категорії “Розваги”). Додатково реалізуйте виділення одного із 

секторів, щоб виокремити найбільшу категорію. 

d. Створіть стовпчасту діаграму для відображення середньої 

температури кожного місяця за рік. Для кожного місяця відобразіть 

середньомісячні значення температур для трьох міст. Використайте 

різні кольори для кожного міста, додайте легенду та підписи на 

стовпцях, що вказують точні значення температур. 

e. Відомо, що вибірка із 500 елементів розподілена за нормальним 

законом 𝑁(3, 4). Візуалізуйте дані за допомогою гістограми. 

f. Побудуйте кругову діаграму, що відображає частку продажів 

компанії по кожному кварталу року. Діаграма повинна показувати 

частки у процентах з точністю до одного знаку. Додатково додайте 

“explode”-ефект для найбільшого кварталу. 

g. Побудуйте стовпчасту діаграму, яка представляє щомісячні витрати 

сім’ї в основних категоріях: їжа, житло, одяг, розваги, транспорт. 

Стандартизуйте дані, обчисливши частку кожної категорії від 

загальної суми витрат. Використайте різні кольори для кожної 

категорії та додайте підписи з відсотковими значеннями. 

h. Відомо, що вибірка із 953 елементів розподілена за біноміальним 

законом 𝐵𝑖(100, 0.3). Візуалізуйте дані за допомогою гістограми. 

i. Побудуйте стовпчасту діаграму, яка відображає популярність різних 

мов програмування на основі кількості пошукових запитів за місяць. 

Задайте власні кольори та додайте підписи з кількістю запитів. 

Додатково виділіть найвищий стовпець. 

2. Для функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) побудуйте її графік на довільному проміжку, що 

належить її області визначення, використовуючи засоби бібліотек 

Matplotlib та NumPy. Оформіть графік: додайте легенду, підписи осей 

координат тощо. Додатково побудуйте на одному рисунку та налаштуйте, 

крім графіка функції 𝑓(𝑥), графіки функцій:  

- −𝑓(𝑥); 
- |𝑓(𝑥)|; 
-  𝑓(𝑥 − 𝑎); 
-  𝑓(𝑥) + 𝑏; 
-  𝑘 ⋅ 𝑓(𝑥); 
-  𝑘 ⋅ 𝑓(𝑥 − 𝑎) + 𝑏. 

a. 𝑓(𝑥) = 𝑥 ⋅ ln 𝑥 − 𝑥, 𝑎 = −1, 𝑏 = 3, 𝑘 = 0.5; 
b.  𝑓(𝑥) = ln2 𝑥 − ln(1 + 𝑥2) , 𝑎 = 2, 𝑏 = 6, 𝑘 = −0.8; 

c. 𝑓(𝑥) = √(6𝑥 − 5)3, 𝑎 = 3.5, 𝑏 = 7, 𝑘 = −2; 

d. 𝑓(𝑥) =
𝑒2𝑥

1+2𝑥
, 𝑎 = 5, 𝑏 = 2, 𝑘 = 6; 

e. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥(sin 2𝑥 − 2 cos 𝑥), 𝑎 = −3, 𝑏 = −1, 𝑘 = 0.5; 



РОЗДІЛ 8 ГРАФІКИ ТА ВІЗУАЛІЗАЦІЯ: ІНТЕГРАЦІЯ NumPy ТА Matplotlib    ❖    167 

 

f. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥), 𝑎 = 4, 𝑏 = 2, 𝑘 = 3; 

g. 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

1+𝑒−𝑥
, 𝑎 = −4, 𝑏 = 5, 𝑘 = −3; 

h. 𝑓(𝑥) = arctg(2𝑥 + 1) +
1

𝑥+2
, 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑘 = 2; 

i. 𝑓(𝑥) = tg2𝑥 + ctg2𝑥, 𝑎 = −1, 𝑏 = 2, 𝑘 = 0.3; 

j. 𝑓(𝑥) =
sin2 𝑥

1+cos2𝑥
, 𝑎 = 4, 𝑏 = −2, 𝑘 = 2.5; 

k. 𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 3𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 + 1, 𝑎 = −3, 𝑏 = 2, 𝑘 = 5. 

3. Побудуйте графіки функцій у полярній системі координат і налаштуйте їх 

підписи та зовнішній вигляд: 

a. 𝜌 = 5𝜃 – спіраль Архімеда; 

b. 𝜌 =
𝜃

2
 – гіперболічна спіраль; 

c. 𝜌 = 0.6𝜃3 – логарифмічна спіраль; 

d. 𝜌 = 2 cos 2𝜃 – трипелюсткова родонія; 

e. 𝜌 = 2 sin 4𝜃 – восьмипелюсткова родонія; 

f. 𝜌 = 6 cos 𝜃 + 3 – равлик Паскаля; 

g. 𝜌 = 8 (cos𝜃 + 1) – кардіоїда. 
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ДОДАТКИ 

Додаток А  

Типи даних NumPy 

Таблиця А.1 – Типи даних NumPy та їх опис  

Тип 

даних 
Опис типу даних 

bool_ Логічний тип (True або False) займає 1 байт. 

int_ 
Цілочисельний тип, що встановлюється за замовчуванням (як 

правило, це або int32, або int64). 

intc Ідентичний до int32, або int64. 

intp 
Цілочисельний тип, що використовується для індексування 

(здебільшого це або int32, або int64). 

int8 Цілі числа з діапазону від −128 до 127. Займає 1 байт пам’яті. 

int16 
Цілі числа з діапазону від −32768 до 32767. Займає 2 байти 

пам’яті. 

int32 
Цілі числа з діапазону від −2147483648 до 2147483647. 

Займає 4 байти пам’яті. 

int64 Цілі числа, що займають 8 байт пам’яті. 

uint8 Цілі числа з діапазону від 0 до 255. Займає 1 байт пам’яті. 

uint16 Цілі числа з діапазону від 0 до 65535. Займає 2 байти пам’яті. 

uint32 
Цілі числа з діапазону від 0 до 4294967295. Займає 4 байти 

пам’яті. 

uint64 Цілі невід’ємні числа, що займають 8 байт пам’яті. 

float_ Те саме, що і float64. 

float16 
Дійсні числа з половинною точністю: 1 біт – знак, 5 біт – 

експонента, 10 біт – мантиса (числа розміром 2 байти). 

float32 
Дійсні числа з одинарною точністю: 1 біт – знак, 8 біт – 

експонента, 23 біти – мантиса (числа розміром 4 байти). 

float64 
Дійсні числа з подвійною точністю: 1 біт – знак, 11 біт – 

експонента, 52 біти – мантиса (числа розміром 4 байти). 

complex_ Те ж саме, що і complex128. 

complex64 
Комплексні числа, в яких дійсна та уявна частини представлені 

двома дійсними числами типу float32. 

complex128 
Комплексні числа, в яких дійсна та уявна частини представлені 

двома дійсними числами типу float64. 

str_ Використовується для рядків. 

unicode_ рядки Unicode. 
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Зауваження A.1. Бібліотека NumPy підтримує величезну кількість типів 

даних. Їх можна переглянути за допомогою словника sctypeDict (np.sctypeDict). 

Зауваження А.2. Кожен із зазначених типів даних можна використовувати 

таким чином: 

1. вказувати у вигляді рядка, як значення параметра dtype, наприклад: 

a=np.array([10,20,100,200],'uint8') 

print(a)  # [ 10  20 100 200] 

b=np.array([10,20,100,200],'str_') 

print(b)  # ['10' '20' '100' '200'] 

2. використовувати, як самостійний об’єкт, наприклад, для перетворення 

типів: 

x = 50 

y = 50.5 

print(np.complex64([x, y]))  # [50. +0.j 50.5+0.j] 

print(np.int16(x))  # 50 

print(np.int16(y))  # 50 

3. Крім явного зазначення типу, можна використовувати короткі коди: 

- 'i' – для цілих чисел (int); 

- 'f' – для чисел з плаваючою точкою (float); 

- 'U' – для Unicode-рядків; 

- 'b' – для логічних значень (bool). 

А також додатково вказувати обсяг пам’яті, наприклад 'i4' означає ціле 

число, що займає 4 байти пам’яті, тобто є аналогом int32, а запис 'f8' 

означає число з плаваючою крапкою на 8 байт. 

dtype = np.dtype([ 

    ('flag', 'b'),  # логічний тип 

    ('name', 'U20'),  # Unicode-рядок (20 байт) 

    ('value', 'f8') ]) # число з плаваючою крапкою (8 байт) 

 

# створимо структурований масив із заданим типом полів dtype 

data = np.array([(True, 'Group1', 1.5), (False, 'Group2', 

2.5)], dtype=dtype) 

print(data)  # [(1, 'Group1', 1.5) (0, 'Group2', 2.5)] 
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Додаток Б  

Методи для роботи зі списками і словниками Python  

Таблиця Б.1 – Методи для роботи зі списками Python 

 

Метод Призначення 

list.append(x) Додає елемент x в кінець списку list. 

list.extend(L) 
Розширює список list, додаючи у кінець 

всі елементи списку L. 

list.insert(i,x) 
Вставляє у списку list на i-ту позицію 

значення x. 

list.remove(x) 

Видаляє перший елемент у списку list, 

який має значення x; ValueError, якщо 

такого елемента не існує. 

list.pop(i) 

Видаляє із списку list i-тий елемент  

і повертає його; якщо індекс не вказано, то 

видаляється останній елемент. 

list.index(x,start,end) 

Повертає індекс у списку list першого 

елемента зі значенням x (при цьому пошук 

ведеться від start  до end). Якщо такий 

елемент відсутній у діапазоні, то повертає 
ValueError. 

list.count(x) 
Повертає кількість елементів із 

списку list зі значенням x. 

list.sort(reverse=False) 

Сортує елементи списку list на місці (in 

place); якщо необов’язковий параметр 

reverse має значення True, то список 

сортується у зворотному порядку. 

list.reverse() Розвертає список list. 

list.copy() Копія списку list. 

list.clear() Очищує список list і повертає None. 
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Таблиця Б.2 – Методи роботи зі словниками Python 

Метод Призначення 

dict.clear() Очистити словник dict. 

dict.copy() Повертає копію словника dict. 

dict.fromkeys(seq,   

value = None) 

Створює словник dict з ключами з 

послідовності seq і значенням value (за 

замовчуванням None). 

dict.get() 

Повертає значення ключа із словника 

dict, але якщо ключ відсутній, то не 

створює виняток, а повертає default (за 

замовчуванням None). 

dict.items() 

Повертає пари (ключ, значення) із 

словника dict у вигляді списку кортежів 
[(key1,value1),(key2,value2), 

...] 

dict.keys() Повертає ключі словника dict. 

dict.pop(key, default) 

Видаляє ключ і повертає значення 

словника dict; якщо ключ відсутній, то  

повертає default (якщо default 

відсутній – створює виняток KeyError). 

dict.popitem() 

Видаляє і повертає пару (ключ, значення) 

словника dict; якщо ж словник порожній, 

то створює виняток KeyError (варто мати 

на увазі, що словники є невпорядкованими 

об’єктами). 

dict.setdefault(key, 

default=None) 

Повертає значення ключа словника dict, 

але якщо він відсутній, не створює виняток, 

а створює ключ із значенням default (за 

замовчуванням None). 

dict.update(other) 

Оновлює словник dict, додаючи пари 

(ключ, значення) із other; наявні ключі 

перезаписуються (повертає None). 

dict.values() 

Повертає значення із словника dict у 

вигляді списку  
[value1, value2, ...] 
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