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Вступ

У сучасному свiтi програмне забезпечення стає невiд’ємною складовою ба-
гатьох сфер дiяльностi. За допомогою програмних продуктiв реалiзуються
складнi завдання, спрощується робота та досягається бiльша продуктив-
нiсть в рiзних галузях, починаючи вiд медицини та промисловостi i закiн-
чуючи науковими дослiдженнями. Однак, розробка програмного забезпече-
ння з часом стає все складнiшою i вимагає вiд розробникiв нових методiв
iнтеграцiї та взаємодiї з iснуючими програмними системами.

Одним з пiдходiв до взаємодiї з програмним забезпеченням є метод скiн-
ченних елементiв. Цей метод знайшов широке застосування у численних
наукових областях, зокрема в iнженерiї, фiзицi та математицi. Вiн дозволяє
моделювати поведiнку складних систем та проводити чисельнi розрахунки,
використовуючи скiнченну кiлькiсть елементiв.

Метою даної дипломної роботи є реалiзацiя абстракцiй у програмному
забезпеченнi на основi методу скiнченних елементiв. Абстракцiї в програму-
ваннi дозволяють видiлити ключовi концепцiї та функцiональнiсть програм-
ної системи, що спрощує її розробку та пiдтримку. Реалiзацiя абстракцiй у
програмному забезпеченнi на основi методу скiнченних елементiв має на
метi створення ефективного та зручного програмного iнтерфейсу, який до-
зволить розробникам легко взаємодiяти з програмними системами, викори-
стовуючи метод скiнченних елементiв для моделювання та аналiзу складних
систем.

Для досягнення поставленої мети необхiдно розв’язати наступнi завдан-

3



Вступ 4

ня:

1. Дослiдити метод скiнченних елементiв та його застосування в про-
грамному забезпеченнi.

2. Розробити програмний iнтерфейс, який забезпечить зручну взаємодiю
з програмним забезпеченням на основi методу скiнченних елементiв.

3. Реалiзувати необхiднi функцiональнi можливостi для введення поча-
ткових даних, налаштування параметрiв моделей та отримання ре-
зультатiв аналiзу.

4. Провести тестування та оцiнку розробленого програмного iнтерфей-
су з використанням реальних даних та порiвняти його з iснуючими
аналогами.

Ця дипломна робота є актуальною, оскiльки реалiзацiя абстракцiй у про-
грамному забезпеченнi на основi методу скiнченних елементiв сприятиме
покращенню ефективностi та зручностi роботи з програмними системами,
що використовують цей метод. Результати дослiдження та розробки можуть
бути використанi розробниками програмного забезпечення для полiпшення
своїх продуктiв та пiдвищення їх конкурентоспроможностi на ринку.

У данiй роботi будуть використанi наступнi методи дослiдження: ана-
лiз наукової лiтератури, проектування програмного iнтерфейсу, реалiзацiя
програмного коду, тестування та оцiнка результатiв.

Отже, реалiзацiя абстракцiй у програмному забезпеченнi на основi мето-
ду скiнченних елементiв є важливим завданням, що вимагає комплексного
пiдходу та використання сучасних розробницьких iнструментiв. Результати
роботи сприятимуть покращенню програмного забезпечення, що використо-
вує метод скiнченних елементiв, i сприятимуть подальшому розвитку цiєї
науково-технiчної галузi.



Роздiл 1

Формулювання задачi

Задача теорiї пружностi - одна з основних проблем механiки матерiалiв, яка
вивчає деформацiї та напруження в твердих тiлах пiд дiєю зовнiшнього на-
вантаження. Основною метою задач теорiї пружностi є визначення поведiн-
ки твердого тiла за рiзних умов навантаження та встановлення допустимих
меж деформацiї. Розв’язуючи задачi теорiї пружностi, можна розрахувати
безпеку i довговiчнiсть конструкцiй, спрогнозувати їхню поведiнку за рiзних
умов експлуатацiї та побудувати оптимальну конструкцiю.

Задача теорiї пружностi має загальний вигляд рiвняння руху:

σij,j + fi = ρüi (1.1)

де σij є компонентами тензора напружень, fi - компонентами зовнiшнiх
сил або силового поля, ρ - густиною матерiалу, а üi - другою похiдною ве-
ктора перемiщень ui по часу.

Отримаємо таку крайову задачу теорiї пружностi у загальному виглядi:σij,j + fi = ρüi, x ∈ Ω

ui|Γ = gi(x), x ∈ Γ
(1.2)

де ui є компонентами вектора перемiщень, Ω - область, Γ - границя.
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Формулювання задачi 6

Метод скiнченних елементiв є ефективним iнструментом для розв’язання
задач пружностi. Використовуючи цей метод, ми можемо розбити нашу
область на меншi елементи, що дозволяє отримати бiльш точнi значення
механiчних напружень у кожному вузлi.

рис.1.1

У контекстi задачi теорiї пружностi ми можемо розбити нашу область на
меншi елементи для отримання бiльш деталiзованої iнформацiї про механi-
чнi напруження. Наприклад, розбивши область на чотири меншi елементи,
ми отримали 9 вузлiв, де ми будемо визначати значення пружностi.

Для вирiшення задачi пружностi ми можемо використовувати метод
скiнченних елементiв. Почнемо зi скалярного добутку функцiї ∇u i довiль-
ної функцiї υ:

−
∫
Ω

(∇u) · ∇υ, dΩ = 0. (1.3)

Для застосування теореми Грiна до рiвняння

−
∫
Ω

(∇u) · ∇υ, dΩ = 0, (1.4)



Формулювання задачi 7

потрiбно спочатку перетворити його у вигляд, що дозволяє використання
теореми Грiна. Для цього ми можемо застосувати теорему Остроградського-
Гауса до добутку (∇u) · ∇υ.

Застосуємо цю теорему до виразу (∇u) · ∇υ:∫
Ω

(∇ · (∇u))υ, dΩ =

∫
∂Ω

(∇u) · n, υ, ds, (1.5)

де ∇ · (∇u) - дивергенцiя градiєнта змiщення u, ∂Ω - границя областi Ω,
n - вектор зовнiшньої нормалi до границi, а ds - елемент довжини границi.

Отже, перетворивши вираз, ми отримали:∫
Ω

(∇ · (∇u))υ, dΩ =

∫
∂Ω

(∇u) · n, υ, ds = 0. (1.6)

Застосовуючи тепер теорему Грiна до цього виразу, отримуємо:

∫
Ω

(∇ · (∇u))υ, dΩ =

∫
Ω

∇u · ∇υ, dΩ−
∫
∂Ω

(∇u) · n, υ, ds = 0. (1.7)

Зазначимо, що виникає також умова нульового граничного умови на гра-
ницi ∂Ω, що дозволяє знехтувати другим доданком. Таким чином, остаточне
рiвняння, яке можна застосувати до теореми Грiна, матиме вигляд:∫

Ω

∇u · ∇υ, dΩ = 0. (1.8)

Отже, ми отримали вираз, що можна застосувати до теореми Грiна для
розв’язання задачi пружностi методом скiнченних елементiв.

1.0.1 (Теорема Грiна) Нехай u(x) та v(x) є функцiями, якi мають не-
перервнi частковi похiднi на Ω та її замкненiй областi. Тодi має мiсце
рiвнiсть: ∫

Ω

(∆u)v dΩ =

∫
Ω

(∇u · ∇v) dΩ +

∫
Γ

(u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n
) dΓ, (1.9)



Формулювання задачi 8

де ∆u - лапласiан функцiї u, ∇u - градiєнт функцiї u, ∂u
∂n та ∂v

∂n - ча-
стиннi похiднi функцiй u та v вздовж зовнiшньої нормалi до границi Γ, а
dΩ та dΓ позначають елементи площi та довжини, вiдповiдно.

1.0.2 (Теорема Остроградського-Гауса) Нехай V - обмежена область
в просторi з границею ∂V i розглядається достатньо гладке векторне по-
ле F = (F1, F2, F3), де Fi - компоненти вектора F, якi мають неперервнi
частиннi похiднi другого порядку в V . Тодi теорема Остроградського-Гауса
стверджує наступне:∫∫∫

V

∇ · F, dV =

∫∫
∂V

F · n, dS, (1.10)

де ∇ · F - дивергенцiя векторного поля F, ∂V - замкнена поверхня, що
обмежує область V , n - вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi, а dS -
елемент площi поверхнi.

Застосування теореми Грiна дозволяє нам встановити зв’язок мiж кри-
волiнiйним iнтегралом по замкнутому контуру i подвiйним iнтегралом по
областi, що обмежує цей контур. У випадку задач теорiї пружностi теорема
Грiна використовується для апроксимацiї функцiї на скiнченних елементах
i отримання рiвнянь, якi можна обчислити у вузлах сiтки для розв’язання
задачi. Застосувавши її в нашому випадку, отримаємо:

−
∫
Ω

∆u · υ dΩ =

∫
Ω

∇u · ∇υ dΩ−
∫
Γ

u ·∆υ dΓ. (1.11)

Якщо припустити, що функцiя g(x) є сталою (наприклад, g(x) = 0), то
очевидно, що другий iнтеграл

∫
Γ u ·∆υ dΓ = 0.



Роздiл 2

Метод скiнченних елементiв

Для розв’язування задачi методом скiнченних елементiв область, на
якiй розглядаємо задачу, потрiбно наблизити до стандартного прямокутно-
го вигляду. Отриманий прямокутник називають загальним двовимiрним чо-
тирикутнiм елементом, який можна легко спiвставляти до заданої областi.
На рисунку 2.1 показано батькiвський елемент i його натуральнi (r, s) коор-
динати та чотирикутний елемент у глобальнiй декартовiй системi координат.
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Методи обчислення 10

рис.2.1

Функцiї iнтерполяцiї для початкового елемента можуть бути використанi
для геометричних функцiй, якщо ми зiставимо координати так:

Внаслiдок цих перетворень отримаємо новi вирази для x та y.

x =
n=4∑
i=1

Ni(r, s)xi (2.1)

y =
n=4∑
i=1

Ni(r, s)yi (2.2)

Очевидно, що ми також можемо виразити варiацiю змiнної поля в чоти-
рикутнику як

ϕ(x, y) = ϕ(r, s) =
n=4∑
i=1

Ni(r, s)ϕi (2.3)

Оскiльки iнтерполяцiйнi функцiї вираженi в (r, s) координатах, то фор-
мально похiднi, необхiднi для пошуку елементiв матрицi жорсткостi, ми мо-
жемо записати наступним чином:

∂Ni

∂x
=

∂Ni

∂r

∂r

∂x
+

∂Ni

∂s

∂s

∂x
(2.4)

∂Ni

∂y
=

∂Ni

∂r

∂r

∂y
+

∂Ni

∂s

∂s

∂y
(2.5)

З 2.3 випливає, що для обчислення часткових похiдних використовува-
тимемо наступнi формули:

∂Ni

∂r
=

∂Ni

∂x

∂x

∂r
+

∂Ni

∂y

∂y

∂r
(2.6)

∂Ni

∂s
=

∂Ni

∂x

∂x

∂s
+

∂Ni

∂y

∂y

∂s
(2.7)
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, i = 1, 4.
Запишемо рiвняння 2.6, 2.7 у матричному виглядi.{

∂Ni

∂r
∂Ni

∂s

}
=

[
∂x
∂r

∂y
∂r

∂x
∂s

∂y
∂s

]{
∂Ni

∂x
∂Ni

∂y

}
(2.8)

Ми бачимо, що вектор 2 × 1 з лiвого боку вiдомий, оскiльки iнтерпо-
ляцiйнi функцiї виражаються явно в натуральних координатах. Так само,
члени в матрицi коефiцiєнтiв 2 × 2 у правiй частинi вiдомi через Рiвняння
2.1, 2.2. Остання, вiдома як матриця Якобi, позначена [J].

[J ] =


∂x
∂r

∂y
∂r

∂x
∂s

∂y
∂s

 =


∑n=4

i=1
∂Ni

∂r xi
∑n=4

i=1
∂Ni

∂r yi∑n=4
i=1

∂Ni

∂s xi
∑n=4

i=1
∂Ni

∂s yi


(2.9)

Якщо можна визначити обернену матрицю до матрицi Якобi, рiвняння
2.8 може бути розв’язане для часткових похiдних iнтерполяцiйних функцiй
для отримання наступного запису:{

∂Ni

∂x
∂Ni

∂y

}
= [J ]−1

{
∂Ni

∂r
∂Ni

∂s

}
=

[
I11 I12

I21 I22

]{
∂Ni

∂r
∂Ni

∂s

}
(2.10)

, де члени оберненої матрицi Якобi, позначенi для зручностi Iij.
Як ми знаємо, для отримання елементiв матрицi жорсткостi нам потрi-

бно обчислювати рiзнi iнтеграли. Наприклад, при обчисленнi членiв матрицi



Методи обчислення 12

провiдностi для двовимiрних теплообмiнних елементiв, iнтеграли вигляда-
тимуть так: ∫∫

Ω

(
∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
) dΩ

(2.11)

i розв’язуватимуться за площею елемента у глобальних координатах.
Для того, щоб перейти у систему координат (r, s) скористаємось наступною
формулою, в якiй пiдiнтегральний вираз перетворюється за допомогою еле-
ментiв оберненої матрицi Якобi [J ]−1.

Таким чином iнтеграл описаний вище по заданiй площинi Ω записуємо
так:

∫∫
Ω

(
∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
) dΩ =

∫∫ 1

−1

(I11
∂Ni

∂r
+ I12

∂Ni

∂s
)(I11

∂Nj

∂r
+ I12

∂Nj

∂s
)|J | dr ds

(2.12)
,

де dΩ = dx dy = |J| dr ds, а |J| - якобiан переходу
Розлянемо це на прикладi площини, в яку входять вузли 1, 2, 4, 5.
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рис.2.2

Застосовуючи всi вищезгаданi умови, якi мають задовольняти iнтерпо-
ляцiйна функцiя в кожному вузлi, отримуємо:

N1(r, s) =
1
4(1− r)(1 + s)

N2(r, s) =
1
4(1 + r)(1 + s)

N4(r, s) =
1
4(1− r)(1− s)

N5(r, s) =
1
4(1 + r)(1− s)

(2.13)

Частковi похiднi x i y вiдносно r i s за рiвняннями (2.1), (2.2) шукаємо
за наступними формулами.

∂x

∂r
=

n=4∑
i=1

∂Ni

∂r
xi =

1

4
[−(1− s)x4 + (1− s)x5 + (1 + s)x2 − (1 + s)x1] (2.14)
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∂y

∂r
=

n=4∑
i=1

∂Ni

∂r
yi =

1

4
[−(1− s)y4 + (1− s)y5 + (1 + s)y2 − (1 + s)y1] (2.15)

∂x

∂s
=

n=4∑
i=1

∂Ni

∂s
xi =

1

4
[−(1− r)x4 − (1 + r)x5 + (1 + r)x2 + (1− r)x1] (2.16)

∂y

∂s
=

n=4∑
i=1

∂Ni

∂s
yi =

1

4
[−(1− r)y4 − (1 + r)y5 + (1 + r)y2 + (1− r)y1] (2.17)

Тодi матриця Якобi матиме вигляд:

[J ] =
1

4

[
(1− s)(x5 − x4) + (1 + s)(x2 − x1) (1− s)(y5 − y4) + (1 + s)(y2 − y1)

(1− r)(x1 − x4) + (1 + r)(x2 − x5) (1− r)(y1 − y4) + (1 + r)(y2 − y5)

]
(2.18)

Вищезгаданi значення у вузлах пiдставляємо в матрицю 2.18 та рахуємо
визначник, який i є якобiаном переходу.

Аналогiчно, можемо розглянути приклад, де область розбивається на
трикутнi елементи. Для цього потрiбно наблизити область, на якiй розгля-
дається задача, до стандартного трикутного вигляду, який має наступний
вигляд:
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рис.2.3

2.1. Матриця жорсткостi

Матриця жорсткостi в методi скiнченних елементiв вiдображає взаємодiю
мiж елементами, якi складають систему i визначають її поведiнку. Матриця
жорсткостi розраховується залежно вiд локальної матрицi жорсткостi та
геометрiї елементiв.

Вiдповiдно до методу скiнченних елементiв (МСЕ), система рiвнянь мо-
же бути виражена наступним чином:

[K]U = F

де [K] є глобальною матрицею жорсткостi, U - вектором невiдомих, а F
- вектором зовнiшнiх навантажень.

Локальна матриця жорсткостi елемента використовується для побудо-
ви глобальної матрицi жорсткостi [K]. Кожен елемент системи, наприклад,
трикутнi елементи, чотирикутнi елементи та iншi типи елементiв, має вла-
сну локальну матрицю жорсткостi.
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Локальна матриця жорсткостi елемента розраховується вiдповiдно до
його рiвняння, типу елемента i властивостей матерiалу. Ця матриця вра-
ховує механiчнi властивостi матерiалу, геометрiю елемента i розподiл сил
всерединi елемента. Локальна матриця жорсткостi - це квадратна матри-
ця, що представляє взаємодiю мiж вузлами компонента. Прикладами ло-
кальних матриць жорсткостi є коефiцiєнти жорсткостi, площi трикутникiв
i чотирикутникiв, довжини ребер i кути нахилу ребер.

Пiсля розрахунку локальної матрицi жорсткостi для кожного елемен-
та, вони об’єднуються в глобальну матрицю жорсткостi[K]. Це робиться
шляхом розмiщення локальної матрицi жорсткостi у вiдповiднiй позицiї в
глобальнiй матрицi з урахуванням зв’язкiв мiж елементами.

Приклад локальної матрицi жорсткостi можна проiлюструвати за допо-
могою простих двовимiрних елементiв, таких як трикутнi елементи. Напри-
клад, припустимо, що є трикутний елемент з трьома вузлами, 1, 2 i 3. Ло-
кальна матриця жорсткостi для цього елемента буде виглядати наступним
чином:

[Klocal] =


k11 k12 k13

k21 k22 k23

k31 k32 k33


де kij - елементи локальної матрицi жорсткостi.
Пiсля обчислення локальної матрицi жорсткостi, її елементи розмiщую-

ться у вiдповiдних мiсцях глобальної матрицi жорсткостi [K]. Наприклад,
якщо елемент взаємодiї мiж вузлами 1 i 2, то елементи k11, k12, k21 i k22 ло-
кальної матрицi жорсткостi розмiщуються у вiдповiднi мiсця у глобальнiй
матрицi жорсткостi [K]. Для прямокутного елементу, який складається з
чотирьох вузлiв, локальна матриця жорсткостi матиме розмiрнiсть 8x8. У
загальному випадку, локальна матриця жорсткостi прямокутного елементу
може мати наступний вигляд:
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[Klocal] =



k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17 k18

k21 k22 k23 k24 k25 k26 k27 k28

k31 k32 k33 k34 k35 k36 k37 k38

k41 k42 k43 k44 k45 k46 k47 k48

k51 k52 k53 k54 k55 k56 k57 k58

k61 k62 k63 k64 k65 k66 k67 k68

k71 k72 k73 k74 k75 k76 k77 k78

k81 k82 k83 k84 k85 k86 k87 k88


Елементи локальної матрицi жорсткостi kij прямокутного елемента за-

лежать вiд геометрiї елемента, властивостей матерiалу та властивостей мо-
делi. Зазвичай їх обчислюють шляхом iнтегрування рiвняння, яке враховує
геометричнi параметри елемента, напруження та деформацiї, а також пара-
метри матерiалу, такi як модуль Юнга та коефiцiєнт Пуассона.

Коли в МСЕ використовуються прямокутнi елементи, локальна матри-
ця жорсткостi буде розмiщена у вiдповiднiй позицiї в глобальнiй матрицi
жорсткостi з урахуванням зв’язкiв мiж вузлами.

Таким чином, глобальна матриця жорсткостi формується шляхом збору
локальних матриць жорсткостi елементiв та розмiщення їх елементiв у вiд-
повiдних мiсцях у глобальнiй матрицi. Цей процес визначатиме поведiнку
системи при заданих умовах навантаження.

2.2. Розв’язування СЛАР

В методi скiнченних елементiв (МСЕ), система рiвнянь у виглядi лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) отримується з використанням матрицi
жорсткостi та вектора зовнiшнiх навантажень.

[K]U = F
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Для розв’язання СЛАР використовуються рiзнi методи, включаючи пря-
мi та iтерацiйнi. Типовим прямим методом є метод декомпозицiї LU, який
використовує факторизацiю матрицi жорсткостi на нижню трикутну ма-
трицю (L) i верхню трикутну матрицю (U). Такий розклад дозволяє легко
отримати розв’язок СЛАР шляхом послiдовного застосування прямого та
зворотного ходу.

Розв’язок СЛАР дає вектор невiдомих U , який вiдображає значення шу-
каних величин (таких як перемiщення i температури) у вузлах системи. Цей
вектор можна використовувати для розрахунку iнших параметрiв та аналi-
зу поведiнки системи.

В данiй роботi я використовую функцiю ‘np.linalg.solve()‘ з бiблiотеки
NumPy для розв’язування системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Застосу-
вання цiєї функцiї дозволить знайти вектор U , який є розв’язком системи.

Код, що реалiзує розв’язування системи, може мати наступний вигляд:
U = np.linalg.solve(K, F)
У цьому кодi ‘K‘ - матриця жорсткостi пiсля застосування вiдповiдних

граничних умов або методiв скорочення, а ‘F‘ - вектор зовнiшнiх наванта-
жень. Результатом виконання коду буде вектор ‘U‘, що мiстить значення
невiдомих змiнних.

2.3. Метод Гауса для чисельного iнтегрування

Знаходження значення iнтеграла є важливим елементом багатьох прикла-
дних задач. На практицi, однак, часто неможливо точно обчислити значення
iнтеграла, оскiльки вихiдна функцiя є складною або не може бути виражена
через елементарнi функцiї.

Одним з методiв чисельного iнтегрування є метод Гауса. Вiн полягає у
знаходженнi наближення для заданого iнтеграла шляхом обчислення скiн-
ченних сум на заданiй сiтцi.
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Задача чисельного iнтегрування полягає у знаходженнi наближеного зна-
чення визначеного iнтеграла

I =

∫ b

a

ρ(x)f(x) dx, (2.19)

де f(x) - задана функцiя, ρ(x) - ваговий множник (ρ(x) > 0), а [a, b] -
iнтервал iнтегрування.

Наближене значення iнтеграла можна отримати за допомогою скiнчен-
ної суми

Ih =
n∑

k=0

ckf(xk), (2.20)

де xk - вузли, а ck - коефiцiєнти квадратурної формули. Тобто наближено
згадану вище суму 2.20 можемо подати таким чином:∫ b

a

ρ(x)f(x) dx ≈
n∑

k=0

ckf(xk) (2.21)

Метод Гауса пiдбирає вузли та коефiцiєнти квадратурного рiвняння так,
щоб вони були точними для полiномiв заданого степеня. Це дозволяє отри-
мати наближенi значення iнтеграла з високим ступенем точностi.

Iнтерпольована квадратура є рiзновидом методу Гауса. Вiн базується
на вираженнi функцiї f(x) у виглядi суми iнтерполяцiйного полiнома та
залишкового члена.

Нехай маємо функцiю f(x) та розглядаємо iнтерполяцiйну квадратур-
ну формулу. Позначимо функцiю f(x) як суму двох частин: φ(x) та r(x),
де φ(x) - загальний iнтерполяцiйний многочлен, а r(x) - залишковий член
iнтерполяцiйної формули. Тодi можна записати

∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)φ(x)dx+

∫ b

a

ρ(x)r(x)dx =
n∑

k=0

ckf(xk) +R(f),

де R(f) є формулою для залишкового члена iнтерполяцiї, яка має ви-
гляд:
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|r(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
|ω(x)|,

де Mn+1 = maxx∈[a,b] |f (n+1)(x)|, ω(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn).
Таким чином, оцiнка залишкового члена квадратурної формули має ви-

гляд:

|R(x)| ≤
∫ b

a

ρ(x)f(x)
Mn+1

(n+ 1)!
|ω(x)|dx.

Якщо розглянути iнтерполяцiйний многочлен у формi Лагранжа Ln i
пiдставити його в формулу для залишкового члена, отримаємо:∫ b

a

ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a

ρ(x)Ln(x)dx+R(f)

=
n∑

k=0

f(xk)

∫ b

a

ρ(x)
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
dx+R(f).

Це дає нам наближену квадратурну формулу, де ваговi коефiцiєнти ck

можна обчислити за формулою:

ck =

∫ b

a

ρ(x)
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
dx.

Зауваження: Якщо квадратурна формула є точною для полiномiв степе-
ня n, то R(f) = 0 i формула називається iнтерполяцiйною. Зазначимо, для
полiнома степеня n формула (2.20) є точною, оскiльки тодi Ln(x) ≡ f(x).
Зокрема, формула (2.20) є точною при f(x) = xi, i = 0, n. Врахувавши цю
умову, отримуємо наступну систему лiнiйних рiвнянь:

n∑
k=0

ckx
i
k =

bi+1 − ai+1

i+ 1
, i = 0, n (2.22)

Оскiльки визначник системи (2.22) не дорiвнює 0 (визначник Вандер-
монда), то для неї завжди єдине рiшення.
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Зауваження. Зрозумiло, що квадратурнi формули iнтерполяцiйного ти-
пу мають алгебраїчний степiнь точностi принаймнi n, але виявляється, що
для парних n та симетричного розташування вузлiв iнтегрування (вiдно-
сно середини промiжку), алгебраїчний степiнь точностi на одиницю вищий
степеня iнтерполяцiйного полiнома (m = n+ 1).

Зауваження. Пiдвищення точностi iнтеграла зазвичай досягається роз-
биттям iнтервалу на рiвнi частини. Для пiдвищення точностi квадратурної
формули може здатися природним збiльшити степiнь многочлена, квадра-
турна формула якого є правильною. Однак такий пiдхiд не такий простий,
як здається. Дiйсно, розглянемо наступну квадратурну формулу.

Sn(f) =
b− a

2

n∑
k=0

Dkf (xk) ≈ I(f) =

∫ b

a

f(x)p(x)dx,

яка є точною для будь-якого многочлена Pm степеня m:

I (Pm) = S (Pm) .

Звiдси

R(f) = I(f)− Sn(f) = R (Pm) +R (f − Pm) = R (f − Pm) .

Має мiсце очевидна оцiнка

|R(f)| ≤ VnEm(f),

де
Em(f) = inf

Pm

sup
[a,b]

|f(x)− Pm(x)| ,

Vn =

∫ b

a

|p(x)|dx+

(
b− a

2

) n∑
k=0

|Dk| .

За невдалого вибору вузлiв може виявитися, що для деяких (навiть ана-
лiтичних) функцiй, величина Vn збiльшується iз зростанням n так, що це
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збiльшення не може компенсувати спадання Em. Окрiм того, для формул
Ньютона-Котеса можна показати, що серед Dk за великих n будуть зустрi-
чатися як додатнi, так i вiд’ємнi величини, якi по модулю перевищують як
завгодно велике число. Звiдси випливає, що за великих n, малi похибки у
значеннях функцiї f (xk) можуть дати велику похибку у квадратурнiй сумi.

Тому наведенi вище формули не пiдходять для обчислень, де кiлькiсть
вузлiв (або максимальний степiнь полiнома, який вони правильно обчислю-
ють) є великою. Тому часто буває вигiдно розбити вихiдний iнтервал, за-
стосувати квадратурну формулу до кожної частини з невеликою кiлькiстю
вузлiв i додати результат до всiх частин. Iншими словами, замiсть звичайної
формули використовується складена формула.



Роздiл 3

Програмна реалiзацiя

У цьому роздiлi буде описано програмну реалiзацiю методу скiнченних еле-
ментiв, яка використовується для обчислення значень матрицi жорсткостi i
проведення пост-процесингу результатiв. Метою розробки програмної реа-
лiзацiї є створення iнструменту, що застосовує метод скiнченних елементiв
для чисельного моделювання поведiнки деформацiй та напружень в меха-
нiчних деталях. Цей метод дозволяє здiйснювати аналiз деталей зi скла-
дною геометрiєю та рiзними матерiалами, допомагає визначити критичнi
зони, прогнозувати мiсця виникнення пошкоджень та оцiнювати мiцнiсть
конструкцiй.

3.1. Структура програми

Мови програмування та бiблiотеки: У розробцi програмної реалiзацiї
використовується мова програмування Python. Для виконання обчислень та
наукової вiзуалiзацiї використовуються наступнi бiблiотеки:

• NumPy: використовується для роботи з масивами та векторами i про-
ведення чисельних обчислень.

• Matplotlib: використовується для побудови графiкiв та дiаграм.

23
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• Matplotlib.colors: використовується для керування кольоровими мапа-
ми для вiзуалiзацiї результатiв.

• Datetime: використовується для вимiрювання часу виконання програ-
ми.

• abc: використовується для реалiзацiї абстрактних базових класiв (Abstract
Base Classes, ABCs) та полiморфiзму типiв. Абстрактнi базовi класи
є класами, вiд яких не можна створювати екземпляри, але вони мо-
жуть мiстити абстрактнi методи, якi потрiбно реалiзувати в похiдних
класах.

Огляд основних крокiв алгоритму: Основнi кроки алгоритму про-
грамної реалiзацiї методу скiнченних елементiв включають:

1. Iмпорт необхiдних модулiв.

2. Iнiцiалiзацiя параметрiв, таких як розмiри, геометрiя, тип елементiв,
значення початкових умов.

3. Створення сiтки скiнчених елементiв.

4. Вiдображення вузлiв та елементiв на графiку.

5. Розрахунок матриць жорсткостi, сили та зсуву.

6. Застосування граничних умов до матриць.

7. Редукцiя матриць до необхiдного розмiру.

8. Розв’язок системи лiнiйних рiвнянь для знаходження перемiщень.

9. Вiзуалiзацiя результатiв, побудова графiкiв напружень та перемiщень.
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У данiй програмi демонструється використання абстрактних базових кла-
сiв (ABC) у Python. ABC - це класи, якi призначенi для успадкування, але
не для створення екземплярiв безпосередньо. Вони визначають загальний
iнтерфейс або набiр абстрактних методiв, якi повиннi бути реалiзованi кон-
кретними пiдкласами. ABC надає спосiб забезпечити певну структуру або
поведiнку в пiдкласах та сприяють повторному використанню коду.

На даний момент визначено два абстрактних базових класи: AbstractMesh
та AbstractPostProcess. Цi класи слугують зразками для створення кон-
кретних пiдкласiв, якi реалiзують певну функцiональнiсть.

Клас AbstractMesh визначає один абстрактний метод generatemesh(),
який вiдповiдає за генерацiю сiтки. Кожен клас, який успадковує AbstractMesh,
повинен реалiзувати цей метод. У кодi клас BoatMesh є конкретним пiд-
класом AbstractMesh i надає реалiзацiю методу generatemesh(). Цей клас
генерує сiтку на основi наданих параметрiв.

Клас AbstractPostProcess також мiстить та визначає один абстрактний
метод postprocess(), який вiдповiдає за обробку результатiв. Будь-який
клас, який успадковує AbstractPostProcess, повинен реалiзувати цей ме-
тод. Клас BoatPostProcess є конкретним пiдкласом AbstractPostProcess i
реалiзує метод postprocess(). Цей клас виконує пiсляобробку результатiв,
отриманих з сiтки.

Клас AbstractVisualizer це допомiжний клас, який вiдповiдає за ство-
рення фiгури i осi для графiчного вiдображення.

Метод plot() в межах цього класу приймає масиви x, y i c як вхiднi
данi та генерує графiк за допомогою функцiй tripcolor() i plot().

За допомогою визначення абстрактних базових класiв та конкретних пiд-
класiв забезпечується реалiзацiя певних методiв у визначений спосiб. Це
сприяє органiзацiї коду, можливостi роздiлення на компоненти та дотри-
манню визначеної структури.
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3.2. Застосування граничних умов

Даний код виконує розрахунок методом скiнченних елементiв для задачi
пружностi. Основнi функцiї включають в себе присвоєння граничних умов,
збiрку матрицi жорсткостi, розрахунок матриць жорсткостi для кожного
скiнченного елементу, обчислення геометричних точок Гауса для iнтегрува-
ння, обчислення градiєнта функцiй форми, збiрку векторiв зсувiв та сил,
оновлення значень вузлових величин з урахуванням зсувiв та сил.

Граничнi умови встановлюються в функцiї ‘assign BCs‘ за допомогою
параметру ‘BC flag‘, який може приймати значення ’extension’, ’expansion’
або ’shear’. В залежностi вiд значення ‘BC flag‘, встановлюються вiдповiднi
умови Дiрiхле та/або умови Неймана на границях областi.

Далi, у функцiї ‘assemble stiffness‘ здiйснюється збiрка матрицi жорстко-
стi ‘K‘ шляхом обчислення матриць жорсткостi для кожного скiнченного
елементу та додавання їх вiдповiдним частинам матрицi ‘K‘.

У функцiї ‘element stiffness‘ обчислюється матриця жорсткостi для кон-
кретного скiнченного елементу. Здiйснюється iтерацiя по гаусових точках
для обчислення градiєнта функцiй форми, обчислення матрицi Якобiану та
виведення градiєнтiв функцiй форми на основi матрицi Якобiану. Застосо-
вується матричне множення та обчислення значень вiдповiдних елементiв
матрицi жорсткостi.

Функцiї ‘assemble displacements‘, ‘assemble forces‘ та ‘update nodes‘ вико-
нують збiрку векторiв зсувiв, векторiв сил та оновлення вузлових значень
вiдповiдно. Вектори зсувiв та сил формуються на основi граничних умов, а
значення вузлових величин оновлюються з урахуванням цих зсувiв та сил.
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3.3. Результати та аналiз

Базуючись на отриманих результатах будуються графiки деформацiй у на-
прямку X (Displacement X) i напружень у напрямку X (Stress xx).

Графiк Displacement X вiдображає перемiщення вузлiв моделi в напрям-
ку X пiд дiєю прикладених навантажень. Колiрна шкала на графiку вiд-
ображає величину перемiщення, де свiтлий колiр вiдповiдає великим пере-
мiщенням, а темний колiр - невеликим.

Графiк Stress xx вiдображає розподiл напружень у матерiалi в напрямку
X. Колiрна шкала на графiку представляє величину напружень, де свiтлий
колiр вiдповiдає високим значенням напружень, а темний колiр - низьким
значенням.

Обидва графiки базуються на результатах чисельного моделювання ме-
тодом скiнченних елементiв i дозволяють вiзуалiзувати змiни в деформацiях
та напруженнях вздовж моделi. Вони можуть бути використанi для аналi-
зу поведiнки матерiалу та виявлення критичних зон, де можуть виникнути
пошкодження або деформацiї.

Зауважимо, що результати представленi у нормалiзованому виглядi, де
значення деформацiй та напружень були перетворенi таким чином, щоб во-
ни знаходилися в межах вiд 0 до 1. Це полегшує порiвняння мiж рiзними
точками моделi та вiзуальне сприйняття розподiлу деформацiй та напру-
жень.

3.4. Приклад 1.

Розглянемо задачу теорiї пружностi, яку будемо розв’язувати методом скiн-
ченних елементiв.

Задана форма нашої областi є зображена на рисунку 3.1. Нам вiдомо,
що на лiвiй та правiй границях областi дiє розтягуюча сила з величиною
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0,1.

Рис. 3.1:

Завдання: Знайти деформацiю та напруження в матерiалi при заданiй
розтягуючiй силi та геометрiї областi.

Наша задача полягає в розв’язаннi рiвнянь пружностi для даної гео-
метрiї з врахуванням граничних умов, якi включають розтягуючi сили на
границях областi.

Отримаємо наступнi графiки деформацiй у напрямку X (Displacement
X) i напружень у напрямку X (Stress xx).

Рис. 3.2:

Спробуємо збiльшити щiльнiсть сiтки та змiнимо елемент триангуляцiї
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на трикутник i отримаємо такi результати:

Рис. 3.3:

3.5. Приклад 2.

Розглянемо задачу теорiї пружностi, яку будемо розв’язувати методом скiн-
ченних елементiв.

Задана форма нашої областi є зображена на рисунку 3.3. Нам вiдомо,
що на кожнiй з границь областi дiє розтягуюча сила з величиною 0,3.

Завдання: Знайти деформацiю та напруження в матерiалi при заданiй
розтягуючiй силi та геометрiї областi.

Наша задача полягає в розв’язаннi рiвнянь пружностi для даної гео-
метрiї з врахуванням граничних умов, якi включають розтягуючi сили на
границях областi.

Отримаємо такi графiки деформацiй у напрямку X (Displacement X) i
напружень у напрямку X (Stress xx).
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Рис. 3.4:

Рис.3.5:

Спробуємо збiльшити щiльнiсть сiтки та отримаємо наступнi результати:
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Рис. 3.6:

На основi графiкiв напружень i деформацiй, отриманих з рiзними пара-
метрами сiтки та елементами триангуляцiї, можна зробити наступнi виснов-
ки:

1. Висока щiльнiсть сiтки та використання елементiв триангуляцiї, таких
як трикутники, дають бiльш точнi результати; на другому графiку викори-
стано вищу щiльнiсть сiтки та трикутники, що дозволило побачити бiльш
детальнi змiни деформацiй та напружень.

2. Результати можуть вiдрiзнятися залежно вiд параметрiв сiтки та еле-
ментiв триангуляцiї. На першому графiку з низькою щiльнiстю сiтки i пря-
мокутними елементами видно, що змiни деформацiй i напружень є менш
детальними i грубими.

3. Збiльшення щiльностi сiтки та використання бiльш точних елементiв
триангуляцiї може збiльшити обчислювальну складнiсть задачi, але дасть
бiльш точнi результати.

4. Аналiз графiкiв може допомогти виявити областi високих напружень
або деформацiй, якi можуть допомогти зрозумiти поведiнку матерiалiв пiд
дiєю сил розтягування. Наприклад, можна виявити областi концентрованого
напруження або деформацiї, якi можуть бути потенцiйно проблематичними.

Таким чином, метод скiнченних елементiв може надати значну кiлькiсть
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iнформацiї про поведiнку матерiалiв при заданих умовах i геометрiї розтя-
гування.



Висновок

У результатi проведеного дослiдження та розробки програмного iнтерфей-
су на основi методу скiнченних елементiв було отримано цiннi пiзнавальнi
висновки, що сприяють розумiнню поведiнки матерiалiв та розробцi ефе-
ктивних iнженерних рiшень.

Аналiз графiкiв напружень i деформацiй, отриманих з рiзними пара-
метрами сiтки та елементами триангуляцiї, дозволив виявити вплив цих
факторiв на точнiсть i деталiзацiю аналiзу. Використання бiльш точних па-
раметрiв та вищої щiльностi сiтки призвело до отримання бiльш детальних
результатiв, що пiдкреслює важливiсть вибору оптимальних параметрiв для
досягнення точних i достовiрних висновкiв.

Крiм того, виявлення областей високих напружень i деформацiй нада-
ло можливiсть виявити потенцiйно проблематичнi областi, що мають пра-
ктичне значення для розробки стратегiй управлiння напруженнями та де-
формацiями. Це дозволяє iнженерам приймати обґрунтованi рiшення щодо
змiцнення та оптимiзацiї конструкцiй з метою забезпечення безпеки та ефе-
ктивностi.

Реалiзацiя абстракцiй у програмному забезпеченнi на основi методу скiн-
ченних елементiв з використанням абстрактних класiв з бiблiотеки ‘abc‘
сприяла покращенню органiзацiї коду та забезпечила полiморфiзм типiв.
Це дозволяє розробникам ефективно використовувати програмне забезпе-
чення на основi методу скiнченних елементiв та зручно взаємодiяти з ним,
забезпечуючи гнучкiсть та розширення системи.
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Висновок 34

Отже, розроблений програмний iнтерфейс на основi методу скiнченних
елементiв разом з виявленими пiд час дослiдження висновками є цiнними
внесками в галузь iнженерних розрахункiв. Вони сприятимуть подальшо-
му розвитку методу скiнченних елементiв та полiпшенню аналiзу поведiнки
матерiалiв у рiзних умовах i конфiгурацiях, що має важливе значення для
розробки безпечних, надiйних та оптимальних iнженерних рiшень.
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