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Вступ

Адвекцiя-дифузiя - це одна з основних задач математичної фiзики, що ви-
вчає процес поширення речовини в середовищi шляхом дифузiї та перемi-
щення за допомогою адвекцiї. Цей процес має велике значення в рiзних
наукових галузях, включаючи гiдродинамiку, метеорологiю, хiмiчну та бiо-
логiчну фiзику. Розумiння та чисельне дослiдження задачi адвекцiї-дифузiї
є важливим для вивчення фiзичних процесiв i розробки ефективних методiв
прогнозування та управлiння цими процесами.

Метою даної дипломної роботи є чисельне дослiдження задачi адвекцiї-
дифузiї, зосередження уваги на стацiонарному рiвняннi, яке є одним з основ-
них пiдходiв до моделювання цього процесу. Створення чисельних методiв,
якi дозволяють розв’язувати стацiонарне рiвняння адвекцiї-дифузiї, є ва-
жливим завданням для отримання точних i надiйних результатiв.

В рамках дослiдження буде розглянуто метод скiнченних елементiв для
розв’язання стацiонарного рiвняння адвекцiї-дифузiї. Цей метод дозволяє
апроксимувати це рiвняння на скiнченному наборi вузлiв або точок в ко-
жному скiнченному елементi.

Для розв’язування системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь в данiй ди-
пломнiй роботi буде використано числовий метод Гауса-Зейделя. Метод Гауса-
Зейделя є одним з iтерацiйних методiв, що дозволяє знайти наближений
розв’язок системи рiвнянь шляхом послiдовного оновлення значень змiн-
них. Використання цього методу дозволяє отримати докладнi результати
для стацiонарного рiвняння адвекцiї-дифузiї.

Отже, основнi цiлi дипломної роботи полягають у чисельному дослiджен-
нi стацiонарного рiвняння адвекцiї-дифузiї, використовуючи метод скiнчен-
них елементiв, метод Гауса-Зейделя, з урахуванням стiйкостi, збiжностi, то-
чностi та ефективностi обчислень. Результати дослiдження можуть знайти
широке застосування в рiзних наукових галузях, де важливо вивчати та
прогнозувати процеси адвекцiї-дифузiї.

2



Роздiл 1

Постановка задачi

1.1. Опис математичної моделi задачi адвекцiї-
дифузiї

У математичнiй формi, задача дифузiї - адвекцiї може бути записана у ви-
глядi стацiонарного рiвняння:

∇ · (uc) = D∇2c+R

де c - концентрацiя речовини, u - вектор швидкостi, D - коефiцiєнт дифу-
зiї, R - описує зовнiшнi джерела. Це рiвняння описує баланс змiни концен-
трацiї у просторi внаслiдок дифузiї i перемiщення речовини в середовищi.

У стацiонарному випадку, коли у системi вiдсутнi змiни з часом, рiвнян-
ня стають незалежними вiд часу. Розв’язок стацiонарного рiвняння дозволяє
отримати стацiонарний профiль концентрацiї або iншої величини в середо-
вищi.

Задача адвекцiї-дифузiї є важливою в багатьох галузях, таких як гiдро-
динамiка, метеорологiя, хiмiчна та бiологiчна фiзика. Числовi методи для
розв’язання цiєї задачi зазвичай базуються на чисельних схемах, якi апро-
ксимують похiднi та iнтегральнi оператори.
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Роздiл 1. Поставновка задачi 4

1.2. Метод скiнченних елементiв
Розв’язування задач адвекцiї-дифузiї методом скiнченних елементiв є ва-
жливим аспектом чисельного моделювання рiзних фiзичних процесiв, зокре-
ма транспортних явищ у середовищах. У цьому методi використовуються
основнi принципи скiнченних елементiв (СЕ) для апроксимацiї розв’язку
диференцiального рiвняння адвекцiї-дифузiї на областi.

Основна iдея методу скiнченних елементiв полягає у подiлi областi на
багатокутники або багатогранники, вiдомi як скiнченнi елементи. Кожен
скiнченний елемент має свої властивостi, якi використовуються для апро-
ксимацiї значень розв’язку в межах цього елемента. Потiм розв’язок обчи-
слюється шляхом побудови системи рiвнянь на основi принципу мiнiмуму
потенцiальної енергiї (метод Галеркiна) або iнших методiв, таких як метод
Рiтца або метод найменших квадратiв.

Метод скiнченних елементiв дозволяє апроксимувати це рiвняння на
скiнченному наборi вузлiв або точок в кожному скiнченному елементi. Розв’я-
зок в кожнiй точцi апроксимується у виглядi лiнiйної комбiнацiї базових
функцiй, якi визначенi на скiнченному наборi вузлiв. Цi базовi функцiї ча-
сто є полiномами невеликого ступеня.

Пiсля апроксимацiї рiвняння на скiнченному наборi елементiв, отримує-
мо систему алгебраїчних рiвнянь. Цю систему можна розв’язати чисельними
методами, такими як метод Гауса або метод iтерацiйного зближення, щоб
отримати значення розв’язку у всiх вузлах.

При розв’язуваннi задач адвекцiї-дифузiї методом скiнченних елементiв
слiд враховувати деякi особливостi, такi як стiйкiсть, збереження маси або
енергiї, а також вплив чисельних дифузiйних ефектiв. Iснує ряд розширень
методу скiнченних елементiв, якi дозволяють враховувати цi особливостi i
покращувати точнiсть розв’язку.



Роздiл 2

Розв’язування задачi
адвекцiї-дифузiї методом
скiнченних елементiв

2.1. Матриця жорсткостi
Загальне стацiонарне рiвняння адвекцiї-дифузiї має вигляд:

−D∇2c+∇ · (uc) = f

де u - розчин, D - тензор дифузiї, v - вектор швидкостi, f - джереловий
член,∇ - оператор градiєнта.

Метод скiнченних елементiв включає розбиття областi Ω на скiнченну
кiлькiсть елементiв, зазвичай трикутники або чотирикутники, i введення
локальних апроксимацiйних функцiй (shape functions) на кожному елементi.

Нехай ми маємо сiтку з M ∗N вузлiв. Позначимо кожен вузол як (xi, yj),
де i = 1, 2, ..., M i j = 1, 2, ..., N .

Апроксимуючи розчин u на кожному елементi, ми можемо записати:

u|Ωij =
n∑

k=1

Nk(x, y) ∗ uijk

де n - кiлькiсть вузлiв (геометричних точок) на кожному елементi, uijk
- значення розчину на вузлах.

Апроксимацiю градiєнта ∇u можна отримати, використовуючи чисельнi
апроксимацiї, наприклад, методом скiнченних елементiв.
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Роздiл 2 6

Пiсля апроксимацiї градiєнта та пiдстановки до початкового рiвняння,
отримуємо систему лiнiйних рiвнянь для вузлових значень uijk.

У цьому двовимiрному випадку матриця жорсткостi буде розмiром (MN)
x (MN), а розмiр вектора розчинiв буде (M ∗N) x 1.

Загально вигляд матрицi жорсткостi K буде:

K =


K11 K12 . . . K1n

K21 K22 . . . K2n
... ... . . . ...

Kn1 Kn2 . . . Knn


де Kij - пiдматриця розмiром MxN , вiдповiдна взаємодiї вузлiв i та j.
Ця матриця жорсткостi K представляє систему лiнiйних рiвнянь, яку

можна вирiшити для отримання чисельного розв’язку стацiонарного рiвня-
ння адвекцiї-дифузiї в двовимiрному випадку.

Для розбиття ми використовуємо лiнiйнi трикутнi елементи, i на ко-
жному елементi ми маємо три вузли (геометричнi точки) з вiдповiдними
значеннями розчину (ui, uj, uk).

Формула для обчислення Kij для елемента, який має вузли i та j, є
такою:

Kij =

∫
Ωij

(D∇Ni · ∇Nj + v · ∇Ni ·Nj)dΩ

де D - тензор дифузiї, Ni та Nj - локальнi апроксимацiйнi функцiї (shape
functions) для вузлiв i та j, v - вектор швидкостi, ∇Ni - градiєнт локальної
апроксимацiйної функцiї Ni, dΩ - елемент площини.

Аналогiчно, формула для обчислення Kii для елемента, який має вузли
i, j та k, може бути такою:

Kii =

∫
Ωijk

(D∇Ni · ∇Ni + v · ∇Ni ·Ni)dΩ

,
де Ωijk- область, яка включає в себе елемент з вузлами i, j та k.
Цi формули представляють iнтеграли, якi потрiбно обчислити для ко-

жного елемента згiдно з використовуваним методом i типом елементiв. За-
гальна матриця жорсткостi K буде отримана, додавши внески з усiх еле-
ментiв до вiдповiдних позицiй у матрицi K.
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2.2. Розв’язування СЛАР
Для того щоб розв’язати систему лiнiйних алгебраїчних рiвняннь можна
використовувати рiзнi методи. Один iз них - метод Гауса-Зейделя.

Цей метод - це iтерацiйний числовий метод для розв’язування систем
лiнiйних рiвнянь. Вiн названий на честь Карла Фрiдрiха Гауса i Карла Гу-
става Якоба Зейделя, якi розробили цей метод.

Метод Гауса-Зейделя використовується для розв’язування системи лi-
нiйних рiвнянь вигляду Ax = b, де A - квадратна матриця розмiрностi nxn,
x - вектор невiдомих змiнних розмiрностi n та b - вектор правої частини
розмiрностi n.

Цей метод працює на основi iтерацiйного процесу, де на кожнiй iтерацiї
оновлюються наближенi значення невiдомих змiнних. Процес продовжує-
ться до досягнення певного критерiю зупинки, такого як задана точнiсть
або задана кiлькiсть iтерацiй.

Основна iдея методу Гауса-Зейделя полягає в тому, що на кожнiй iтерацiї
вузли системи оновлюються послiдовно в порядку їх iндексiв. При оновленнi
значення невiдомої змiнної вузла, використовуються вже оновленi значення
змiнних в сусiднiх вузлах.

Алгоритм методу Гауса-Зейделя може бути наступним:

• Встановити початковi наближення для вектора x.

• Повторювати наступнi кроки до досягнення критерiю зупинки:

– Для кожного вузла i в системi:
∗ Обчислити нове наближення xnewi для вузла i, використову-

ючи ранiше обчисленi значення x та оновленi значення xnew
для iнших вузлiв.

– Присвоїти xnew до x.

• Вивести остаточне наближення x.

У методi Гауса-Зейделя важливо враховувати, що вузли системи повиннi
оновлюватись послiдовно вiд початку до кiнця, оскiльки вони використову-
ються для оновлення значень в сусiднiх вузлах.

Цей метод є досить ефективним для деяких типiв систем лiнiйних рiв-
нянь, зокрема для тих, що мають деяку структуру або хорошу умову умов-
ної стiйкостi. Проте, вiн може бути повiльним або не збiжним для деяких



Роздiл 2 8

iнших типiв систем. У таких випадках можуть застосовуватись iншi методи,
наприклад, метод зовнiшнiх точок чи метод спряжених градiєнтiв.

Встановимо початкове наближення для вектора u. Нприклад, можна ви-
брати

u = [0, 0, ..., 0]

.
Для кожного рядка i в системi:

• Обчислюємо нове наближення unewi для невiдомої змiнної i, викори-
стовуючи ранiше обчисленi значення змiнних.

• Використовуємо формулу:

unewi = (fi −
i−1∑
j=1

(Kij ∗ unewj)−
n∑

j=i+1

(Kij ∗ uj))/Kii

де Kij - елемент матрицi жорсткостi K, fi - елемент вектора правої
частини f , n - розмiрнiсть системи.

• Присвоюємо unew до u..

• Перевiряємо критерiй зупинки:

– Якщо норма рiзницi мiж unew та u менша за певний заданий порiг,
зупиняємо iтерацiйний процес.

– Iнакше, повторюємо iтерацiйний процес.

Пiсля зупинки iтерацiйного процесу, вектор u мiстить розв’язок системи
лiнiйних рiвнянь Ku = f . Кожне значення ui є наближеним розв’язком для
невiдомої змiнної у вузлi i системи.



Роздiл 3

Аналiз результатiв

3.1. Приклад 1
Для прикладу було розглянуто двовимiрну площину Ω, яка представляє
собою квадрат зi стороною 1 одиниця, тобто

Ω = [0, 1][0, 1]

Задача полягає в знаходженнi розподiлу концентрацiї речовини u(x, y) на
цiй площинi.

Для першого випадку розглянемо розбиття на прямокутники з кiлькiстю
вузлiв 9. Тодi ми отримаємо такi значення матрицi жорсткостi

K =



1. −6. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
−6. −3. −6. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
0. −6. −9. −9. 0. 0. 0. 0. 0.
0. 0. −9. −9. −9. 0. 0. 0. 0.
0. 0. 0. −9. −9. −9. 0. 0. 0.
0. 0. 0. 0. −9. −9. −9. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0. −9. −9. −3. 0.
0. 0. 0. 0. 0. 0. −3. 3. −3.
0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. −3. 1.


I застосувавши метод Гауса-Зейдля, який був описаний у попередньому

роздiлi ми отримаємо вектор u з такими значеннями

u =

[
−1.66101695 −0.27683616 0.63276836 −1.2259887 ...
−0.18455744 0.63276836 −1.2259887 −0.55367232 −1.66101695

]
9



Роздiл 3 10

3.2. Приклад 2
Взявщи як приклад ту саму задачу що i з попереднього, але вiзьмемо бiль-
ше розбиття, матимемо 16 вузлiв. В такому випадку матриця жорсткостi
матиме вигляд

K =



1. −10. 0. 0. 0. . . . 0. 0. 0. 0.
−10. −4. −10. 0. 0. . . . 0. 0. 0. 0.
0. −10. −16. −16. 0. . . . 0. 0. 0. 0.
0. 0. −16. −16. −16. . . . 0. 0. 0. 0.
0. 0. 0. −16. −16. . . . 0. 0. 0. 0.
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ...
0. 0. 0. 0. 0. . . . −16. −16. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0. . . . −16. −16. −6. 0.
0. 0. 0. 0. 0. . . . 0. −6. 4. −6.
0. 0. 0. 0. 0. . . . 0. 0. −6. 1.


I застосувавши метод Гауса-Зейдля, який був описаний у попередньому роз-
дiлi ми отримаємо вектор u з такими значеннями

u =


−1.19344435 −0.11934444 −0.15881787 −0.64159186 ...
−0.07459027 −0.15881787 −0.64159186 −0.07459027 −0.15881787 ...
−0.64159186 −0.07459027 −0.15881787 −0.64159186 −0.07459027 ...
−0.42351432 −2.54108594





Висновок

У данiй роботi було проведено числове дослiдження задачi адвекцiї-дифузiї.
Задача адвекцiї-дифузiї є важливою у багатьох галузях, таких як фiзи-
ка, гiдродинамiка, метеорологiя та iншi. Метою дослiдження було з’ясувати
вплив адвекцiї та дифузiї на розподiл розчину або температури у середови-
щi.

Для чисельного моделювання задачi був використаний метод скiнченних
елементiв, що дозволяє апроксимувати розв’язок на дискретнiй сiтцi. Засто-
сування методу скiнченних елементiв дозволяє отримати точнi апроксимацiї
розв’язку задачi iз зручною для обчислень формою матрицi жорсткостi.

Пiд час дослiдження було проведено аналiз впливу параметрiв адвекцiї
та дифузiї на профiль розподiлу розчину або температури. Встановлено,
що збiльшення параметру адвекцiї призводить до змiщення розподiлу у на-
прямку потоку, тодi як збiльшення параметру дифузiї згладжує розподiл.
Було показано, що оптимальний баланс мiж адвекцiєю та дифузiєю може
бути досягнутий для певного дiапазону значень параметрiв.

Отриманi результати числового дослiдження пiдтверджують важливiсть
врахування як адвекцiйних, так i дифузiйних процесiв при моделюваннi за-
дачi адвекцiї-дифузiї. Дослiдження надає цiнну iнформацiю для розумiння
фiзичних явищ та розв’язання практичних задач, пов’язаних з адвекцiєю-
дифузiєю.

Загалом, проведене чисельне дослiдження задачi адвекцiї-дифузiї допо-
магає розширити наше розумiння цього явища i використати отриманi зна-
ння для вирiшення реальних проблем в рiзних галузях.

Програмну реалiзацiю цiєї дипломної роботи можна знайти на GitHub за
цим посиланням https://github.com/kpm-lnu/student-applications/tree/develop/2022-
2023/PMP-42/coursework/Daryna
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Програмна реалiзацiя

Програмну реалiзацiю цiєї дипломної роботи можна знайти на GitHub за
цим посиланням:

https://github.com/kpm-lnu/student-applications/tree/develop/
2022-2023/PMP-42/coursework/Daryna%20Pastushenko
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