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Вступ

Параболiчно-гiперболiчнi зв’язнi системи диференцiальних рiвнянь у ча-
стинних похiдних виникають у багатьох задачах у фiзицi, механiцi i ма-
терiалознавствi, такi як рiвняння Нав’є–Стокса, пружностi, термо(в’язко)
пружностi, динамiка рiдин, процеси осаду, течiя в пористих середовищах,
проблеми фазового переходу, електромагнетизм, вiдновлення зображення
тощо.

Дослiдження початково-крайових задач для рiвнянь теплопровiдностi
та хвильових рiвнянь є основою для великої кiлькостi задач. Для чисельно-
го розв’язку, окрiм зведення задачi до повнiстю дискретного, залежного вiд
часу вигляду, iснує велика кiлькiсть методiв, якi грунтуються на виключен-
нi залежностi вiд часу та зменшеннi розмiрностi задачi шляхом зведення
до послiдовностi граничних iнтегральних рiвнянь для стацiонарних задач.

В данiй роботi буде розглянуто один з таких методiв, який грунтується
на використаннi перетворень Лагера з використанням розвинень Фур’є-
Лагера з подальшим зведенням до стацiонарних рiвнянь Гельмгольца.

Iншим типом таких методiв є так званi методи Роте, в яких залежнiсть
вiд часу дискретизується за допомогою апроксимацiї скiнченними рiзни-
цями похiдної по часу. Таким чином отримується послiдовнiсть граничних
iнтегральних рiвнянь для стацiонарних задач, яка також може бути подана
у виглядi рiвнянь Гельмгольца. Детальнiше про метод описано в [2].

Для зведення зв’язної задачi до граничних iнтегральних рiвнянь ви-
користовуватиметься метод потенцiалiв, а саме потенцiали простого шару.
Пiдхiд з використанням потенцiалiв простого шару описано в [1]. Даний
пiдхiд є достатньо гнучким, а тому може бути застосований, як до дво-,
так i до тривимiрних задач, включно з необмежними областями i областя-
ми з розривами.

В [6] детально дослiджена добре обумовленiсть зв’язної задачi, яка роз-
глядається в данiй роботi, тому не потрiбно звертатися до використання
регуляризацiйних методiв, наприклад регуляризацiї Тихонова. Тому вико-
ристовуватимемо метод Нистрьома, побудований на основi тригонометри-
чних квадратур, за допомогою якого, задача може бути зведена до повнiстю
дискретного вигляду.
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Роздiл 1. Постановка задачi та її часткова дис-
кретизацiя

1.1 Постановка задачi
Дана задача виникає при дослiдженнi лiнеаризованого, нестисливого, не-
стацiонарного потоку в областi D1, обмеженiй iдеально пружною товстою
стiнкою, в якiй ми допускаємо невеликi змiщення.

Нехай Dℓ ⊂ R2 простi зв’язанi обмеженi областi з межами Γℓ, ℓ = 1, 2 i
нехай D̄1 ⊂ D2.

Рис. 1.1: Область розв’язку

Нехай Φ позначає швидкiсть потоку, P – тиск в D1, а w – функцiя
змiщення в D2. Тодi виконуються наступнi рiвняння

∂Φ

∂t
− µ∆Φ = f 1 −∇P в D1 × (0,∞)

та
∂2w

∂t2
−∆w = f 2 в D2 × (0,∞),

де µ > 0 — задана константа, а f ℓ, ℓ = 1, 2 — заданi функцiї. Крайовi умови
такi

w = 0 на Γ1 × (0,∞).

Початковi умови мають вигляд

Φ(x, 0) = 0 x ∈ D1

i
w(x, 0) = w0(x),

∂w

∂t
(x, 0) = w1(x), x ∈ D2
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де w0 i w1 — заданi функцiї. Оскiльки Φ - швидкiсть, а w - змiщення,
передбачаються наступнi умови переходу

Φ =
∂w

∂t
, µ

∂Φ

∂ν
− P · ν =

∂w

∂ν
на Γ1 × (0,∞),

де ν — одиничний зовнiшнiй вектор нормалi до Γ1.
В якостi першого кроку для чисельного розв’язання сформульованої

вище задачi розглянемо спрощену зв’язну параболiчно-гiперболiчну задачу



∂u

∂t
= ∆u в D1 × (0,∞),

∂2v

∂t2
= ∆v в D2 × (0,∞),

v = f на Γ2 × (0,∞),

u =
∂v

∂t
на Γ1 × (0,∞),

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
на Γ1 × (0,∞).

(1.1)

З дослiжень Р. Дютре та Ж. Лiонса параболiчно-гiперболiчних крайових
задач (див. [6]), можна ствердити, що система (1.1) має єдиний класичний
розв’язок для достатньо гладких вхiдних даних.

1.2 Полiноми Лагера та їх властивостi

Для чисельної апроксимацiї розв’язкiв (1.1) ми будемо використовувати
перетворення Лагера. Для цього введемо нормованi полiноми Лагера

Ln(z) :=
1

n!
ez
dn

dzn
zne−z, z ∈ R, n = 0, 1, 2, . . . (1.2)

Як безпосереднiй наслiдок (1.2) отримаємо рекурентне спiввiдношення L′
n+1 =

L′
n − Ln для n = 0, 1, 2, . . ., яке, у свою чергу, дає, що

L′
n = −

n−1∑
m=0

Lm, n = 1, 2, . . . (1.3)

З (1.2), а потiм з використанням (1.3), отримаємо

Ln(0) = 1, L′
n(0) = −n, n = 0, 1, 2, . . .

Полiноми Лагера утворюють повну ортонормовану систему вiдносно ска-
лярного добутку

(f, g) :=

∫ ∞

0

e−zf(z)g(z)dz
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у просторi L2([0,∞);ω) дiйсних значень функцiй iз ваговою функцiєю ω(z) =
e−z (див. [2]). Для будь-якої функцiї f ∈ L2([0,∞);ω) маємо розвинення
Фур’є-Лагера

f =
∞∑
n=0

(f, Ln)Ln,

яке збiгається у зваженiй L2 нормi. Вибравши фiксований параметр κ > 0,
ми можемо масштабувати це розвинення

f(t) = κ
∞∑
n=0

fnLn(κt) (1.4)

з коефiцiєнтами Фур’є-Лагера

fn :=

∫ ∞

0

e−κtLn(κt)f(t)dt, n = 0, 1, 2, . . . ,

яке збiгається в нормi L2 iз масштабованою вагою ω(t;κ) = e−κt. Надалi
завжди матиметься на увазi масштабована версiя (1.4), коли говоритиме-
ться про розвинення Фур’є-Лагера.

Для обмеженої та неперервно диференцiйовної функцiї f (цi умови мо-
жна послабити) для коефiцiєнтiв Фур’є-Лагера f ′n похiдної f ′ шляхом ча-
стинного iнтегрування та використання (1.3) можна отримати наступне

f ′n = −f(0) + κ
n∑

m=0

fm, n = 0, 1, 2, . . . .

Застосування цього результату до обмеженої та двiчi неперервно диферен-
цiйованої функцiї f з обмеженою першою похiдною дає

f ′′n = −f ′(0)− κ(n+ 1)f(0) + κ2
n∑

m=0

(n−m+ 1)fm, n = 0, 1, 2, . . . ,

для коефiцiєнтiв Фур’є-Лагера f ′′n другої похiдної f ′′.

1.3 Часткова дискретизацiя через перетворення Лаге-
ра

У випадку нашої задачi, розв’язок шукатимемо у виглядi

u(x, t) := κ
∞∑
n=0

un(x)Ln(κt), (1.5)

v(x, t) := κ
∞∑
n=0

vn(x)Ln(κt). (1.6)
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Теорема 1.1. Нехай u, v — обмеженi i двiчi неперервно диференцiйовнi
розв’язки (1.1) (з обмеженими першими та другою похiдними). Тодi ко-
ефiцiєнти Фур’є-Лагера у розвиненнях (1.5) та (1.6)

un(x) :=

∫ ∞

0

e−κtLn(κt)u(x, t)dt, n = 0, 1, 2, . . . ,

vn(x) :=

∫ ∞

0

e−κtLn(κt)v(x, t)dt, n = 0, 1, 2, . . .

є розв’язками послiдовностi крайових задач

∆un = κ
n∑

m=0

um в D1, (1.7)

∆vn =
n∑

m=0

βn−mvm в D2, (1.8)

з умовами зв’язностi

un = κ

n∑
m=0

vm на Γ1,

∂un
∂ν

=
∂vn
∂ν

на Γ1,

(1.9)

з крайовою умовою
vn = fn на Γ2 (1.10)

i
βn = κ2(n+ 1), n = 0, 1, 2, . . . .

Бачимо, що рiвняння теплопровiдностi та хвильове рiвняння, зводяться
до послiдовностi стацiонарних задач, якi можна записати подiбним спосо-
бом.

Отже, для нашого випадку, гiпорболiчно-параболiчна зв’язна задача
може бути записана наступним чином

∆un − γ21un = κ
n−1∑
m=0

um в D1, (1.11)

∆vn − γ22vn =
n−1∑
m=0

βn−mvm в D2, (1.12)
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з умовами зв’язностi

un = κ
n∑

m=0

vm на Γ1,

∂un
∂ν

=
∂vn
∂ν

на Γ1,

(1.13)

та з крайовою умовою
vn = fn на Γ2, (1.14)

тут γ21 = κ, βn = κ2(n+ 1), n = 0, 1, 2, . . ., a отже γ22 = β0.
Бачимо, що зв’язну нестацiонарну задачу можна частково дискретизу-

вати за допомогою перетворень Лагера. Задачу можна також розглянути i
у слабкому формулюваннi. Тодi перетворення Лагера знову приводять до
послiдовностi стацiонарних задач у вiдповiдних просторах Соболєва (див.
[3]). Це потенцiйно може бути корисним для складнiших параметрiв i фун-
кцiй з розривами.

Роздiл 2. Зведення до граничних iнтегральних
рiвнянь

2.1 Фундаментальнi послiдовностi
Починаємо з означення, а потiм продовжимо побудову вiдповiдного фунда-
ментального розв’язку (подiбне визначення було використано в [2], де ви-
вчаються добре обумовленi крайовi задачi для рiвнянь типу (1.11), (1.12)).

Означення 2.1. Послiдовностi функцiй {Φp}Np=0 та {Ψp}Np=0 називаються
фундаментальними послiдовностями, якщо

∆xΨp(x, y)− γ21Ψp(x, y)− κ

p−1∑
m=0

Ψm(x, y) = δ(x− y)

та

∆xΦp(x, y)− γ22Φp(x, y)−
p−1∑
m=0

βp−mΦm(x, y) = δ(x− y),

де δ – дельта-функцiя Дiрака.

Для iснування фундаментальної послiдовностi ми можемо покладатися
на результати, викладенi в [3], де дослiджується iснування фундаменталь-
ного розв’язку елiптичних систем. В данiй роботi, ми подамо фундамен-
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тальну послiдовнiсть явно. Щоб подати таку послiдовнiсть, нам знадобля-
ться модифiкованi функцiї Бесселя

I0(z) =
∞∑
k=0

1

(k!)2

(z
2

)2k
,

I1(z) =
∞∑
k=0

1

k!(k + 1)!

(z
2

)2k+1
(2.1)

нульового i першого порядку вiдповiдно, а також модифiкованi функцiї
Ганкеля

K0(z) = −
(
ln
z

2
+ C

)
I0(z) +

∞∑
k=1

ψ(k)

(k!)2

(z
2

)2k
,

K1(z) =
1

z
+
(
ln
z

2
+ C

)
I1(z)−

1

2

∞∑
k=0

ψ(k + 1) + ψ(k)

k!(k + 1)!

(z
2

)2k+1
(2.2)

нульового i першого порядку вiдповiдно. Тут, ψ(0) = 0,

ψ(k) =
k∑

m=1

1

m
, k = 1, 2, . . .

та C = 0, 57721 . . . позначає константу Ейлера. Функцiї Iℓ i Kℓ є (неза-
лежними) розв’язками звичваного диференцiального рiвняння Бесселя з
параметром ℓ для ℓ = 0, 1; детальнiше про цi функцiї можна знайти в [5].

Фундаментальний розв’язок модифiкованого рiвняння Гельмгольца (1.11),
(1.12) з нульовою правою частиною задається формулою 1

2πK0(γ|x − y|),
(див. [5]). Природним буде використати цю функцiю, щоб створити фунда-
ментальну послiдовнiсть. Нам потрiбнi полiноми ξp i ζp, визначенi як

ξp(r) =

[p2 ]∑
m=0

ap,2mr
2m та ζp(r) =

[p−1
2 ]∑

m=0

ap,2m+1r
2m+1 (2.3)

вiдповiдно, для p = 0, 1, . . . , N , за умовою, що ζ0 = 0, а [q] – найбiльше цiле
число, не бiльше нiж q. Коефiцiєнти в (2.3) генеруються шляхом встанов-
лення ap,0 = 1 для p = 0, . . . , N , а потiм використання двох рекурентних
вiдношень,

ap,p = − 1

2γp
β1ap−1,p−1 (2.4)

i

ap,k =
1

2γk

{
4

[
k + 1

2

]2
ap,k+1 −

p−1∑
m=k−1

βp−mam,k−1

}
, k = p− 1, . . . , 1,

(2.5)
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для p = 1, . . . , N . Простi розрахунки показують, що цi полiноми задоволь-
няють наступним двом послiдовностям (зв’язних) звичайних диференцi-
альних рiвнянь

ξ′′p (r) +
1

r
ξ′p − 2γζ ′p =

p−1∑
m=0

βp−mξm,

−2γξ′p + ζ ′′n(r)−
1

r
ζ ′p +

1

r2
ζp =

p−1∑
m=0

βp−mζm

(2.6)

для p = 0, . . . , N . Тодi ми маємо,

Теорема 2.2. Послiдовнiсть функцiй {Φn}Nn=0 з

Φn(x, y) = K0(γ|x− y|)ξn(|x− y|) +K1(γ|x− y|)ζn(|x− y|) (2.7)

для n = 0, . . . , N , де K0 i K1 – це модифiкованi функцiї Ганкеля поряд-
ку нуль i один, див. (2.2), а ξp i ζp — полiноми, заданi (2.3), формують
фундаментальну послiдовнiсть (1.11) у сенсi Oзначення 2.1

Теорема 2.3. Послiдовнiсть функцiй {Ψn}Nn=0 з

Ψn(x, y) = K0(γ|x− y|)ξn(|x− y|) +K1(γ|x− y|)ζn(|x− y|) (2.8)

для n = 0, . . . , N , де K0 i K1 – це модифiкованi функцiї Ганкеля порядку
нуль i один, див. (2.2), а ξp i ζp — полiноми, обчисленi аналогiчно до (2.3), з
вiдповiдними коефiцiєнтами, формують фундаментальну послiдовнiсть
(1.12) у сенсi Oзначення 2.1

ξp(r) =

[p2 ]∑
m=0

ap,2mr
2m та ζp(r) =

[p−1
2 ]∑

m=0

ap,2m+1r
2m+1, (2.9)

ap,p = − 1

2γp
β1ap−1,p−1,

ap,k =
1

2γk

{
4

[
k + 1

2

]2
ap,k+1 − κ

p−1∑
m=k−1

am,k−1

}
, k = p− 1, . . . , 1,

для p = 1, . . . , N .
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2.2 Модифiкованi потенцiали та їх властивостi
Розглянемо потенцiали простого шару

Un(x) =
1

π

n∑
m=0

∫
Γ1

φm(y)Φn−m(x, y)ds(y), x ∈ D1,

Vn(x) =
1

π

n∑
m=0

2∑
ℓ=1

∫
Γℓ

ψℓm(y)Ψn−m(x, y)ds(y), x ∈ D2\D1

(2.10)

з неперервними густинами φn, ψℓn для n = 0, 1, 2, . . .. З Теореми 1.1 випли-
ває, що потенцiали простого шару є розв’язком (1.11) i (1.12). Асимптоти-
чна поведiнка (див. [5])

Kn(z) =

√
π

2z
e−z
{
1 +O

(
1

z

)}
, z → ∞, n = 0, 1

означає, що обидва потенцiали прямують до нуля, при |x| → ∞ рiвномiрно
для всiх напрямкiв. Iз степеневого ряду (2.2) слiдує

Φn(x, y) = ln
1

|x− y|
+ Φ̃n(x, y),

Ψn(x, y) = ln
1

|x− y|
+ Ψ̃n(x, y),

де Φ̃n та Ψ̃n неперервно диференцiйовнi в R2×R2. Отже, класичнi властиво-
стi закономiрностi стрибкiв i закономiрностей логарифмiчних потенцiалiв
(див. [5]) можна перенести на поточну систему. Отже, маємо наступнi пе-
ретворення в послiдовностi граничних iнтегральних рiвнянь.

2.3 Зведення стацiонарних задач спряження до ГIР

Пiдставляючи (2.10) з даними (1.13), (1.14) i враховуючи властивостi стриб-
ка, отримуємо наступне

Теорема 2.4. Потенцiали простого шару, заданi (2.10), є розв’язком за-
дачi (1.11)-(1.14) за умови, що густини є розв’язком такої системи iн-
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тегральних рiвнянь

n∑
m=0

2∑
ℓ=1

∫
Γℓ

ψℓm(y)Ψn−m(x, y)ds(y) = fn(x), x ∈ Γ2,

n∑
m=0

∫
Γ1

φm(y)Φn−m(x, y)ds(y) = κ
n∑

m=0

m∑
p=0

2∑
ℓ=1

∫
Γℓ

ψℓm(y)Ψm−p(x, y)ds(y),

x ∈ Γ1,

n∑
m=0

φm(x) +
n∑

m=0

ψ1
n(x) +

n∑
m=0

[ ∫
Γ1

φm(x)
∂

∂ν(x)
Φn−m(x, y)ds(y)−

−
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ

ψℓm(s)
∂

∂ν(x)
Ψn−m(x, y)ds(y)

]
= 0, x ∈ Γ1.

(2.11)

Отже, наша зв’язна задача зведена до системи граничних iнтегральних
рiвнянь (2.11). В зв’язку з виглядом фундаментальних послiдовностей, в
ядрах отриманої системи iнтегральних рiвнянь мiститимуться логарифмi-
чнi особливостi, це буде враховано при застосуваннi чисельної дискретиза-
цiї.

Роздiл 3. Чисельне розв’язування ГIР

3.1 Параметризацiя та видiлення особливостей
Розглянемо параметризацiю наведених вище iнтегральних рiвнянь. Вiдте-
пер будемо вважати, що кривi Γℓ, ℓ = 1, 2 є аналiтичними i задаються як

Γℓ = {xℓ(s) = (x1ℓ(s), x2ℓ(s)) , s ∈ [0, 2π]} ,

де x : R → R2 є аналiтичним i 2π-перiодичним з |x′(t)| > 0 для всiх t,
таких, що орiєнтацiя Γ проти годинникової стрiлки.
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Наведемо параметричне подання (2.11)

1

2π

n∑
m=0

2∑
ℓ=1

2π∫
0

ψ̃ℓm(σ)H̄
n−m
ℓ,2 (s, σ)dσ = fn(x2(s)), s ∈ [0, 2π],

1

2π

n∑
m=0

2π∫
0

φ̃m(σ)H
n−m
1,2 (s, σ)dσ =

κ

2π

n∑
m=0

m∑
p=0

2∑
ℓ=1

2π∫
0

ψ̃ℓm(σ)H̄
m−p
ℓ,2 (s, σ)dσ,

s ∈ [0, 2π],

n∑
m=0

φ̃n(s)

|x′1(s)|
+

n∑
m=0

ψ̃1
m(s)

|x′1(s)|
+

1

2π

n∑
m=0

[ 2π∫
0

φ̃m(σ)Q
n−m
1,2 (s, σ)dσ−

−
2∑
ℓ=1

2π∫
0

ψ̃ℓm(σ)Q̄
n−m
ℓ,2 (s, σ)dσ

]
= 0, s ∈ [0, 2π],

(3.1)

для n = 0, . . . , N , де для параметризованих густин

φ̃n(s) = φn (x1(s)) |x′1(s)| ,

ψ̃ℓn(s) = ψℓn (xℓ(s)) |x′ℓ(s)| .
Ядра в (3.1) поданi наступним чином

H0
ℓ,k(s, σ) = 2Φ0 (xk(s), xℓ(σ)) ,

Hn
ℓ,k(s, σ) = 2Φn (xk(s), xℓ(σ)) ,

H̄n
ℓ,k(s, σ) = 2Ψn (xk(s), xℓ(σ))

(3.2)

та
Q0
ℓ,k(s, σ) = 2

∂Φ0(x, y)

∂ν(x)

∣∣∣∣
x=xk(s),y=xℓ(σ)

,

Qn
ℓ,k(s, σ) = 2

∂Φn(x, y)

∂ν(x)

∣∣∣∣
x=xk(s),y=xℓ(σ)

,

Q̄n
ℓ,k(s, σ) = 2

∂Ψn(x, y)

∂ν(x)

∣∣∣∣
x=xk(s),y=xℓ(σ)

(3.3)

для s ̸= σ, ℓ, k = 1, 2, n = 1, . . . , N . Функцiї Φn,Ψn – фундаментальнi по-
слiдовностi.

Ми запишемо ядра таким чином, щоб сингулярностi стали явними, що
полегшить застосування чисельних наближень граничних iнтегралiв, що
мiстять такi ядра.
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Для сингулярних ядер Hn
ℓ,ℓ у (3.2), використовуючи явний вираз (2.1)

для елементiв у фундаментальнiй послiдовностi разом iз розкладами (2.1)-
(2.2) i керуючих вiдносин (2.3)-(2.6), обчислення призводять до наступного
представлення:

Hn
ℓ,ℓ(s, σ) = Hn,1

ℓ,ℓ (s, σ) ln

(
4

e
sin2

s− σ

2

)
+Hn,2

ℓ,ℓ (s, σ),

де

H0,1
ℓ,ℓ (s, σ) = −I0 (γℓ |xℓ(s)− xℓ(σ)|) ,

Hn,1
ℓ,ℓ (s, σ) =− I0 (γℓ |xℓ(s)− xℓ(σ)|) (ξn (|xℓ(s)− xℓ(σ)|)− 1)+

+ I1 (γℓ |xℓ(s)− xℓ(σ)|) ζn (|xℓ(s)− xℓ(σ)|)

(3.4)

та
Hn,2
ℓ,ℓ (s, σ) = Hn

ℓ,ℓ(s, σ)−Hn,1
ℓ,ℓ (s, σ) ln

(
4

e
sin2

s− σ

2

)
з дiагональними значеннями

H0,2
ℓ,ℓ (s, s) = −2C − 1− 2 ln

(
γℓ |x′ℓ(s)|

2

)
,

Hn,2
ℓ,ℓ (s, s) =

2an,1
γℓ

, n = 1, 2, . . . , N,

(3.5)

де C є константою Ейлера, визначеною вище, а коефiцiєнт an,1 визначається
(2.5). Для представлення ядер Qn

ℓ,k введемо функцiю

hℓ,k(s, σ) =
(xℓ,1(s)− xk,1(σ))x

′
ℓ,2(s)− (x2,ℓ(s)− xk,2(σ))x

′
ℓ,1(s)

|xk(σ)− xℓ(s)|

разом з полiномами

ξ̃n(r) = γℓ

[n2 ]∑
m=1

an,2mr
2m − 2

[n−1
2 ]∑

m=1

man,2m+1r
2m

та

ζ̃n(r) = γℓ

[n−1
2 ]∑

m=0

an,2m+1r
2m+1 − 2

[n2 ]∑
m=1

man,2mr
2m−1.

Тодi ядра Qn
ℓ,k можуть бути записанi наступним чином

Q0
ℓ,k(s, σ) = 2γℓhℓ,k(s, σ)K1 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|)
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та

Qn
ℓ,k(s, σ) = 2hℓ,k(s, σ){K1 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ξ̃n (|xℓ(t)− xk(σ)|)+

+K0 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ζ̃n (|xℓ(s)− xk(σ)|)}

для s ̸= σ i n = 1, 2, . . . , N . Ядра Qn
ℓ,ℓ мають логарифмiчнi особливостi.

Подiбно до обчислень, якi застосовувалися для переписування сингулярних
ядер Hn

ℓ,ℓ, отримаємо

Qn
ℓ,ℓ(s, σ) = Qn,1

ℓ,ℓ (s, σ) ln

(
4

e
sin2

s− σ

2

)
+Qn,2

ℓ,ℓ (s, σ),

де

Q0,1
ℓ,ℓ (s, σ) = γℓhℓ,ℓ(s, σ)I1 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ,

Qn,1
ℓ,ℓ (s, σ) = hℓ,ℓ(s, σ){I1 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ξ̃n (|xℓ(s)− xk(σ)|)−

−I0 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ζ̃n (|xℓ(s)− xk(σ)|)}

та
Qn,2
ℓ,ℓ (s, σ) = Qn

ℓ,ℓ(s, σ)−Qn,1
ℓ,ℓ (s, σ) ln

(
4

e
sin2

s− σ

2

)
з дiагональними значеннями

Q0,2
ℓ,ℓ (s, s) =

x′ℓ,2(s)x
′′
ℓ,1(s)− x′ℓ,1(s)x

′′
ℓ,2(s)

|x′ℓ(s)|
2 , Qn,2

ℓ,ℓ (s, s) = 0, n = 1, 2, . . . , N.

Аналогiчнi обчислення можуть бути виконанi для ядер H̄n
ℓ,k та Q̄n

ℓ,k.
Для сингулярних ядер H̄n

ℓ,ℓ у (3.2)

H̄n
ℓ,ℓ(s, σ) = H̄n,1

ℓ,ℓ (s, σ) ln

(
4

e
sin2

s− σ

2

)
+ H̄n,2

ℓ,ℓ (s, σ),

де

H̄0,1
ℓ,ℓ (s, σ) = −I0 (γℓ |xℓ(s)− xℓ(σ)|) ,

H̄n,1
ℓ,ℓ (s, σ) =− I0 (γℓ |xℓ(s)− xℓ(σ)|)

(
ξ̄n (|xℓ(s)− xℓ(σ)|)− 1

)
+

+ I1 (γℓ |xℓ(s)− xℓ(σ)|) ζ̄n (|xℓ(s)− xℓ(σ)|)

(3.6)

та
H̄n,2
ℓ,ℓ (s, σ) = H̄n

ℓ,ℓ(s, σ)− H̄n,1
ℓ,ℓ (s, σ) ln

(
4

e
sin2

s− σ

2

)
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з дiагональними значеннями

H̄0,2
ℓ,ℓ (s, s) = −2C − 1− 2 ln

(
γℓ |x′ℓ(s)|

2

)
,

H̄n,2
ℓ,ℓ (s, s) =

2ān,1
γℓ

, n = 1, 2, . . . , N,

(3.7)

де C є константою Ейлера, визначеною вище, а коефiцiєнт ān,1 визначається
(2.9). Для представлення ядер Q̄n

ℓ,k, подiбно до Qn
ℓ,k, введемо полiноми

˜̄ξn(r) = γℓ

[n2 ]∑
m=1

ān,2mr
2m − 2

[n−1
2 ]∑

m=1

mān,2m+1r
2m

та

˜̄ζn(r) = γℓ

[n−1
2 ]∑

m=0

ān,2m+1r
2m+1 − 2

[n2 ]∑
m=1

mān,2mr
2m−1.

Тодi ядра Q̄n
ℓ,k можуть бути записанi наступним чином

Q̄0
ℓ,k(s, σ) = 2γℓhℓ,k(s, σ)K1 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|)

та

Qn
ℓ,k(s, σ) = 2hℓ,k(s, σ){K1 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ˜̄ξn (|xℓ(t)− xk(σ)|)+

+K0 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ˜̄ζn (|xℓ(s)− xk(σ)|)}

для s ̸= σ i n = 1, 2, . . . , N . Ядра Q̄n
ℓ,ℓ мають логарифмiчнi особливостi.

Подiбно до попереднiх обчислень, отримаємо

Q̄n
ℓ,ℓ(s, σ) = Q̄n,1

ℓ,ℓ (s, σ) ln

(
4

e
sin2

s− σ

2

)
+ Q̄n,2

ℓ,ℓ (s, σ),

де

Q̄0,1
ℓ,ℓ (s, σ) = γℓhℓ,ℓ(s, σ)I1 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ,

Q̄n,1
ℓ,ℓ (s, σ) = hℓ,ℓ(s, σ){I1 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ˜̄ξn (|xℓ(s)− xk(σ)|)−

−I0 (γℓ |xℓ(s)− xk(σ)|) ˜̄ζn (|xℓ(s)− xk(σ)|)}
та

Q̄n,2
ℓ,ℓ (s, σ) = Q̄n

ℓ,ℓ(s, σ)− Q̄n,1
ℓ,ℓ (s, σ) ln

(
4

e
sin2

s− σ

2

)
з дiагональними значеннями

Q̄0,2
ℓ,ℓ (s, s) =

x′ℓ,2(s)x
′′
ℓ,1(s)− x′ℓ,1(s)x

′′
ℓ,2(s)

|x′ℓ(s)|
2 , Q̄n,2

ℓ,ℓ (s, s) = 0, n = 1, 2, . . . , N.
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3.2 Квадратурнi формули на основi тригонометрично-
го iнтерполювання

Вiдповiдно до загальних iдей, викладених у [5], ми будуємо квадратури для
вiдповiдних iнтегралiв:

1

2π

∫ 2π

0

f(τ) ln

(
4

e
sin2

s− τ

2

)
dτ .

Використаємо тригонометричну iнтерполяцiю з рiвновiддаленими ву-
злами. Нехай

sj =
jπ

M
, j = 0, . . . , 2M − 1, M ∈ N

– рiвновiддалений подiл вiдрiзку [0, 2π] в просторi TN тригонометричних
полiномiв виду:

q(s) =
M∑
k=0

αk cos ks+
M∑
k=1

βk sin ks, αk, βk ∈ C,

Базис Лагранжа для тригонометричної iнтерполяцiї має вигляд:

Lj(s) =
1

2M
{1 + 2

n−1∑
k=1

cos k(s− sj) + cosn(s− sj)},

Застосуємо наступнi квадратурнi формули:

1

2π

∫ 2π

0

f(τ)dτ ≈ 1

2M

2M−1∑
i=0

f(sj), (3.8)

шляхом замiни неперервної перiодичної функцiї f її тригонометричною iн-
терполяцiєю з використанням базису Лагранжа отримуємо:

1

2π

∫ 2π

0

f(τ) ln

(
4

e
sin2

s− τ

2

)
dτ ≈

2M−1∑
i=0

Rj(s)f (sj) , (3.9)

де ваговi функцiї Rj:

Rj(s) =
1

2π

∫ 2π

0

ln

(
4

e
sin2

s− τ

2

)
Lj(τ)dτ, j = 0, . . . , 2M − 1.

Нескладнi обчислення дають (див. [5]):

Rj(s) = − 1

2M

(
1 + 2

M−1∑
k=1

1

k
cos k (s− sj)−

1

M
cosM (s− sj)

)
. (3.10)

Ця квадратура рiвномiрно збiжна для всiх тригонометричних многочленiв,
оскiльки за побудовою iнтегрує тригонометричнi многочлени зi степенем,
меншим або рiвним M , або 2M − 1.
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3.3 Метод Нистрьома
Завдяки перетворенням ядер, зроблених у минулому роздiлi, можемо за-
стосувати наведенi тригонометричнi квадратури, отримаємо

2M−1∑
j=0

n∑
m=0

{
ψ̃1
m,j

1

2M
H̄n−m

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
m,j

[
Rj (si) H̄

n−m,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄n−m,2

2,2 (si, sj)

]}
= f2,n(si),

2M−1∑
j=0

n∑
m=0

φ̃m,j
1

2M
Hn−m

1,2 (si, sj) = κ
2M−1∑
j=0

n∑
m=0

m∑
p=0

{
ψ̃1
m,j

1

2M
H̄m−p

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
m,j

[
Rj (si) H̄

m−p,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄m−p,2

2,2 (si, sj)

]}
,

n∑
m=0

φ̃m,i(si)

|x′1(si)|
+

n∑
m=0

ψ̃1
m(si)

|x′1(si)|
+

2M−1∑
j=0

n∑
m=0

φ̃m,j
1

2M
Qn−m

1,2 (si, sj)−

−
2M−1∑
j=0

n∑
m=0

{
ψ̃1
m,j

1

2M
Q̄n−m

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
m,j

[
Rj (si) Q̄

n−m,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
Q̄n−m,2

2,2 (si, sj)

]}
= 0

(3.11)

для i = 0, . . . , 2M − 1.
Важливо зазначити, що дана система є рекурентною, тобто нам не по-

трiбно розв’язувати систему для знаходження всiх невiдомих густин одно-
часно. Натомiсть, значення обчислюватимуться послiдовно, тобто на пер-
шому кроцi обчислюватимуться значення лише для ψ̃ℓ0 та ϕ̃0. Знайденi
розв’язки використовуватимуться в наступних кроках для обчислення но-
вих значень густин.

3.4 Перший крок
Розглянемо вигляд дискретизованої системи для знаходження 0-х значень
густин, пiдставивши n = 0, отримаємо систему
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

2M−1∑
j=0

{
ψ̃1
0,j

1

2M
H̄0

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
0,j

[
Rj (si) H̄

0,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄0,2

2,2 (si, sj)

]}
= f2(si),

2M−1∑
j=0

φ̃0,j
1

2M
H0

1,2 (si, sj)− κ
2M−1∑
j=0

{
ψ̃1
0,j

1

2M
H̄0

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
0,j

[
Rj (si) H̄

0,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄0,2

2,2 (si, sj)

]}
= 0,

φ̃0,i(si)

|x′1(si)|
+
ψ̃1
0,i(si)

|x′1(si)|
+

2M−1∑
j=0

φ̃0,j
1

2M
Q0

1,2 (si, sj)−

−
2M−1∑
j=0

{
ψ̃1
0,j

1

2M
Q̄0

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
0,j

[
Rj (si) Q̄

0,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
Q̄0,2

2,2 (si, sj)

]}
= 0

(3.12)

для i = 0, . . . , 2M − 1.
Для зручностi представимо нашу систему в наступному виглядi

A1(i, j) B1(i, j) C1(i, j)

A2(i, j) B2(i, j) C2(i, j)

A3(i, j) B3(i, j) C3(i, j)

×


φ̃0

ψ̃1
0

ψ̃2
0

 =


f2

0

0

 , (3.13)
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тут

A1(i, j) = 0,

A2(i, j) =
1

2M
H0

1,2 (si, sj) ,

A3(i, j) =


1

2M
Q0

1,2 (si, sj) , i ̸= j,

1

2M
Q0

1,2 (si, sj) +
1

|x′1(si)|
, i = j,

, B1(i, j) =
1

2M
H̄0

1,2 (si, sj) ,

B2(i, j) = − κ

2M
H̄0

1,2 (si, sj) ,

B3(i, j) =


− 1

2M
Q̄0

1,2 (si, sj) , i ̸= j,

− 1

2M
Q̄0

1,2 (si, sj) +
1

|x′1(si)|
, i = j,

C1(i, j) =

[
Rj (si) H̄

0,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄0,2

2,2 (si, sj)

]
,

C2(i, j) = −κ
[
Rj (si) H̄

0,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄0,2

2,2 (si, sj)

]
,

C3(i, j) =

[
Rj (si) Q̄

0,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
Q̄0,2

2,2 (si, sj)

]
.

3.5 Повна система

Розглянемо перше рiвняння рекурентної системи (3.11):

2M−1∑
j=0

n∑
m=0

{
ψ̃1
m,j

1

2M
H̄n−m

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
m,j

[
Rj (si) H̄

n−m,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄n−m,2

2,2 (si, sj)

]}
= f2,n(si).

Виконавши для цього рiвняння нескладнi перетворення

2M−1∑
j=0

n∑
m=0

{
ψ̃1
m,jB̄

m
1 (i, j) + ψ̃2

m,jC̄
m
1 (i, j)

}
= f2,n(si),
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отримаємо наступний вигляд

2M−1∑
j=0

{
ψ̃1
n,jB̄

n
1 (i, j)+

n−1∑
m=0

ψ̃1
m,jB̄

m
1 (i, j)+ψ̃

2
n,jC̄

n
1 (i, j)+

n−1∑
m=0

ψ̃2
m,jC̄

m
1 (i, j)

}
= f2,n(si),

i = 0, ..., 2M − 1.
Тут

Ām
1 (i, j) = 0,

B̄m
1 (i, j) =

1

2M
H̄n−m

1,2 (si, sj) ,

C̄m
1 (i, j) =

[
Rj (si) H̄

n−m,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄n−m,2

2,2 (si, sj)

]
.

(3.14)

Подiбним чином для другого рiвняння з (3.11):

2M−1∑
j=0

n∑
m=0

φ̃m,j
1

2M
Hn−m

1,2 (si, sj) = κ

2M−1∑
j=0

n∑
m=0

m∑
p=0

{
ψ̃1
m,j

1

2M
H̄m−p

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
m,j

[
Rj (si) H̄

m−p,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄m−p,2

2,2 (si, sj)

]}
,

звiдси

2M−1∑
j=0

{
n∑

m=0

φ̃m,jĀ
m
2 (i, j) +

n∑
m=0

ψ̃1
m,jB̄

m
2 (i, j) +

n∑
m=0

ψ̃2
m,jC̄

m
2 (i, j)

}
= 0.

Запишемо в представленнi, аналогiчному до першого рiвняння

2M−1∑
j=0

{
φ̃n,jĀ

n
2(i, j) +

n−1∑
m=0

φ̃m,jĀ
m
2 (i, j)

+ψ̃1
n,jB̄

n
2 (i, j) +

n−1∑
m=0

ψ̃1
m,jB̄

m
2 (i, j)

+ψ̃2
n,jC̄

n
2 (i, j) +

n−1∑
m=0

ψ̃2
m,jC̄

m
2 (i, j)

}
= 0, i = 0, ..., 2M − 1.
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Тут

Ām
2 (i, j) =

1

2M
Hn−m

1,2 (si, sj) ,

B̄m
2 (i, j) = − κ

2M

m∑
p=0

H̄m−p
1,2 (si, sj) ,

C̄m
2 (i, j) = −κ

m∑
p=0

[
Rj (si) H̄

m−p,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
H̄m−p,2

2,2 (si, sj)

]
.

(3.15)

Тепер для третього рiвняння з (3.11):

n∑
m=0

φ̃m,i(si)

|x′1(si)|
+

n∑
m=0

ψ̃1
m(si)

|x′1(si)|
+

2M−1∑
j=0

n∑
m=0

φ̃m,j
1

2M
Qn−m

1,2 (si, sj)−

−
2M−1∑
j=0

n∑
m=0

{
ψ̃1
m,j

1

2M
Q̄n−m

1,2 (si, sj)+

+ψ̃2
m,j

[
Rj (si) Q̄

n−m,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
Q̄n−m,2

2,2 (si, sj)

]}
= 0,

теж приведемо до унiфiкованого вигляду

2M−1∑
j=0

{
φ̃n,jĀ

n
3(i, j) +

n−1∑
m=0

φ̃m,jĀ
m
3 (i, j)

+ψ̃1
n,jB̄

n
3 (i, j) +

n−1∑
m=0

ψ̃1
m,jB̄

m
3 (i, j)

+ψ̃2
n,jC̄

n
3 (i, j) +

n−1∑
m=0

ψ̃2
m,jC̄

m
3 (i, j)

}
= 0, i = 0, ..., 2M − 1.



23

Тут

Ām
3 (i, j) =


1

2M
Qn−m

1,2 (si, sj) , i ̸= j,

1

2M
Qn−m

1,2 (si, sj) +
1

|x′1(si)|
, i = j,

B̄m
3 (i, j) =


− 1

2M
Q̄n−m

1,2 (si, sj) , i ̸= j,

− 1

2M
Q̄n−m

1,2 (si, sj) +
1

|x′1(si)|
, i = j,

C̄m
3 (i, j) =

[
Rj (si) Q̄

n−m,1
2,2 (si, sj) +

1

2M
Q̄n−m,2

2,2 (si, sj)

]
.

(3.16)

В результатi, поєднавши отриманi перетворення, можемо скласти наступне
представлення знаходження густин нашої задачi:


Ān
1 (i, j) B̄n

1 (i, j) C̄n
1 (i, j)

Ān
2 (i, j) B̄n

2 (i, j) C̄n
2 (i, j)

Ān
3 (i, j) B̄n

3 (i, j) C̄n
3 (i, j)


×



φ̃n

ψ̃1
n

ψ̃2
n


=



f2 −
n−1∑
m=0

[
φ̃mĀ

m
1 (i, j) + ψ̃1

mB̄
m
1 (i, j) + ψ̃2

mC̄
m
1 (i, j)

]

−
n−1∑
m=0

[
φ̃mĀ

m
2 (i, j) + ψ̃2

mB̄
m
2 (i, j) + ψ̃2

mC̄
m
2 (i, j)

]

−
n−1∑
m=0

[
φ̃mĀ

m
3 (i, j) + ψ̃2

mB̄
m
3 (i, j) + ψ̃2

mC̄
m
3 (i, j)

]


, (3.17)

n = 0, ..., N .
Легко бачити, що пiдставивши n = 0 в дану систему, отримаємо систему
для першого кроку, аналогiчну до (3.13).

3.6 Знаходження розв’язку

Вiдповiдно до (1.5), (1.6), розв’язок задачi подаємо у наступному виглядi

u(x, t) ≈ uN(x, t) = κ
N∑
n=0

un(x)Ln(κt), (3.18)

v(x, t) ≈ vN(x, t) = κ

N∑
n=0

vn(x)Ln(κt). (3.19)
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Параметризуємо подання розв’язку, отримаємо

un(x) =
1

π

n∑
m=0

∫
Γ1

φm(y)Φn−m(x, y)ds(y)

=
1

π

n∑
m=0

∫ 2π

0

φ̃m(σ)Φn−m(x, x1(σ))dσ, x ∈ D1,

vn(x) =
1

π

n∑
m=0

2∑
ℓ=1

∫
Γℓ

ψℓm(y)Ψn−m(x, y)ds(y)

=
1

π

n∑
m=0

2∑
ℓ=1

∫ 2π

0

ψ̃ℓm(σ)Ψn−m(x, xℓ(σ))dσ, x ∈ D2.

(3.20)

Оскiльки, шукане значення x знаходиться всерединi областi, тобто x /∈
Γ1 ∪ Γ2, тодi нiяких особливостей в нас не виникатиме, вiдповiдно може-
мо отримати наступний вигляд знаходження дискретизованого розв’язку
нашої задачi

un,M(x) =
1

M

n∑
m=0

2M−1∑
j=0

φ̃m(sj)Φn−m(x, x1(sj)),

vn,M(x) =
1

M

n∑
m=0

2M−1∑
j=0

2∑
ℓ=1

ψ̃ℓm(sj)Ψn−m(x, xℓ(sj)),

(3.21)

uNM(x, t) = κ

N∑
n=0

un,M(x)Ln(κt), (3.22)

vNM(x, t) = κ

N∑
n=0

vn,M(x)Ln(κt). (3.23)

Роздiл 4. Чисельнi експерименти

Чисельна реалiзацiя виконана на мовi програмування Python3. Використо-
вувалася бiблiотека numpy для швидкого виконання матричних обчислень,
оскiльки numpy виконує команди мовою C, яка є набагато швидшою за
Python. Також використовувалася бiблiотека scipy, де є реалiзованi функцiї
Бесселя, та полiноми Лагера. Необхiдних модифiкованих функцiй Ганкеля
в scipy не було, тому використовувалася бiблiотека mpmath, яка дозволяє
наближено обчислювати нескiнченнi суми. Для графiчного вiдображення
використано бiблiотеку matplotlib.
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Не зважаючи на швидкодiю бiблiотеки numpy, обчислення вiдбувалися
довго навiть для M=32 (3,5 хвилин). Оскiльки на кожнiй iтерацiї матриця
з системи (3.17) заповнюється незалежними один вiд одного елементами,
то для пришвидшення виконання, використано бiблiотеку multiprocessing,
яка дозволила обчислювати кожен блок матрицi паралельно. В результатi,
швидкiсть обчислення для M=32 скоротилося до 46 секунд, що є бiльш нiж
4-кратним пришвидшенням.

4.1 Приклад 1
Розглянемо простий приклад. Маємо двозв’язну область, представлену у
виглядi

Γ1 = {x1(s) = (2 sin(s), 2 cos(s)) , s ∈ [0, 2π]} ,
Γ2 = {x2(s) = (3 sin(s), 3 cos(s)) , s ∈ [0, 2π]} ,

κ = γ1 = γ2 = 1, f2(x) = 2.

Рис. 4.1: Вигляд областi

Так як обидвi областi обмеженi рiвними колами, i значення функцiї на
Γ2 є константним, значення густин є однаковим для кожної точки на грани-
цях областi. Щоб засвiдчитися у наявностi збiжностi розв’язку, збiльшува-
тимемо кiлькiсть точок розбиття i порiвняємо отриманi значення всерединi
областi.
Виберемо точки x1 = (1, 1), x2 = (2.5, 0), N = 0, отримаємо наступнi ре-
зультати:
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M u0,M(x1) v0,M(x2)
8 4.5031528973892776 3.5821579516512738
16 4.5047037417839855 3.5894272474316873
32 4.5046976358530015 3.5894325092836996
64 4.5046976357674771 3.5894325092783124
128 4.5046976357662163 3.5894325092782901

Табл. 4.1: Значення u0,M(x1), v0,M(x2), N = 0

4.2 Приклад 2
Розглянемо подiбний приклад до першого. Нехай наша двозв’язна область
має наступний вигляд

Γ1 = {x1(s) = (sin(s), 2 cos(s)) , s ∈ [0, 2π]} ,

Γ2 = {x2(s) = (3 sin(s), 3 cos(s)) , s ∈ [0, 2π]} ,
κ = γ1 = γ2 = 1, f2(x) = 2.

Рис. 4.2: Вигляд областi

В цьому випадку подивимося на збiжнiсть вектора густин φ̃0 при рiзних
M .
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Рис. 4.3: Вигляд вектора густин φ̃0

Окрiм збiжностi, можемо спостерiгати, що значення φ̃0 збiльшуються,
наближаючись до π

2 та 3π
2 , оскiльки в цих точках вiдстань мiж Γ1 i Γ2 є

найменшою.
Виберемо точки x1 = (1, 2), x2 = (0, 0), N = 0, отримаємо наступнi

результати:

M v0,M(x1) u0,M(x2)
8 4.910456414349972 13.111043184168800
16 4.920401115760586 13.117397273888358
32 4.920384679567755 13.117397856828976
64 4.920384788205781 13.117397856827049
128 4.920384787910321 13.117397856827152

Табл. 4.2: Значення v0,M(x1), u0,M(x2), N = 0
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Висновки

Таким чином, в данiй роботi було запропоновано метод розв’язування зв’язної
(тривимiрної) параболiчно-гiперболiчної початково-крайової задачi. Про-
понований метод грунтується на дискретизацiї з використанням перетво-
рень Лагера, з подальшим зведенням до граничних iнтегральних рiвнянь,
що дало змогу зменшити розмiрнiсть задачi на двi одиницi. Показали, що,
як рiвняння теплопровiдностi, так i хвильове рiвняння може бути пода-
не у виглядi послiдовностi неоднорiдних рiвнянь Гельмгольца, з основною
вiдмiннiстю лише у виглядi коефiцiєнтiв для вiдповiдних рiвнянь.

Також наведено видiлення логарифмiчних особливостей у напiвдискре-
тизованiй системi та подальше її приведення до повнiстю дискретної систе-
ми шляхом зведення до 2π-перiодичних рiвнянь i подальшого використа-
ння тригонометричних квадратур, що дає змогу обраховувати розв’язки
поставленої задачi чисельно.

Продемонстровано декiлька прикладiв чисельних експериментiв на пер-
шiй iтерацiї для знаходження значень всерединi областi. Показано збiжнiсть
при збiльшеннi розмiру розбиття.
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