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Вступ

Актуальнiсть проблеми. У багатьох фiзичних або математичних задачах мо-
жна зiткнутися з необхiднiстю розв’язати iнтегральне рiвняння для знаходження
розв’язкiв. Проте у деяких випадках це неможливо зробити аналiтично. Наприклад,
пiдiнтегральна функцiя вiдома лише у деяких точках або достатньо складна. Тодi
виникає необхiднiсть для наближеного обчислення iнтегрального рiвняння, викори-
стовуючи певнi чисельнi методи.

Найчастiше для знаходження наближеного розв’язку застосовують квадратурнi
формули. Їх вибiр залежить вiд типу особливостей або iнших властивостей пiдiнте-
гральних функцiй, вимог до точностi розв’язку, тощо. Iснує багато прикладiв ква-
дратурних формул, таких як метод трапецiй, метод Сiмпсона, метод Нистрьома.

Проте варто зауважити, що досить проблематично пiдiбрати правильну квадра-
туру у випадку обчислення розв’язку iнтегральних рiвнянь зi змiнною межею, яка
пiдпадала б пiд необхiднi вимоги. Особливо вартий уваги випадок, коли пiдiн-
тегральний вираз мiстить ядро, тобто функцiю з двома аргументами. Згортка є
яскравим прикладом iнтеграла з ядром, який активно застосовується у операцiях,
пов’язаних з обробкою зображень та статистицi.

Одним з запропованих методiв є використання sinc-апроксимацiй для iнтегралiв
з фiксованим та змiнним iнтервалом iнтегрування. До їх переваг можна зараху-
вати: наближене розв’зування iнтегралiв з необмеженим iнтервалом iнтегрування,
допустимiсть сингулярностей на iнтервалi та експоненцiйний порядок спадання по-
хибки. Sinc-методи можна також використовувати для знаходження наближеного
розв’язку згорток з фiксованим та змiнним iнтервалом.

Варто зауважити, що перед використанням sinc-методiв до iнтегралiв потрiбно
врахувати декiлька нюансiв. По-перше, у процесi застосування sinc-апроксимацiй
необхiдно використовувати декомпозицiю матрицi. Вiд вибору коректного алгори-
тму залежить вiдповiдно точнiсть розкладу, час виконання та подальший результат.
По-друге, пiсля виконання декомпозицiї матрицi необхiдно порахувати функцiю вiд
матрицi.

Об’єкт дослiдження – iнтеграли зi змiнною межею та згортки.
Предметом дослiдження визначаємо використання QR-алгоритму для вико-

нання декомпозицiї матрицi i алгоритму Парлетта для обчислення функцiї вiд ма-
трицi.

Мета дослiдження полягає у наступному: порiвняти результати застосування
sinc-апроксимацiй до iнтегральних перетворень, залежно вiд використання рiзних
пiдходiв для декомпозицiї матриць та обчислення функцiй вiд матриць.
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Завдання цiєї роботи:

1) Розв’язати наближено iнтеграли зi змiнною межею за допомогою програмної
реалiзацiї, використовуючи sinc-апроксимацiї, перевiрити ефективнiсть даного
методу;

2) Розв’язати наближено згортки за допомогою програмної реалiзацiї, викори-
стовуючи sinc-апроксимацiї, перевiрити ефективнiсть даного методу та оцiни-
ти характер похибки;

3) Реалiзувати QR-алгоритм та QR-алгоритм зi зсувами для виконання розкладу
Шура, оцiнити виконанння i результати алгоритмiв. Порiвняти базовий QR-
алгоритм i QR-алгоритм з зсувами з власним розкладом матрицi, оцiнити
використання кращого пiдходу для декомпозицiї матрицi у sinc-методах;

4) Реалiзувати алгоритм Шура-Парлетта i на основi розкладу Шура перевiрити
виконання даного алгоритму для знаходження функцiї вiд матрицi, застосу-
вати для sinc-згорток i перевiрити коректнiсть отриманого результату;

Основною новизною даної курсової роботи є використання QR-алгоритму або йо-
го модифiкованих версiй для здiйснення декомпозицiї матрицi. Iдея вибору даного
алгоритму полягає у тому, що вiн вважається одним з найшвидших та найефе-
ктивнiших алгоритмiв для пошуку власних значень i власних векторiв. Наприклад,
роботи Бауманна i Стенгера по дослiдженню sinc-методiв полягали у використан-
нi власного розкладу матрицi для декомпозицiї матрицi. Крiм того, обчислення
функцiї вiд матрицi не здiйснювалися за допомогою алгоритму Парлетта чи iнших
подiбних алгоритмiв. Доцiльно перевiрити, чи можливо застосувати даний пiдхiд у
sinc-методах.

Також до новизни можна вiднести порiвняння результатiв, залежно вiд того, який
пiдхiд вибрано, i демонстрацiю порядку спадання похибки при рiзних значеннях
параметра дискретизацiї.
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1. Sinc-методи

1.1. Sinc-функцiя

Означення 1.1 (Sinc-функцiя). Sinc-функцiя позначають як sinc(x) i її мо-
жна подати наступним чином

sinc(x) =


sin(πx)

πx
, x ̸= 0,

1, x = 0.

Нехай маємо деякий параметр дискретизацiї h > 0. Тодi можна визначити

множину функцiй

S(k, h)(x) = sinc
(x
h
− k

)
=

sin[(π/h)(x− kh)]

(π/h)(x− kh)
, k ∈ Z. (1)

Сформулюємо наступне означення.

Означення 1.2. Функцiю f можна подати як

f(x) =
∑
k∈Z

f(kh)S(k, h)(x), x ∈ R, (2)

якщо f ∈ L2(R) з перетворенням Фур’є, яке є фiнiтно визначеним на iнтервалi
(−π/h; π/h).

Функцiю (2) можна використовувати для апроксимацiї розв’язку функцiї f , iн-
тегралiв вiд неї або її похiдних [12,13]. Це можливе завдяки тому, що хоч рiвнiсть
(2) i виконується наближено, проте з хорошою точнiстю i спаданням похибки у ви-
падку зростання кiлькостi вузлiв. Для перевiрки даного твердження введемо нове
позначення i сформулюємо теорему.

Введемо область Dd = {z ∈ C : | ℑ(z)| < d}, де d > 0 i p ≥ 1. Крiм того, введемо
множину функцiй f , якi аналiтичнi у Dd. Тепер позначимо через Bp(Dd) множину

f таким чином, що
d∫

−d

|f(x+iy)|dy <∞, x→ ±∞ i lim
y→d−

{(∫
R

|f(x+iy)|pdx
)1/p

+

(∫
R

|f(x−iy)|pdx
)1/p

}
<∞ [1]. На основi даних нововедень сформулюємо наступну

теорему.
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Теорема 1.1. Нехай f ∈ Bp(Dd) i задовольняє умову

|f(x)| ≤ Ce−α|x|, x ∈ R, C > 0, α > 0. (3)

Тодi справджуються оцiнки

∥∥∥f −
N∑

k=−N

f(kh)S(k, h))
∥∥∥
∞

≤ C1εN, (4)

∣∣∣ ∞∫
−∞

f(x)dx− h
N∑

k=−N

f(kh)
∣∣∣ ≤ C2N

−1/2εN , (5)

де h = C0/N
1/2, εN = N1/2e−C4N1/2

, Ck, C̃k - додатнi константи.

У [12] наведено доведення даної теореми. Отже, можна зробити висновок з тео-

реми, що наближенi розв’язки збiгаються до f i iнтегралу
∞∫

−∞
f(x)dx вiдповiдно, i

оцiнка збiжностi є хорошою. Крiм того, при збiльшеннi N похибка буде експонен-
цiйно спадати.

Проте даний пiдхiд є обмеженим i вимагає модифiкацiї. Зокрема, проблема по-
лягає в тому, що розв’язати iнтеграл можна лише на iнтервалi (−∞;∞), i до того
ж можуть бути обмеження для спадання похибки. Одним з способiв сформулюва-
ти наближений метод для розв’язування таких iнтегралiв є введення конформних
вiдображень для областi iнтегрування.

1.2. Конформнi вiдображення

Конформнi вiдображення застосовуються для побудови апроксимацiї на iнтерва-
лах, вiдмiнних вiд (−∞;∞), послаблення обмежень на швидкiсть спадання функцiї
та наближень, для яких можна застосовувати sinc-квадратури.

Сформулюємо наступнi позначення. НехайD – однозв’язна область у комплекснiй
площинi, а ∂D - її границя. Позначимо φ : D → Dd – конформне вiдображення.
У випадку (a, b) - область iнтегрування, то для a, b ∈ ∂D φ(a) = −∞ i φ(b) =
+∞. Введемо ψ = φ−1 – обернене вiдображення таке, що (a, b) = ψ(R). Крiм того,
позначимо z = ψ(x) для x ∈ ∂D.

Вiдповiдно до [13], функцiя f , що є аналiтична в Dd i для якої виконується умова

|f(z)| ≤ c|eαz|
(1 + |ez|)2α

(c > 0, α > 0) при z ∈ Dd, належить до класу Bp(Dd). Отже, у

випадку, якщо F - пiдiнтегральна функцiя, вiд якої потрiбно обчислити наближено
iнтеграл на iнтервалi (a, b), то F - аналiтична в D, якщо f = (F ◦ψ) є аналiтичною
в Dd. Це дозволяє розглядати f у подальших формулюваннях для sinc-методiв.[1]
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Перед тим, як перейти до застосування конформних вiдображень для sinc-апроксимацiй,
розглянемо деякi їх приклади. Варто зауважити, що нижче перечисленi випадки
будуть використовуватися у подальших чисельних експериментах.

1) (a, b) = R i Dd = {z ∈ C : | arg[z + (1 + z2)1/2]| < d} .

Тодi φ(z) = ln
(
z +

√
1 + z2

)
i ψ(w) = sinhw i вiдповiдно до (3) виконується

умова
|F (x)| ≤ c

1 + |x|β
, x ∈ R.

2) (a, b) = [0,∞) i Dd = {z ∈ C : | arg z| < d} .

Тодi φ(z) = ln (z), ψ(w) = ew i вiдповiдно до (3) виконується умова

|F (x)| =

{
cxβ, 0 ≤ x ≤ 1,

cx−β, 1 ≤ x <∞.

3) (a, b) - скiнченний iнтервал i Dd = {z ∈ C : | arg
(z − a

b− z

)
| < d}.

Тодi φ(z) = ln
(z − a

b− z

)
i ψ(w) = ln

(a+ bew

1 + ew

)
i вiдповiдно до (3) виконується

умова
|F (x)| ≤ (x− a)β(b− x)β, x ∈ (a, b).

Отже, розглянувши приклади конформних вiдображень на рiзних iнтервалах,
можна перейти до їх застосування для iнтегралiв, якi розв’язуватимемо наближено
за допомогою sinc-методiв.

1.3. Sinc-aпроксимацiя iнтегралiв зi змiнною межею

Перед тим, як розглянути sinc-апроксимацiю iнтегралiв зi змiнною межею, по-
вернемося до конформних вiдображень. Для кiлькостi вузлiв N > 0 та параметра
дискретизацiї h > 0 задамо вузли zj = ψ(jh) та базис-функцiї wj = S(j, h) ◦ φ(zj)
для j = −N, . . . , N . Далi введемо оператор табуляцiї V (f) := (f(z−N), ..., f(zN))

T та
вектор-рядок w = (w−N , ..., wN). За допомогою wj можна iнтерполювати функцiї на
заданому iнтервалi в вузлах сiтки zj.

Для f ∈ Bp(Dd), d > 0 i zj визначимо ваги Wj = h/φ
′
(zj). Позначимо множину

вагiв W = (W−N , ...,WN). У подальшому використовуватимемо вузли, ваги, базис-
функцiї для формування наближеного sinc-методу для розв’язання iнтегралiв зi
змiнною межею та згорток [15]. Отже, на основi теореми про sinc-апроксимацiю
з [4], сформулюємо модифiковану теорему для iнтегралiв зi змiнною межею для
оцiнки апроксимацiї.
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Означення 1.3. Iнтеграли зi змiнною межею, залежнi вiд параметра x, з пi-
дiнтегральною функцiєю f ∈ R позначають так

(J +f)(x) =

x∫
a

f(t)dt, (J −f)(x) =

b∫
x

f(t)dt, x ∈ (a, b). (6)

Теорема 1.2. Якщо f ∈ Bp(Dd), тодi для параметрiв N > 0, h > 0,

I(−1) =
[ ∫ i−j

0

sinc(x)dx+
1

2

]N
i,j=−N

(7)

iнтеграл зi змiнною межею можна подати у виглядi

J ±
m f = wA±V (f). (8)

Для рiвняння справджується оцiнка

∥J ±f − J +
m f∥∞ = O(ξN), (9)

де матрицi ваг задаються таким чином

A+ = I(−1) diag (W), (10)

A− = (I(−1))T diag (W). (11)

Формулювання даного sinc-методу доведено в [4,15], оцiнку данiй оцiнцi збiжностi
надано в [15].

Отже, можна зробити висновок, що до iнтегралiв зi змiнною межею теж можна
застосувати sinc-методи, внаслiдок чого похибка у разi наближеного обчислення
iнтегралу буде невеликою i буде зменшуватися у результатi зростання N . Тому
тепер можемо перейти до огляду складнiших iнтегралiв зi змiнною межею.

1.4. Sinc-згортки

1.4.1. Формулювання методу

Одною з переваг sinc-методiв є можливiсть застосувати їх для iнтегралiв, у яких
пiдiнтегральна функцiя мiстить добуток функцiй або ядро з певними особливостя-
ми. Одним з таких типiв iнтегралiв є згортки. Зокрема їх використовують у пере-
твореннях Кошi та Гiльберта, перетвореннi Лапласа, диференцiальних рiвняннях,
тощо. Зважаючи на особливостi даного типу iнтегралу та проблеми у обчислен-
нi аналiтично, iснує потреба у наближеному обчисленнi. Отож, iснує можливiсть
розв’язати згортку, використовуючи sinc-апроксимацiю.
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Перш за все, сформулюємо означення згортки.

Означення 1.4 (Згортка) Нехай iснують вiдображення функцiй f, g : R → R
в одновимiрному просторi. Згорткою називають iнтегральне рiвняння з пiдiнте-
гральною функцiєю f ∗ g : R → R вигляду

(f ∗ g)(x) =
∞∫

−∞

f(x− t)g(t)dt =

∞∫
−∞

f(t)g(x− t)dt.

Згортки можуть бути визначенi та iнтегрованi на фiнiтно визначеному iн-
тервалi зi змiнною межею, тобто набувати вигляд

p(x) =

x∫
a

f(x− t)g(t)dt, q(x) =

b∫
x

f(t− x)g(t)dt, x ∈ (a, b). (12)

Конкретно у цьому роздiлi буде описано застосування апроксимацiй для рiв-
нянь (12). Перш за все, для формулювання sinc-апроксимацiй необхiдно скориста-
тися визначеннями та теорiєю з роздiлу 1.3., зокрема iнтегральними операторами
J ±,вагами W та оператором табуляцiї V . Це можна зробити, оскiльки згортки є
розширеним випадком iнтегралiв зi змiнною межею, тому (7) i (8) справджувати-
муться для sinc-згорток.

Перед тим, як перейти до формування апроксимацiйного методу для згорток,
застосуємо перетворення Лапласа f̂ для функцiї f в (12) [15]. Дане перетворення
можна подати таким чином

f̂(s) =

∞∫
0

e−stf(t)dt, ℜ(s) > 0. (13)

У нашому випадку набагато зручнiше використати F (s), визначене як F (s) =
f̂(1/s). Тодi модифiковане перетворення Лапласа виглядає так

F (s) =

∞∫
0

e−t/sf(t)dt, ℜ(s) > 0. (14)

Перевага використання модифiкованого перетворення Лапласа полягає ще й у то-
му, що функцiя вiд матрицi F (A) добре зумовлена, що дозволяє отримати хороший
наближений розв’язок [4]. Тепер, як у випадку для iнтегралiв з змiнною межею,
можна подати теорему для апроксимацiї (12), використовуючи (14) i дискретний
оператор J ±

m .
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Теорема 1.3.[14] [ Якщо iнтеграли p(x) =

x∫
a

f(x − t)g(t)dt, q(x) =

b∫
x

f(t −

x)g(t)dt iснують i рiвномiрно обмеженi на промiжку (a, b), i модифiковане пере-
творення Лапласа функцiї f iснує в пiвплощинi ℜ(s) > 0, тодi

p(x) = F (J +)g ≈ F (J +
m )g, (15)

q(x) = F (J −)g ≈ F (J −
m )g. (16)

Якщо |F ′
(s)| <C для ℜ(s) ≥ 0, g ∈ Bp(Dd), тодi

∥p(x)− F (J +)g∥∞ = O(ξN), (17)

∥q(x)− F (J −)g∥∞ = O(ξN). (18)

Отже, ми отримали наближене подання sinc-згортки i оцiнку збiжностi. Тепер,
використовуючи подання J ±

m = wA±V з теореми 1.2., сформулюємо дискретне по-
дання для (15), (16)

(F (J ±
m )g)(x) = w(x)F (A±)V (g). (19)

1.4.2. Проблема обчислення функцiї вiд матрицi у sinc-згортках

Для обчислення (19) перед нами постає проблема у обчисленнi функцiї вiд матри-
цi. Iснує ряд методiв для її обчислення [9], деякi з них будуть розглянутi у роздiлi
3. Загалом при виборi коректного алгоритму необхiдно враховувати властивостi
матрицi, вимоги до точностi, тощо.

Оскiльки наша матриця A± є невиродженою та квадратною, то можна застосува-
ти розклад матрицi A±, щоб полегшити вибiр правильного пiдходу для обчислення
функцiї У [15] наведено власний розклад матрицi A± = XS±X−1 як спосiб отри-
мання функцiї вiд матрицi у (19), де X±| - матриця з власними векторами A, S -
дiагональна матриця, де на головнiй дiагоналi - власнi значення A. Тодi вiдповiдно
до властивостей матрицi [6]

F (A±) = XF (S±)X−1. (20)

Перевагою такої декомпозицiї є поелементне обчислення функцiї вiд дiагональної
матрицi S, що легко обчислити. Проте проблема полягає в тому, що на практицi
реалiзувати даний алгоритм складно. Також у випадку зростання абсолютної по-
хибки при збiльшеннi кiлькостi вузлiв у sinc-методi число обумовленостi матрицi
X

κ(X) = ∥X±∥∥(X±)−1∥
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зростатиме вiдповiдно [9]. Це робить даний алгоритм нестiйким, i рiзниця мiж то-
чним i наближеним значенням (15), (16) зростатиме. У такому випадку sinc-метод
для згортки виконуватиметься нестабiльно i є потреба у алгоритмi, який дозволить
мiнiмiзувати похибку пiд час обчислення функцiї вiд матрицi.

Для знаходження F (A±) можна застосувати наступний метод, який називається
алгоритмом Шура-Парлетта [10]. Складається вiн з таких крокiв:

1) Здiйснити для матрицi A± ∈ Rn×n розклад Шура A± = UT±UT ;

2) Виконати обчислення функцiї вiд матрицi F (T±), використовуючи алгоритм
Парлетта;

3) Обчислити F (A) = UF (T±)QT ;

Перевагою даного пiдходу є те, що отримана матриця U є ортогональна. Це до-
зволить покращити точнiсть отриманої матрицi F (A) i вiдповiдно sinc-згортки[9].
Також це може вплинути на швидкодiю виконання даного методу. У наступних роз-
дiлах буде обгрунтовано, як можна виконати кроки 1,2,3. Детальнiше про розклад
Шура буде наведено у роздiлi 2, про реалiзацiю алгоритма Парлетта i вiдповiдно
алгоритма Шура-Парлетта - у роздiлi 3.
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2. Розклад Шура

2.1. Означення розкладу Шура

Теорема 2.1. (Розклад Шура)[7] Матриця А ∈ Cn×n може бути подана у
виглядi

A = UTU∗, (21)

де U - унiтарна матриця розмiром n×n з комплексними числами, T - верхня три-
кутна матриця розмiром n×n з комплексними числами. Матрицю T називають
формою Шура матрицi A, а матрицю U - векторами Шура. Оскiльки матриця T
подiбна до матрицi A, то вона має такi самi власнi значення. До того ж, власнi
значення матрицi A розташованi на головнiй дiагоналi утвореної матрицi T .

Варто уточнити, що з рiвняння (19) матриця A± ∈ Rn×n. Оскiльки матриця з
дiйсними елементами може мiстити комплекснi власнi числа, якi складаються з
пари спряжених чисел, то може виникнути необхiднiсть у здiйсненi комплексних
обчислень.

Легко показати, що α + iβ i α− iβ при α, β ∈ R є власними значеннями матрицi

R =

(
α β
−β α

)
. (22)

Знайдемо власнi числа для матрицi R. Тодi

det(|R− λI|) = det

(
α− I β
−β α− I

)
= λ2 − 2λα + λ2 + β = 0.

Отже, знаходимо розв’язки α + iβ i α − iβ. Це означає, що для матрицi з дiй-
сними елементами виконується (21), проте на головнiй дiагоналi матрицi T будуть
мiститися блоки розмiрнiстю 1×1 у випадку дiйсного власного значення або 2×2 у
випадку комплексних спряжених власних значень. Таку верхню трикутну матрицю
називають верхньою квазiтрикутною.

На основi теореми 2.1. i вище перечислених висновкiв сформулюємо теорему про
розклад Шура для матрицi A± з дiйсними елементами.

Теорема 2.2. (Розклад Шура для матрицi з дiйсними елементами)[7]
Матриця А ∈ Rn×n може бути подана у виглядi

A = UTUT , (23)

де U - ортогональна матриця розмiром n×n з дiйсними числами, T - верхня ква-
зiтрикутна матриця розмiром n×n з дiйсними числами, тобто набуває вигляду
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T =


T11 T12 · · · T1m
0 T22 · · · T2m
...

... . . . ...
0 0 · · · Tmm

 , (24)

де Tij для i, j = 1, . . . ,m є або матрицями розмiрнiстю 1×1, або матрицями роз-
мiрнiстю 2×2, де m - кiлькiсть блокових пiдматриць в T . На головнiй дiагоналi T
блоковi матрицi Tii є або матрицями розмiрнiстю 1× 1 з дiйсним власним значе-
нням, або матрицями розмiрнiстю 2× 2 з комплексними спряженими власними
значеннями.

Матрицю T називають формою Шура матрицi A, а матрицю U - векторами
Шура. Оскiльки матриця R подiбна до матрицi A, то вона має такi самi вла-
снi значення. До того ж, власнi значення матрицi A розташованi на головнiй
дiагоналi утвореної матрицi T .

Отже, перевагою даного розкладу є те, що вектори Шура є ортогональними i
матриця Шура мiстить власнi значення на головнi дiагоналi. Згодом цi данi нам
знадобляться для обчислення функцiї вiд матрицi. Розклад Шура можливо обчи-
слити за допомогою QR-алгоритму. Тодi перейдемо до опиcу QR-алгоритму для
здiйснення розкладу Шура для матрицi з дiйсними елементами.

2.2. Базовий QR-алгоритм

QR-алгоритм - це чисельний метод в лiнiйнiй алгебрi, який використовують для
обчислення власних значень i власних векторiв матрицi. Цей алгоритм є одним
з найважливiших алгоритмiв лiнiйної алгебри й використовується в аналiтичнiй
геометрiї, при розв’язуваннi систем iнтегральних рiвнянь та у математичнiй фiзицi
[8]. Iдея використання QR-алгоритму полягатиме у здiйсненi розкладу Шура для
матрицi i оцiнки роботи алгоритму.

Означення 2.1. (QR-розклад матрицi) Матриця А ∈ Rn×n може бути пред-
ставлена у виглядi

A = QR, (25)

де Q - ортогональна матриця розмiром n×n з дiйсними числами, R - верхня ква-
зiтрикутна матриця розмiром n× n з дiйсними числами.

Iснує декiлька способiв отримати QR-розклад матрицi, проте детальнiше розгля-
немо перетворення Хаусхолдера.

Означення 2.2. (Перетворення Хаусхолдера)[11] Якщо гiперплощину мо-
жна описати одиничним вектором u, що є ортогональним до неї, та ⟨., .⟩ - ска-
лярний добуток в V, тодi оператор Хаусхолдера має такий вигляд

Pu(x) = x− 2⟨x, u⟩u.
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З даної рiвностi отримуємо матрицю Хаусхолдера

P = I − 2uuT . (26)

Iншими словами, перетворення Хаусхолдера — це трансформацiя, яка приймає
вектор i вiдбиває його вiд певної площини або гiперплощини. Ми можемо викори-
стати цю операцiю для обчислення QR-розкладу n×n матрицi A.

Нехай x буде довiльним дiйсним m-вимiрним вектором стовпчиком матрицi A
таким, що ∥x∥ = |α| для скаляра α. Тодi вiзьмемо вектор e1 = (1, 0, ..., 0)T , ∥.∥ -
евклiдова норма i I є одиничною матрицею розмiром n× n. Встановимо, що

u = x− αe1, (27)

v =
u

∥u∥
, (28)

Q = I − 2vvT . (29)

Oтже, згiдно з означенням 2.2, матриця Q є n × n матрицею Хаусхолдера i Qx =

(α, 0, ..., 0)T . Вектор Qx дозволяє трансформувати n×n матрицю A у верхню квазi-
трикутну форму. Для цього множимо матрицю A на матрицю Хаусхолдера Q1, яку
ми отримали для першого стовпчика. Тодi отримуємо матрицю

Q1A =


α ⋆ · · · ⋆
0
... A

′

0

 .

Далi потрiбно повторити цю саму дiю з матрице A′ , у результатi чого отримуємо
матрицю Хаусхолдера Q′

2. Розширемо її за допомогою одиничної матрицi I. Отже,
матриця Qk має такий вигляд

Qk =

(
Ik−1 0
0 Q

′

k

)
. (30)

Пiсля t iтерацiй отримуємо ортогональну матрицю Q та верхню квазiтрикутну ма-

трицю R.
Q = QT

1Q
T
2 · · ·QT

t , (31)

R = Qt · · ·Q2Q1A. (32)

Отже, перемноживши матрицi Q i R, отримуємо A.

Тепер можна перейти до формулювання базового QR-алгоритму. Здiйснемо одну
iтерацiю QR-розкладу довiльної матрицi Ak ∈ Rn×n, n ∈ N. Перемножимо отриманi
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матрицi Rk+1 i Qk+1 i отримаємо наступне

Ak+1 = Rk+1Qk+1. (33)

Вiдповiдно до означення 2.2, матрицю Rk+1 можна подати як Rk+1 = QT
k+1Ak+1. От-

же, з цього можна зробити висновок, що матриця Ak+1 пiсля однiєї iтерацiї виглядає
так

Ak+1 = QT
k+1AkQk+1 (34)

При збiльшеннi кiлькостi iтерацiй матриця Ak буде збiгатися до верхньої квазi-
трикутної матрицi [16], Qk+1 - ортогональна матриця, тобто Qk+1Q

T
k+1 = I. Таким

чином ми можемо отримати розклад Шура матрицi Ak+1, що i потрiбно нам для
sinc-згорток [2]. Отже, QR-розклад дозволяє здiйснити розклад Шура.

Перейдемо до формування QR-алгоритму, використовуючи попереднi доведення.

Algorithm 1 Базовий QR-алгоритм
1: Дано A ∈ Rn×n, A = UTUT - розклад Шура матрицi A
2: Вибираємо A0 = A, U0 = I
3: for k=1,2,... until termination do
4: QkRk = Ak−1 (Перетворення Хаусхолдера)
5: Ak = RkQk

6: Uk = Uk−1Qk

7: Повертаємо T = A∞, U = U∞

Варто ще додати, у випадку, якщо для власних значень матрицi виконується умо-
ва |λ1| > |λ2| > · · · > |λn|, тодi елементи матрицi Ak, розташованi нижче головної
дiагоналi, збiгаються до нуля зi складнiстю O(|λi/λj|), i > j для i, j = 1, . . . , n [3].

2.3. QR-алгоритм з використанням матрицi Хессенберга

Однак, яким би простим не був базовий QR-алгоритм у реалiзацiї, у нього є свої
недолiки. По-перше, збiжнiсть алгоритму є низькою, особливо у випадку, якщо де-
якi з власних значень є близькими за значенням. По-друге, алгоритм має складнiсть
O(n3), а деколи може досягати i O(n4). [3]

Як варiант, покращити час виконання алгоритму можна, застосувавши QR-алгоритм
до верхньої матрицi Хессенберга. Але для початку сформулюємо означення верх-
ньої матрицi Хессенберга.

Означення 2.3.(Верхня матриця Хессенберга). Квадратна матриця H є
верхньою матрицею Хессенберга, якщо мiстить нульовi елементи нижче першої
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дiагоналi, тобто
hij = 0, i > j + 1, i, j = 1, n, (35)

де n - розмiрнiсть матрицi H.

Приклад верхньої матрицi Хессенберга

H =


h11 h12 h13 · · · h1n
h21 h22 h23 · · · h2n
0 h32 h33 · · · h3n
... . . . . . . . . . ...
0 0 · · · hnn−1 hnn

 . (36)

Розглянема можливiсть перетворення матрицi A у матрицю Хессенберга. Один
з способiв є використання перетворення Хаусхолдера P , уже описаної вище у (28).
Також використаємо вектори (27) i (28) для матрицi P . Можна показати, як це
можна зробити на матрицi розмiром 4× 4.

Нехай A0 = A. Помножимо матрицю P1 на A0, а тодi добуток цих матриць на P1.
Тодi отримуємо наступне

A1 = P1A0P1 =


× × × ×
× × × ×
0 × × ×
0 × × ×

 . (37)

Ми отримали перший стовпець, як у верхньої матрицi Хессенберга. Якщо знову
повторити таку саму дiю з матрицею P2 i A1, то отримуємо готову верхню матрицю
Хессенберга

A2 = P2A1P2 =


× × × ×
× × × ×
0 × × ×
0 0 × ×

 = P2P1A0P1P2 (38)

Якщо задати, що U = P1P2, i врахувати, що матриця A0 є квазiтрикутною, то ми
отримуємо розклад Шура матрицi A2. Тодi матриця A0 є формою Шура матрицi
A2, а добуток матриць P2P1 - векторами Шура. З цього слiдує

Складнiсть множення Pk злiва cкладає 4
3
n3, справа - 2n3, формування матрицi

U = P1 . . . Pn−2 = 4
3
n3 [3]. На основi викладаних iдей сформуємо алгоритм пере-

творення матрицi до матрицi Хессенберга, який повертатиме двi матрицi: верхню
матрицю Хессенберга й вектори Шура.

Тепер можемо перейти до застосування матрицi Хессенберга замiсть початкової
матрицi у алгоритмi базового QR-алгоритму. Iдея полягає у тому, що як початкове
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Algorithm 2 Перетворення до матрицi Хессенберга
1: Перетворюємо матрицю A ∈ Rn×n у верхню матрицю Хессенберга.
2: for k=1,2,..., n− 2 do
3: Iнiцiлiзуємо перетворення Хаусхолдера Pk

4: Sk = PkA
5: A = SkA

6: U = In
7: for k = n− 2, ..., 1 do
8: U = PkU

9: Повертаємо А, U

значення матрицi A0 задаємо матрицю Хессенберга. Також для початкового значе-
ння векторiв Шура замiсть одиничної матрицi задаємо матрицю U , яку отримаємо
з Алгоритму 2. Тодi модифiкований алгоритм виглядатиме таким чином.

Algorithm 3 QR-алгоритм з використанням матрицi Хессенберга
1: Дано A ∈ Rn×n, A = UTUT - розклад Шура матрицi A, (H,Z) - результат

перетворення матрицi A до матрицi Хессенберга
2: Вибираємо A0 = H
3: Вибираємо U0 = Z
4: for k=1,2,... until termination do
5: QkRk = Ak−1 (Перетворення Хаусхолдера)
6: Ak = RkQk

7: Uk = Uk−1Qk

8: Повертаємо T = A∞, U = U∞

Швидкодiя Алгоритму 3 є кращою порiвняно з Алгоритмом 1. Складнiсть алго-
ритму буде не перевищувати O(n2), що набагато краще за швидкодiю Алгоритму
1.

2.4. QR-алгоритм з зсувами

QR-алгоритм з використанням матрицi Хессенберга можна вважати дiєвим, про-
те проблема полягає у точностi i швидкодiї. Алгоритм вимагає вiд нас задавати
кiлькiсть крокiв i не надає можливостi встановити необхiдну нам точнiсть. Збi-
жнiсть вiдбувається надто повiльно, що робить алгоритм не надто практичним у
користуваннi [8]. Насправдi є можливiсть суттєво покращити швидкiсть виконання
алгоритму за допомогою так званих зсувiв.

Як вiдомо, QR-алгоритм формує верхню квазiтрикутну матрицю T з нижньої дiа-
гоналi до верхньої. Таким чином, для матрицi A розмiрнiстю n×n алгоритм обрахує
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власне значення λn. Тодi матриця Ak пiсля k-iтерацiй у випадку знаходженння λn
виглядатиме наступним чином

Ak =

[
A

′

k a1
0 λn

]
, (39)

де A′

k має розмiрнiсть n− 1× n− 1. У цьому випадку доцiльнiше виконувати QR-
розклад для матрицi Ak − λnI. Тодi

Ak − λnI = QkRk. (40)

У випадку виконання (33) добуток матриць набуває вигляду

RkQk =


. . . ...

...

. . .
. . . ...

. . . 0 0

 . (41)

Тодi можна зробити висновок, що Ãk = RkQk + λnI ∼ Ak. У цьому випадку λn
називають зсувом для цього кроку QR-алгоритму [3]. Зазвичай зсув позначають
так σk. Ще можна окремо сказати, що даний пiдхiд дозволяє нам задати необхiдну
точнiсть для пошуку власного числа. Таким чином пiсля обчислення власного числа
з необхiдною точнiстю можливо застосувати даний алгоритм для матрицi A′

k, тобто
розмiрнiсть матриць буде зменшуватися i виконання QR-кроку буде швидшим.

Algorithm 4 QR-алгоритм з зсувами
1: Дано A ∈ Cn×n, A = UTU∗ - розклад Шура матрицi A, (H,Z) - результат

перетворення матрицi A до матрицi Хессенберга
2: Вибираємо A0 = H
3: Вибираємо U0 = Z
4: for m = n, . . . , 2 do
5: while |a(k)m,m−1| < ϵ do (Задаємо точнiсть за допомогою ϵ)
6: Вибираємо зсув σk
7: Ak−1 − σkI = QkRk (Перетворення Хаусхолдера)
8: Ak = RkQk + σkI
9: Uk = Uk−1Qk

10: Повертаємо T = A, U

Хоч Алгоритм 4 працює швидко, проте i є недолiки його використання. По-перше,
вiн строго залежить вiд вибору зсуву i для деяких симетричних матриць не пiдiйде
σk = ak,k. Тому важливим є проблема пiдбору коректного зсуву. По-друге, порiвняно
з Алгоритмом 3, не виконується умова |λ1| > |λ2| > · · · > |λn|.

На жаль, для матриць (10), (11) не пiдходить цей пiдхiд. Даний алгоритм пра-
цює лише, якщо A ∈ Cn × n, тобто розрахований для верхнiх трикутних матриць.
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Оскiльки вiдповiдно до теореми 2.2. верхня квазiтрикутна матриця може мiстити
на головнiй дiагоналi комплекснi спряженi власнi значення у виглядi пiдматрицi
розмiрнiстю 2 × 2, то в Алгоритмi 4 цикл з 5 по 9 рядок буде виконуватися дуже
багато часу у випажку задання хорошої точностi.

[3] пропонує наступний пiдхiд для вирiшення цiєї проблеми для дiйсних матриць.
Для цього перевiримо наступне.

Нехай Amm ∈ R2×2 - матриця на головнiй дiагоналi матрицi A ∈ Rn×n, де m -
кiлькiсть блочних пiдматриць на головнiй дiагоналi. Вiдповiдно виглядає вона так

Amm =

(
an−1n−1 an−1n

ann−1 ann

)
. (42)

Вiдповiдно до (22), пiд час проведення QR-iтерацiй матриця Amm набуватиме
такого вигляду. Тому доцiльно вибрати як зсув власнi значення (42), як у прикладi
(40). Позначимо їх σ1, σ2. Оскiльки вони спряженi, то σ1 = σ̃2.

Виконаємо два кроки Алгоритму 4 для A ∈ Rn×n.

A0 − σ1I = Q0R0,

A1 = R0Q0 + σ1I,

A1 − σ2I = Q1R1,

A2 = R1Q1 + σ2I.

На основi цих рiвнянь отримуємо наступне

R1Q1 + (σ1 + σ2)I = Q2R2. (43)

Домноживши Q1 злiва, а R1 справа до кожної матрицi, i пiсля ряду перетворень
отримуємо фiнальний вираз

(A0 − σ1I)(A0 − σ2I) = A2
0 − 2ℜ(σ)A0 + |σ|2I = Q1Q2R1R2. (44)

З (44) слiдує, що даний подвiйний QR-розклад дозволяє нам уникнути компле-
ксних чисел, що i необхiдно для формування QR-алгоритму для дiйсних матриць.
У кiнцевому варiантi формула

A2 = (Q1Q2)
∗A0(Q1Q2) (45)

аналогiчна (34). [8] пропонує наступний дiєвий алгоритм на основi даного пiдходу
з подвiйними зсувами (43), (44). Вiн базується на Алгоритмi 4 з застосуванням
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спецiальних зсувiв, необхiднiстю порахувати матрицю Хаусхолдера (26) пiд час QR-
iтерацiї. Також вказано спецiальнi умови, якi дозволяють встановити точнiсть та
для деяких елементiв матрицi вiдбувається заокруглення, щоб прискорити процес.

Можна зробити висновок, що QR-алгоритм справдi дiєвий для здiйснення роз-
кладу Шура як для комплексних, так i для дiйсних матриць. У даному роздiлi
продемонстровано приклади i алгоритми як базового QR-алгоритму, так i дiйсно
дiєвого QR-алгоритму з зсувами. У прикладах далi буде наведено, як данi QR-
алгоритми використовуються на практицi i в подальшому для обчислення функцiї
для матрицi i вiдповiдно sinc-згорток.
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Algorithm 5 QR-алгоритм з подвiйними зсувами (Алгоритм Френсiса)
1: Дано A ∈ Rn×n, A = UTUT - розклад Шура матрицi A, (H,Q) - результат

перетворення матрицi A до матрицi Хессенберга
2: p = n
3: while p > 2 do
4: q = p− 1
5: % Визначаємо кроки σ1 i σ2 %
6: σ1 = Hq,q +Hp,p

7: σ2 = Hq,qHp,p +Hq,pHp,q

8: x = H2
1,1 +H1,2H2, 1− σ1H1,1 + σ2

9: y = H2,1(H1,1 +H2,2 − s)σ1
10: z = H2,1H3,2

11: for k = 0, . . . , p− 3 do
12: % Застосувати перетворення Хаусхолдера до [x, y, z]T%
13: % Повернути матрицю Хаусхолдера P %
14: r = max{1, k}
15: Hk+1:k+3,r:n = P THk+1:k+3,r:n

16: Q1:n,k+1:k+3 = Q1:n,k+1:k+3P
17: x = Hk+2,k+1

18: y = Hk+3,k+1

19: if k < p− 3 then
20: z = Hk+4,k+1

21: % Застосувати перетворення Хаусхолдера до [x, y]T%
22: % Повернути матрицю Хаусхолдера P %
23: Hq:p,p−2:n = P THq:p,p−2:n

24: H1:p,p−1:p = H1:p,p−1:pP
25: Q1:n,p−1:p = Q1:n,p−1:pP
26: if |Hp,q| < ϵ(|Hq,q|+ |Hp,p|)| then
27: Hp,q = 0
28: p = p− 1

29: if |Hp,q| < ϵ(|Hq,q|+ |Hp,p|)| then
30: Hp−1,q−1 = 0
31: p = p− 2

32: Повертаємо T = H, U = Q
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3. Алгоритм Шура-Парлетта

3.1. Означення функцiї вiд матрицi

Перш за все, необхiдно сформулювати означення функцiї вiд матрицi. Цей тер-
мiн має багато значень, тому потрiбно чiтко окреслити, що це означає в даному
контекстi.

Означення 3.1. (Функцiя вiд матрицi). Нехай матриця A ∈ Cn×n, яка має
скiнченну кiлькiсть власних значень λi. Тодi за допомогою скалярної функцiї f :
Cn×n → Cn×n у випадку, якщо f(t) визначена на λ(A), можемо подати матрицю
f(A) ∈ Cn×n, замiнивши z на A.

Наприклад, розглянемо функцiю f(t) =
(t2 + 1)

(1− t)
. У випадку, якщо ми хочемо

обчислити f(A) для довiльної матрицi A ∈ Rn×n, то вона набуває такого вигляду

f(A) = (I − A)−1(I + A2).

Проте це не означає, що можна в функцiї f замiнити t на будь-яку матрицю.
Наступне означення охарактеризує, що f(t) точно є визначена на спектрi A.

Означення 3.2.[6] Скалярна функцiя f визначена на спектрi матрицi A ∈
Cn×n , тобто λ1, . . . , λs, тодi i тiльки тодi, коли визначенi на спектрi наступнi
функцiї

f (j), 0 ≤ j ≤ ni, 1 ≤ i ≤ s. (46)

Це можна продемонструвати за допомогою наступної таблицi. У нiй показано, як
ми визначаємо для кожної функцiї i її похiдних спектр власних значень.

Проте це поки не дає чiткої картини, як саме виглядає функцiя вiд матрицi. На
основi даної таблицi i означення 3.2. можна сформувати означення подання функцiї
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вiд матрицi через канонiчну форму Жордана [9]. Так будь-яку матрицю A ∈ Cn×n

можна виразити через канонiчну форму Жордана

J = Z−1AZ = diag(J1, . . . , Jp), (47)

Ji = Ji(λi)


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

 ∈ Cni×ni . (48)

У випадку, якщо f визначена на спектрi матрицi A, тодi її можна подати насту-
пним чином

f(A) = Zf(J)Z−1 = Zdiag(f(Ji))Z
−1, (49)

де

f(Ji) =


f(λi) f

′
(λi) . . .

f (nk−1)(λi))

(nk − 1)

f(λi)
. . . ...
. . . f

′
(λi)

f(λi)

 ∈ Cni×ni (50)

Отже, таким чином можна подати функцiю вiд матрицi через (49) i (50). Пробле-
ма полягає у тому, що не зовсiм практично, оскiльки, окрiм декомпозицiї матрицi
(47), вона вимагає обчислення nk−1 похiдних функцiї f для кожного власного зна-
чення матрицi. Для випадку (19) можна застосувати пiдхiд, запропований в роздiлi
1.4.2.

3.2. Метод Шура

Завдяки одному з QR-алгоритмiв можна здiйснити розклад Шура, як це було
продемонстровано в роздiлi 2. Отже, можна записати розклад матрицi A± ∈ Rn×n

з рiвняння (19) так
A± = UT±UT , (51)

де U ∈ Rn×n - ортогональна матриця, T± ∈ Rn×n - верхня квазiтрикутна матриця.

Сформуємо метод Шура, який полягатиме у тому, щоб за допомогою (51) подати
функцiю вiд матрицi f(A±) у такiй формi, щоб можливо було застосувати до неї
алгоритм Парлетта. Перед тим, як перейти до формулювання пiдходу для обчисле-
ння, потрiбно розглянути деякi властивостi для функцiй вiд матриць з наступної
теореми.
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Теорема 3.1.
Нехай iснує матриця А ∈ Rn×n i скалярна функцiя f визначена для A. Тодi

справджуються наступнi властивостi

1) f(XAX−1) = Xf(A)X−1, det(X) ̸= 0;

2) Якщо λi є власними значеннями A, тодi власнi значення f(A) можна подати
через f(λi);

3) Якщо X i A - переставнi матрицi, то X i f(A) - також переставнi;

4) Якщо A є трикутною матрицею з блоками, тодi F = f(A) є трикутною
матрицею з блоками, до того ж такою самою структурою, як i A;

5) Якщо A є трикутною матрицею з блоками, тодi справджується Fii = f(Aii),
де F11, . . . , Fmm - дiагональнi блоки матрицi F ;

6) Якщо A = diag(A11, . . . , Amm) є дiагональною матрицею з блоками, тодi
f(A) = diag(f(A11), . . . , f(Amm));

Доведення даної теореми детальнiше наведено в [6]. Проте для деяких цих вла-
стивостей можна швидко перевiрити, чи справджуються вони для (51). Оскiльки U
- ортогональна матриця, то виконується рiвнiсть UT = U−1, значить можна вико-
ристати властивiсть 1. Крiм того, оскiльки власнi значення T± рiвнi A± вiдповiдно
до теореми 3.2., то властивiсть 2 також справджується.

Перейдемо до формулювання. Вiдповiдно до означень 3.1. i 3.2., f повинна бути
визначена на спектрi A±. Як вiдомо з теореми 3.2., матриця T± має такi самi вла-
снi значення, що й матриця A±, тобто вони подiбнi. Отже, ми можемо перевести
проблему з обчислення f(A±) до проблеми обчислення f(T±). Тобто

f(A±) = f(UT±UT ) = Uf(T±)UT . (52)

Праву частину (52) називають методом Шура для f(A±). Надалi використову-
ватиметься запис F = f(T±). Оскiльки T± - верхня квазiтрикутна матриця, то ми
можемо записати її у виглядi верхньої трикутної матрицi з блоками. Тодi F теж
буде трикутною матрицею з блоками, згiдно з властивiстю 3 теореми 3.1. Нехай
матриця T± складається з m блокових матриць. Тодi

F = f(T±) =


F11 F12 · · · F1n

0 F22 · · · F2n
...

... . . . ...
0 0 · · · Fnn

 , (53)

де F ∈ Rn×n, Fij - блоковi матрицi розмiрнiстю 1 × 1 або розмiрнiстю 2 × 2,
Fii = f(Tii).
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Тепер завдання знайти F полягає у 2 кроках:

1) Обчислити Fii = f(Tii);

2) Знайти Fij = f(Tij) для i ̸= j;

3.3. Обчислення дiагональних блокових матриць за
допомогою ряду Тейлора

Для вирiшення проблеми 1 можна застосувати алгоритму на основi ряду Тейлора
для обчислення блокових матриць на головнiй дiагоналi з (53) [6]. За допомогою
ряду Тейлора f можна подати у такому виглядi

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − α)k. (54)

Вiдповiдно таким самим чином можемо розкласти f(T ) для T ∈ Cn×n у ряд
Тейлора

f(T ) =
∞∑
k=0

ak(T − αI)k, (55)

якщо виконується |λi − α| < r для деякого радiусу збiжносi r для кожного λi у
T .

Загалом даний алгоритм можна застосовувати навiть для знаходження (52). Про-
те вiн занадто громiздкий у реалiзацiї й необхiдно порахувати кожне власне значе-
ння. У випадку ж обчислення Fii нам вiдомо про власне значення даної матрицi,
навiть у випадку спряжених комплексних власних значень. Тому доречно застосу-
вати ряд Тейлора для дiагональних блокiв (53).

Зазвичай його застосовують не до (55), а до модифiкованої версiї ряду Тейло-
ра для матриць [9]. Якщо (54) можливо розкласти в ряд Тейлора з необмеженим
радiусом збiжностi i можливо знайти похiднi вiд даної функцiї. Тодi якщо подати
T = σI + M , де σ = trace(T )/n, n - розмiрнiсть квадратної матрицi T , то (55)
набуває вигляду

f(T ) =
∞∑
k=0

f (k)(σ)

k!
Mk. (56)

У [5] наведено один з методiв для обчислення (56) i оцiнки збiжностi та швидкодiю
даного алгоритму.
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3.4. Алгоритм Парлетта

Тепер проблема полягає у знаходженнi блокових матриць Fij з (53). Для вирiше-
ння цiєї проблеми можна використати можна використати властивiть 3 з теореми
3.1, тобто FT± = T±F . Парлетт запропонував у [17] наступну рекурсiю у випадку
T = (Tij) i f(T ) = (Fij) = (F (Tij)ij) - верхнi квазiтрикутнi матрицi. Тодi

j∑
k=i

TikFkj =

j∑
k=i

FikTkj, i < j (57)

або

TiiFij − FijTjj = FiiTij − TijFjj +

j−1∑
k=i+1

(FikTkj − TikFkj), i < j. (58)

Отже, рiвняння (58) дозволяє обчислити недiагональнi блоки Fij. Для обчислення
Fii розмiрнiстю 1 × 1 або 2 × 2 можна застосувати ряд Тейлора (57) з роздiлу 3.3.
У випадку дiагональнi блоки мають розмiрнiсть 2 × 2, то їх можна обчислити за
допомогою ряду Тейлора для апроксимацiї функцiї вiд матрицi або iншого похiдного
алгоритму.

Algorithm 6 Алгоритм Парлетта
1: T ∈ Rn×n - верхня квазiтрикутна матриця з блоками розмiрнiстю 1×1 або 2×2.
2: f(T ) = (Fij) - верхня квазiтрикутна матриця з блоками розмiрнiстю 1 × 1 або

2× 2.
3: for i = 1,. . . , n do
4: % Порахувати Fii, розклавши через ряд Тейлора%
5: Fii = f(Tii)

6: for j=2,3,. . . ,n do
7: for i=j-1, . . . , 1 do
8: TiiFij − FijTjj = FiiTij − TijFjj +

∑j−1
k=i+1(FikTkj − TikFkj)

9: Повертаємо F

Варто також зауважити, що алгоритм не є iдеальний. У випадку, якщо власнi
значення всерединi дiагональних блокiв розмiром 2× 2 матрицi Tii близькi за зна-
ченням, тобто iснує β > 0 для λ1 ∈ λ(Tii), λ2 ∈ λ(Tii), λ1 ̸= λ2 таке, що

|λ1 − λ2| ≤ β, (59)

то у Алгоритмi 6 отримуємо дiлення на нуль у рядку 8. Тодi потрiбно обчислювати
функцiю вiд матрицi T̃ = (T̃ij) = UTTU , де U - вектори Шура i перевiряти наступнi
умови
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min{|λ− µ| : λ ∈ λ(T̃ii), λ ∈ T̃jj, i ̸= j} > β, (60)

max{|λ− µ| : λ, µ ∈ (T̃ )ii, λ ̸= µ} ≤ (m− 1)β, (61)

i вiдповiдно знаходити функцiю вiд матрицi f(T̃ ) [5].

3.5. Оцiнка алгоритма Шура-Парлетта

Тепер можна сформувати остаточний вигляд алгоритма Шура-Парлетта:

1) Виконати розклад Шура A = UTUT ;

2) Задiяти метод Шура для f(A) = Uf(T )UT ;

3) За допомогою алгоритма Парлетта знайти f(T );

4) Отримати f(A);

Швидкодiя алгоритму дорiвнює O(n3). Проблема у обчисленнi може виникнути
у випадку великої кiлькостi комплексних спряжених чисел, що вимагає обрахунку
дiагональних блокових матриць, використовуючи ряд Тейлора. Особливо це може
проявитися у випадку матриць з великою розмiрнiстю. Також проблема полягає у
пiдборi β у (59). У [5] пропонується вибирати β = 0.1 для отримання найкращої
оцiнки.

Варто сказати, що даний пiдхiд вважається одним з найкращих для обчислення
функцiй вiд матриць. Використовується у мовi програмування MATLAB (функцiя
funm) i бiблiотецi SciPy для мови програмування Python (функцiя funm).

Використавши алгоритм Шура-Парлетта для (19), отримуємо наступнi перетво-
рення

(F (J +
m )g)(x) = w(x)UF (T )UTV (g), (62)

(F (J −
m )g)(x) = w(x)UF (T )UTV (g). (63)
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4. Приклади

4.1. Iнтеграли зi змiнною межею

Приклад 1. Розглянемо iнтеграл з змiнною межею на iнтервалi x ∈ (−∞,∞)

I1(x) =

∫ x

−∞

{
(1 + t2)(3 + t2 + t4)

}−1/2

dt. (64)

Даний iнтеграл взято з [15]. Це один з прикладiв iнтегралу зi змiнною межею,
якi пропонуються для розв’язку. Для розв’язку даного iнтегралу використовується
квадратурна формула (8). Оскiльки iнтегруємо (64) на (−∞, x), x ∈ (−∞,∞), то
застосуємо конформне вiдображення

ψ(x) = sinh(x)

для пiдрахунку (7), (10).

Розв’яжемо (64) на iнтервалi (−∞, 0), використовуючи sinc-апроксимацiю. На-
ближений розв’язок I1(0) з точнiстю = 10e− 11 становить 0.76908594260. У таблицi
1 наведено кiлькiсть крокiв N та абсолютнi похибки ∆I1(0) для iнтегралу I1(0) при
рiзних значеннях параметра дискретизацiї h.

Табл. 1.
N h = 1/

√
N h = π/

√
N h =

√
π/N

20 2,0695E-004 8,3889E-005 6,1558E-007
40 5,4590E-006 8,0149E-006 2,5297E-009
80 3,0386E-008 3,2325E-007 1,6335E-012
160 1,8942E-011 1,5140E-010 8,4377E-014
320 8,3156E-014 1,1546E-014 8,3933E-014

Можна побачити, що найкраща оцiнка при h =
√
π/N . Проте навiть для iнших

параметрiв дискретизацiї видно, що для даного пiдходу похибка падає експоненцiй-
но, тобто виконується умова (9).

Приклад 2. Розглянемо iнтеграл з змiнною межею на iнтервалi x ∈ (0, 1)

I2(x) =

∫ x

0

t−1/2(1− t)−2/3 dt. (65)

Даний iнтеграл взято з [15]. Це один з прикладiв iнтегралу зi змiнною межею, якi
пропонуються для розв’язку. Для розв’язку даного iнтегралу використовується ква-
дратурна формула (8). Оскiльки iнтегруємо (65) на (0, x), x ∈ (0, 1), то застосуємо
конформне вiдображення
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ψ(x) = ln
(a+ bex

1 + ex

)
для пiдрахунку (7), (10).

Для цього прикладу розв’яжемо (65) на рiзних iнтервалах в дiапазонi (0, 1), ви-
користовуючи sinc-апроксимацiю. Як параметр дискретизацiї вкажемо h =

√
π/N ,

оскiльки вони проявила себе найкраще для Прикладу 1. У таблицi 2 наведено кiль-
кiсть крокiв N та абсолютнi похибки ∆I2(x) для iнтегралу I2(x) при рiзних значе-
ннях.

Табл. 2.
N x = 0.2 x = 0.4 x = 0.6 x = 0.8

20 0,09173 0,17839 0,34452 0,63110
40 0,05001 0,15731 0,31019 0,62350
80 0,04495 0,14313 0,31262 0,61590
160 0,04496 0,14272 0,31204 0,61449
320 0,04462 0,14330 0,31163 0,61484

Як показують дослiди, застосування sinc-методiв для (65) не виправдило себе.
Похибка пiсля 40 iтерацiй перестала спадати експоненцiйно. Крiм того, при збiль-
шеннi iнтервалу похибка навiть для N = 20 приблизно вдвiчi. Це означає, що оцiнка
(9) не виконується, отже, за допомогою методу (8) розв’язати даний iнтеграл не мо-
жна. Помилка може полягати у тому, що або потрiбно пiдiбрати краще конформне
вiдображення, або (65) не пiдпадає пiд необхiднi умови для виконання sinc-методу.

4.2. QR-алгоритм

Приклад 3. Розглянемо матрицю

A =


7 3 4 −11 −9 −2
−6 4 −5 7 1 12
−1 −9 2 2 9 1
−8 0 −1 5 0 8
−4 3 −5 7 2 10
6 1 4 −11 −7 −1

 . (66)

Перевiримо виконання базового QR-алгоритму, QR-алгоритму з матрицею Хессен-
берга i QR-алгоритму з зсувами.
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Власнi значення матрицi B знайдемо за допомогою розкладу B = XSX−1, вико-
риставши метод з бiблiотеки MathNet.Numerics для мови С#. Тодi

S = (1± 2i, 3, 4, 5± 6)T . (67)

Бачимо, що власнi значення матрицi B є комплексними, це означає, що у ви-
падку виконання QR-алгоритму отримана матриця буде верхньою квазiтрикутною
матрицею, Тому умовно матрицю A можна подати у виглядi блочної матрицi роз-
мiрнiстю 4×4, де на дiагональних блоках будуть власнi числа. Нехай матрицi A1 i A2

- отриманi матрицi внаслiдок виконання базового i модифiкованого QR-алгоритму
вiдповiдно, а A3 - отримана матриця внаслiдок виконаного QR-алгоритму з зсува-
ми. Задамо для A3 точнiсть eps = 10e− 20. Перейдемо до обчислень.

При k = 12:

A
(12)
1 =


4, 9989 −6, 0071 −1, 9373 −11, 7947 −8, 1304 13, 6761
5, 9961 4, 9740 −7, 1663 −15, 4837 5, 8666 11, 0810
−0, 0223 −0, 0003 4, 0531 3, 3625 −4, 8962 −11, 7078
0, 0000 0, 0000 −0, 0073 2, 8269 10, 9873 −3, 0004
0, 0000 0, 0000 0, 0003 0, 0711 1, 2058 −2, 0559
0, 0000 0, 0000 0, 0005 −0, 0028 2, 2024 0, 9413

 , (68)

A
(12)
2 =


4, 9989 −6, 0071 −1, 9373 −11, 7947 −8, 1304 13, 6761
5, 9961 4, 9740 −7, 1663 −15, 4837 5, 8666 11, 0810
−0, 0223 −0, 0003 4, 0531 3, 3625 −4, 8962 −11, 7078
0, 0000 0, 0000 −0, 0073 2, 8269 10, 9873 −3, 0004
0, 0000 0, 0000 0, 0003 0, 0711 1, 2058 −2, 0559
0, 0000 0, 0000 0, 0005 −0, 0028 2, 2024 0, 9413

 , (69)

A
(12)
3 =


5, 0000 6, 0000 −3, 5225 2, 3966 −2, 1084 14, 2821
−6, 0000 5, 0000 6, 6550 −7, 9076 −16, 4503 −15, 5561
0, 0000 0, 0000 1, 4115 0, 7216 −2, 3095 −10, 6102
0, 0000 0, 0000 −5, 7778 0, 5885 −11, 4741 0, 9803
0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 4, 0000 4, 9224
0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 3, 0000

 . (70)

Яскраво продемонстровано, що QR-алгоритму з зсувами (а саме Алгоритм 4)
вже став подiбний на верхню квазiтрикутну матрицю, i власнi значення вiдповiда-
ють (67), до того ж з дуже хорошою точнiстю. При тому A1 i A2 ще не закiнчили
QR-iтерацiї, щоб перетворити (66) в квазiтрикутну. Крiм того, ми нiяк не можемо
задати точнiсть, лише кiлькiсть крокiв для iтерацiї, що робить данi два алгоритми
не практичними.

Перевiримо виконання алгоритмiв при k = 40.
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A
(40)
1 =


5, 0000 −6, 0000 −6, 1588 −11, 0353 −8, 9058 5, 8406
6, 0000 5, 0000 3, 8819 15, 7233 14, 1821 10, 4615
0, 0000 0, 0000 4, 0000 3, 0000 12, 6647 −1, 2671
0, 0000 0, 0000 0, 0000 3, 0000 −0, 2809 11, 3983
0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 1, 0000 −2, 0000
0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 2, 0000 1, 0000

 , (71)

A
(40)
2 =


5, 0000 −6, 0000 −6, 1588 −11, 0353 −8, 9058 5, 8406
6, 0000 5, 0000 3, 8819 15, 7233 14, 1821 10, 4615
0, 0000 0, 0000 4, 0000 3, 0000 12, 6647 −1, 2671
0, 0000 0, 0000 0, 0000 3, 0000 −0, 2809 11, 3983
0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 1, 0000 −2, 0000
0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 2, 0000 1, 0000

 , (72)

A
(40)
3 =


5, 0000 6, 0000 7, 4970 −3, 6563 5, 4420 19, 7172
−6, 0000 5, 0000 −7, 1912 1, 9192 −15, 6666 −7, 5632
0, 0000 0, 0000 2, 3999 −5, 3947 −9, 8639 4, 7487
0, 0000 0, 0000 1, 1047 −0, 3999 −6, 3003 −9, 5387
0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 4, 0000 4, 9224
0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 0, 0000 3, 0000

 . (73)

Можна побачити, що матрицi A1 i A2 збiгаються майже однаково до верхньої ква-
зiтрикутної матрицi i на головнiй дiагоналi власнi значення спадають з бiльшого
значення до меншого. A2 швидше збiглася до верхної квазiтрикутної матрицi з вла-
сними значеннями на дiагоналях, проте A1 має кращу точнiсть. Насправдi, завдяки
матрицi Хессенберга необхiдно менше крокiв, оскiльки вона вже мiстить нулi у ни-
жнiй трикутнiй матрицi. Це буде особливо вiдчуватися при збiльшеннi розмiрностi
матрицi. Також власнi значення розташованi у спорядку спадання i можна поба-
чити, що 5 ± 6i i 1 ± 2i поданi у матричному виглядi i вiдповiдають дiагональним
блокам

T11 =

(
5 6
−6 5

)
, (74)

T33 =

(
1 −2
2 1

)
(75)

Щодо матрицi A3, то варто зауважити, що власнi значення матрицi A3 спiвпа-
дають як з (67), так i з (73), (74). Проте проблема в тому, що вони розташованi
хаотично. Крiм того, елементи блоку T22 ще не пропорцiйнi власним значенням
1 + 2i, 1 − 2i. Отже, можна зробити висновок, що QR-алгоритм з зсувами гаран-
тує швидке виконання i перетворення матрицi Шура в верхню квазiтикутну. Проте
власнi значення розташованi нелiнiйно.
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4.3. Sinc-згортки

Приклад 4. Розглянемо iнтеграл

I3(x) =

∫ x

0

(x− t)−1/2t−1/2 dt, x ∈ (0, 1). (76)

Даний iнтеграл взято з [15]. Це є одним з прикладiв згорток. Для розв’язку даного
iнтегралу в цьому прикладi будуть розглянути пiдхiд (19). Застосуємо два пiдхо-
ди для розв’язку даного iнтегралу функцiї вiд матрицi в (19) i порiвняємо оцiнку
отриманих результатiв.

Виберемо параметри дискретизацiї h1 = 1/
√
N i h2 =

√
π/N . Точний розв’язок

iнтегралу (76) може бути поданий як

I1(x) =

{
0; x = 0,

π; x ̸= 0.

Оскiльки iнтегруємо (76) на (0, x), x ∈ (0, 1), то застосуємо до нього конформне
вiдображення

ψ(w) = ln
(a+ bew

1 + ew

)
. (77)

для пiдрахунку (7), (10).

Модифiковане перетворення Лапласа (14) для iнтегрального ядра (76) вигляда-
тиме так

F (s) =
√
πs. (78)

Завдання полягає у пошуку наближеного розв’язку (76) за допомогою пiдходу
(19). Спочатку розглянемо пiдхiд з декомпозицiєю матрицi

A = XSX−1 (79)

для обчислення функцiї вiд матрицi (19). Скористаємся для цього методами з бi-
блiотеки MathNet.Numerics для мови C# для обчислення власних значень S та
власних векторiв X. Застосувавши до отриманих матриць (20), отримаємо функцiю
вiд матрицi

F1(A) = XF (S)X−1. (80)

Пiдставимо отримане значення в апроксимацiйну формулу (19) i отримаємо на-
ступнi значення.
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Табл. 3.
N ∆I3(0.2) ∆I3(0.4) ∆I3(0.6) ∆I3(0.8)

8 1,03504 0,71084 0,53578 0,48041
16 0,59250 0,42452 0,30140 0,24550
40 0,17527 0,11797 0,11672 0,10002
80 0,04468 0,04039 0,02301 0,03136

У таблицi 3 наведено при h1 кiлькiсть крокiв N та абсолютнi похибку ∆I3(x) для
iнтегралу I3(x) на 4 iнтервалах зi змiнною межею.

У таблицi 4 наведено при h2 кiлькiсть крокiв N та абсолютнi похибку ∆I3(x) для
iнтегралу I3(x) на 4 iнтервалах зi змiнною межею.

Табл. 4.
N ∆I3(0.2) ∆I3(0.4) ∆I3(0.6) ∆I3(0.8)

8 0,29152 0,17928 0,22162 0,19741
16 0,12336 0,07462 0,07307 0,04475
40 0,01364 0,02138 0,00241 0,00971
80 0,00106 0,00037 0,00344 0,00470

Згiдно з Табл. 3 i 4, похибка спадає експоненцiйно при збiльшеннi кроку N i
незалежно вiд вибору iнтервалу для (76). При h2 набагато краще похибка спадає,
нiж при h1, що вiдповiдає умовi (17).

Проте доцiльно перевiрити точнiсть обрахунку (79) i (80). Перевiримо спочатку
виконання декомпозицiї матрицi (79). Порiвняємо це значення з точним значенням
(79). Як параметр дискретизацiї виберемо h2, оскiльки вiн показав найкращi ре-
зультати у точностi. Оскiльки мова тут йде лише про формування матрицi A, то
нема значення, на якому iнтервалi воно вiдбувається. Перевiримо для I3 в x = 0.2.

Табл. 5.
N ∥A−XSX−1∥∞
8 7,3825e-013
16 4,8461e-011
40 3,4375e-007
80 6,8849e-004
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Вiдповiдно до Табл.5, для випадку застосування власного методу розкладу похиб-
ка критично спадає при збiльшеннi кiлькостi вузлiв A. Тодi як у випадку розкладу
Шура у випадку збiльшення вузлiв похибка майже не змiнюється.

Тепер перевiримо обчислення функцiї вiд матрицi (80). Порiвняємо це значен-
ня з точним значенням (80). Як параметр дискретизацiї виберемо h2, оскiльки вiн
показав найкращi результати у точностi. Точний розв’язок F отримаємо, застосу-
вавши до даної функцiї вiд матрицi метод funm в мовi програмування Matlab.
Перевiримо для I3 в x = 0.2.

Табл. 6.
N ∥F − F1∥
8 1,7701e+000
16 1,9094e+000
40 1,9642e+000
80 1,7701e+000

Табл. 7.
N ∥A− UTUT∥∞
8 1,7659e-014
16 1,9965e-014
40 7,4135e-014
80 1,6848e-013

Як можна побачити, iснує проблема у обчисленнi функцiї вiд матрицi (80). По-
хибка достатньо велика, тому iснує потреба застосувати iнакший пiдхiд для (19).
Застосуємо алгоритм Шура-Парлетта для iнтегралу, тобто виконаємо (62). Споча-
тку перевiримо виконання розкладу Шура

A = UTUT (81)

за допомогою Алгоритму 5, а згодом застосуємо Алгоритм 6 для (81). Тодi отрима-
ємо таку функцiю вiд матрицi

F2(A) = UF (T )UT . (82)

Використаємо тi ж самi вхiднi данi, що й для попереднього пiдходу, конформне
вiдображення (77), перетворення Лапласса (78). Порiвняємо виконання (81) i (82)
з точними результатами. Точний розв’язок F отримаємо, застосувавши до даної
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Табл. 8.
N ∥F − F2∥∞
8 1,1550e-014
16 1,1817e-014
40 3,0101e-014
80 5,4858e-014

Табл. 9.
N ∆I3(0.2) ∆I3(0.4) ∆I3(0.6) ∆I3(0.8)

8 2,30482 2,36232 2,21603 2,16842
16 2,43214 2,52602 2,45646 2,44212
40 2,73069 2,56433 2,85190 2,64404
80 2,83593 2,92762 2,74941 2,79600

функцiї вiд матрицi метод funm в мовi програмування Matlab. Перевiримо для I3
в x = 0.2.

На основi табл.7 i табл.8 можна переконатися, що точнiсть набагато покращилася,
i пiдхiд Шура-Парлетта краще рахує функцiю вiд матрицi, нiж для попереднього
випадку. Тепер можна спробувати розв’язати iнтеграл (76), використовуючи фор-
мулу (62). Тодi отримуємо такi результати

У табл 9. наведено абсолютну похибку для розв’язку iнтегралу (76). На жаль,
отримати хорошi результати не вдалося. Хоча функцiю вiд матрицi пiдхiд Шура-
Парлетта порахував точнiше, проте самий sinc-метод видає результат з великою
похибкою. Ймовiрно необхiдно дослiдити детальнiше sinc-метод для апроксимацiї
sinc-згорток i адаптувати його пiд пiдхiд для обчислення функцiї вiд матрицi, на-
ведений у цiй роботi.
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Висновок

У цiй роботi розглянуто основнi принципи sinc-методiв для iнтегралiв зi змiнною
межею та згорток. Описано такi ключовi поняття як sinc-функцiя, конформнi вiд-
ображення, згортки, розклад Шура, функцiя вiд матрицi, ряд Тейлора, алгоритм
Шура-Парлетта тощо. У Роздiлi 1 сформульвано sinc-методи для розв’язування iн-
тегралiв зi змiнною межею та згорток, показано оцiнки збiжностей для цих методiв.
Описано, чому для sinc-згорток погано обчислювати функцiї вiд матрицi, застосо-
вуючи до матрицi власний розклад матрицi.

Для sinc-згорток розглянуто 2 способи здiйснення декомпозицiї матрицi i обчи-
слення функцiї вiд матрицi: власний розклад матрицi i обчислення функцiї дiаго-
нальних елементiв, розклад Шура i алгоритм Парлетта. У Роздiлi 2 описано фор-
мулювання розкладу Шура для матрицi з дiйсними або комплексними елемента-
ми, подано реалiзацiї QR-алгоритмiв для здiйснення розкладу Шура, а саме ба-
зовий QR-алгоритм, QR-алгоритм з застосуванням перетворення Хаусхолдера та
QR-алгоритм з зсувами. Для QR-алгоритму з зсувами розглянуто двi окремi реа-
лiзацiї для матрицi з дiйсними та комплексними елементами. Порiвняно переваги i
недолiки використання вiдповiдних QR-алгоритмiв для розкладу Шура.

У Розiлi 3 описано поняття функцiї вiд матрицi, простi приклади та спосiб її
подання через канонiчну форму Жордана. Розглянуто властивостi функцiй вiд ма-
триць, сформульовано метод Шура-Парлетта для обчислення функцiї вiд матрицi.
Наведено спосiб, як застосувати метод Шура-Парлетта для sinc-згорток.

Наведено приклади обчислення iнтегральних рiвнянь з застосуванням sinc-методiв
для iнтегралiв зi змiнною межею та згорток. Порiвняно рiзницю мiж точним i на-
ближеним розв’язком iнтегралу на рiзних промiжках i для рiзних параметрiв дис-
кретизацiї. Крiм того, наведено приклади QR-алгоритмiв для матриць з дiйсними
та комплексними власними числами, показано кiлькiсть iтерацiй i надано оцiнку
алгоритмiв. Показано, чому QR-алгоритм з зсувами використовується на практицi,
його переваги i недолiки.

Важливою частиною є застосування рiзних методiв для декомпозицiї матрицi та
обчислення функцiї вiд матрицi. Продемонстровано використання розкладу Шу-
ра для декомпозицiї матрицi та алгоритму Парлетта для обчислення функцiї для
матрицi в sinc-згортцi. Перевiрено на практицi, що метод Шура-Парлетта дiєвий i
швидкий для обчислення функцiї вiд матрицi. Проте застосування його на практицi
до sinc-апроксимацiй згорток кращого результату не дало.
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