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Вступ

Раком називається група захворювань, що характеризуються некон-

трольованим ростом i поширенням аномальних клiтин в органiзмi.

Рак може виникнути в будь-якiй частинi тiла та поширюватися на

iншi дiлянки, що ускладнює лiкування. Захворюванiсть на рак зростає в

усьому свiтi: за оцiнками, у 2020 роцi було зареєстровано 19,3 мiльйона

нових випадкiв i 10 мiльйонiв смертей, пов’язаних iз раком [1]. В Українi

рак є серйозною проблемою охорони здоров’я: за оцiнками, зареєстрова-

но 150 000 нових випадкiв i 91 000 випадкiв, пов’язаних iз раком смертей

у 2020 р. Найпоширенiшими онкологiчними захворюваннями в Українi є

рак легень, молочної залози та колоректальний рак [2]. Хоча iснує кiлька

доступних варiантiв лiкування, враховуючи хiрургiчне втручання, про-

меневу терапiю та хiмiєтерапiю, вони можуть мати ряд обмежень та по-

бiчнi ефекти, якi можуть вплинути на загальну якiсть життя пацiєнтiв

[3]. Таким чином, iснує постiйна потреба в розробцi бiльш ефективних та

персоналiзованих стратегiй лiкування, якi можуть покращити результа-

ти лiкування пацiєнтiв.

Теорiя оптимального керування — це математичний пiдхiд, який мо-

жна застосувати для розробки ефективних стратегiй лiкування раку.

Цей пiдхiд забезпечує кiлькiсну основу для розробки оптимальних ме-

тодiв лiкування, якi можуть оптимiзувати клiнiчнi результати шляхом

пошуку найкращих контрольних вхiдних даних, таких як дозування лi-

кiв, враховуючи при цьому будь-якi обмеження, такi як токсичнiсть лiкiв
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i загальний стан здоров’я пацiєнта [4].

В рамках даної роботи дослiджується проблема керування ростом

ракової пухлини за допомогою медикаментозного лiкування.

Метою цiєї роботи є розробка оптимальної стратегiї керування дозу-

ванням медикаментозних препаратiв з метою досягнення максимального

зниження чисельностi ракових клiтин. Для досягнення цiєї мети буде за-

стосовано теорiю оптимального керування та математичну модель росту

солiдної пухлини. В рамках роботи буде розроблено програму для дослi-

дження динамiки росту пухлини та розв’язування задачi оптимального

керування.

Ця робота може бути корисною для лiкарiв та медичних дослiдникiв,

що працюють у галузi онкологiї, а також для студентiв та викладачiв, якi

вивчають теорiю оптимального керування та диференцiальнi рiвняння.
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Роздiл 1

Математична модель росту солiдної пухлини

1.1.Опис моделi та її компоненти

Розглянемо математичну модель солiдної пухлини:

dy1
dt

= µ1y1 − µ1y1y3 − γ1y1y3 − f1 (t) y1;

dy2
dt

= µ2y2 (1− y2)− µ2y2y3 − γ2y1y2 − γ3y2y3;

dy3
dt

= (γ2y1y2 + γ1y1y3 + γ3y2y3) (1− y3)− f3 (t) y3.

(1.1)

Дана математична модель описує динамiку змiни вiдносної частки трьох

типiв клiтин: ракових, здорових та вiдмерлих. Модель складається з

трьох диференцiальних рiвнянь, якi описують змiну вiдносної частки ко-

жного типу клiтин у часi. Позначимо вiдносну частку ракових клiтин,

здорових клiтин та вiдмерлих клiтин вiдповiдно як y1, y2 та y3.

Перше диференцiальне рiвняння описує змiну вiдносної частки ракових

клiтин у часi, де:

•
dy1
dt

– швидкiсть змiни вiдносної частки ракових клiтин у часi;

• µ1y1 – швидкiсть подiлу ракових клiтин;

• µ1y1y3 – швидкiсть витiснення ракових клiтин вiдмерлими клiти-
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нами;

• γ1y1y3 – швидкiсть iнгiбування ракових клiтин вiдмерлими клiти-

нами;

• f1(t)y1 - функцiя, що описує вплив зовнiшнiх факторiв на вiдносну

частку ракових клiтин у часi.

Друге диференцiальне рiвняння описує змiну вiдносної частки здоро-

вих клiтин у часi, де:

•
dy2
dt

- швидкiсть змiни вiдносної частки здорових клiтин у часi;

• µ2y2(1− y2) – швидкiсть змiни вiдносної частки здорових клiтин;

• µ2y2y3 — швидкiсть витiснення здорових клiтин вiдмерлими;

• γ2y1y2 — швидкiсть iнгiбування здорових клiтин раковими;

• γ3y2y3 — швидкiсть iнгiбування здорових клiтин вiдмерлими.

Третє диференцiальне рiвняння описує змiну вiдносної частки вiдмерлих

клiтин у часi, де:

• Швидкiсть, з якою збiльшується вiдносна частка вiдмерлих клiтин

пропорцiйна наступному:

(γ2y1y2 + γ1y1y3 + γ3y2y3) (1− y3) ;

• (1−y3) - вiдображає те, що заповнення функцiонального простору,

який займають вiдмерлi клiтини, вiдбувається за принципом: чим

бiльше вiн наповнений, тим повiльнiше вiдбувається заповнення;

Варто зазначити, що в системi (1.1):
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• µ1, µ2, γ1, γ2, γ3 – додатнi константи, що характеризують швидкiсть

реакцiй;

• f1 = f1(t) та f3 = f3(t) – невiд’ємнi функцiї, що описують над-

ходження хiмiчних препаратiв, що впливають на швидкiсть росту

ракових клiтин i на швидкiсть накопичення вiдмерлих.

1.2.Аналiз взаємодiї мiж компонентами

Аналiз взаємодiї мiж компонентами допомагає зрозумiти, як змiна

однiєї компоненти впливає на iншi компоненти. У моделi росту солiдної

пухлини, ми можемо проаналiзувати взаємодiю мiж компонентами y1, y2

та y3. Компоненти y1 та y3 взаємодiють через двi кiлькiснi характери-

стики: γ1 та γ3. Параметр γ1 вiдповiдає за взаємодiю мiж раковими та

вiдмерлими клiтинами, тодi як γ3 вiдповiдає за вплив хiмiчного препа-

рату на вiдносну частку вiдмерлих клiтин. Якщо γ1 i γ3 зростають, то

вiдносна частка вiдмерлих клiтин збiльшується, що може призвести до

сповiльнення росту солiдної пухлини.

Компонент y2 взаємодiє з y1 та y3 через параметри γ2 та γ3. Пара-

метр γ2 вiдповiдає за взаємодiю мiж раковими та здоровими клiтинами,

тодi як γ3 вiдповiдає за вплив хiмiчного препарату на вiдносну частку

вiдмерлих клiтин. Якщо γ2 зростає, то це може призвести до зниження

вiдносної частки здорових клiтин, що може знизити ефективнiсть iмун-

ної системи в боротьбi з раковими клiтинами. Крiм того, якщо γ3 зростає,

то це може зменшити вiдносну частку вiдмерлих клiтин, що може спри-

чинити прискорення росту солiдної пухлини.

Компонент f1(t) взаємодiє з y1 через параметр µ1, що вiдповiдає за

швидкiсть росту ракових клiтин. Якщо f1(t) зростає, то це може призве-

сти до збiльшення швидкостi росту ракових клiтин, що може прискорити
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рiст солiдної пухлини. Компонент f3(t) взаємодiє з y3 через параметр γ3,

що вiдповiдає за вiдносну частку вiдмерлих клiтин. Якщо f3(t) зростає,

то це може призвести до збiльшення вiдносної частки вiдмерлих клiтин,

що може спричинити сповiльнення росту солiдної пухлини. Загалом, ана-

лiз взаємодiї мiж компонентами моделi росту солiдної пухлини дозволяє

зрозумiти, як змiна одного параметра може вплинути на iншi параметри,

що допомагає зрозумiти механiзм росту пухлини та розробляти стратегiї

лiкування.

Як початковi умови момент часу t0 = 0 будемо розглядати:

y1(t0) = y01,

y2(t0) = 1,

y3(t0) = 0,

(1.2)

де y01 – мала величина. Цi початковi умови означають, що в початко-

вий момент часу в функцiональному просторi здорових клiтин (вiдмерлi

клiтини вiдсутнi) виникає невелика вiдносна частка ракових клiтин.
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Роздiл 2

Аналiз динамiки росту пухлини

2.1.Чисельне розв’язання моделi

Для знаходження розв’язку системи диференцiальних рiвнянь (1.1)

використано середовище MATLAB. Зокрема, застосовано вбудовану фун-

кцiю ode45 [5]. Функцiя ode45 використовує методи Рунге-Кутта 4-го та

5-го порядкiв точностi. Один iз можливих форматiв виклику даної фун-

кцiї представлено нижче:

[t, y] = ode45(@odefunc, tspan, y0) (2.1)

Для системи диференцiальних рiвнянь (1.1) t,y - вектори, що мiстять

значення змiнних вiдповiдно до часу t, tspan - це вектор, що позначає

часовий промiжок, y0 - вектор початкових значень змiнних y1, y2, y3, а

функцiя odefun - це функцiя, що описує систему диференцiальних (1.1).

Для побудови графiкiв, що описують динамiку росту солiдної пухлини

було використано вбудовану функцiю математичного пакета MATLAB

plot.

Програмну реалiзацiю чисельного розв’язку системи диференцiаль-

них рiвнянь (1.1) див. Додаток 1.

Графiк динамiки росту ракової пухлини з початковими умовами (1.2),
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де y01 = 0.01, а також значеннями констант: µ1 = 0.7, µ2 = 0.7, γ1 = 0.4,

γ2 = 0.5, γ3 = 0.1 при f1 = 0 та f3 = 0 наведено на Рис.2.1.

Рис. 2.1: Динамiка змiни вiдносної частки ракових (y1), здорових (y2) та вiдмерлих
(y3) клiтин в часi при f1 = 0, f3 = 0.

2.2.Аналiз стiйкостi розв’язку

2.2.1.Аналiз рiвноваги.

Аналiз рiвноваги є важливим аспектом моделювання росту ракової

пухлини та медикаментозного лiкування. Рiвноваги представляють ста-

цiонарнi стани в моделi, коли розмiр пухлини залишається постiйним, i
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розумiння стабiльностi та розташування цих рiвноваг може дати розумi-

ння довгострокової поведiнки пухлини.

Для отримання рiвноваги системи (1.1) необхiдно розв’язати систему рiв-

нянь: 
µ1y1 − µ1y1y3 − γ1y1y3 − f1 (t) y1 = 0;

µ2y2 (1− y2)− µ2y2y3 − γ2y1y2 − γ3y2y3 = 0;

(γ2y1y2 + γ1y1y3 + γ3y2y3) (1− y3)− f3 (t) y3 = 0.

(2.2)

Точки рiвноваги без урахування медикаментозного втручання

Для аналiзу динамiки системи без керування (f1(t) = f3(t) = 0), зна-

йдемо рiвноваги системи (1.1). Система (2.2) має три стацiонарнi точки:

M1(0; 1; 0), M2(0; 0; 1), M3(0; 0; a), де a будь-яке число Слiд зазначити,

що стацiонарна точка M3 має фiзичний змiст лише при a = 1.

Точки рiвноваги з урахуванням медикаментозного втручання

Розглянемо систему (2.2) врахувавши, що f1(t) = α1 = const та

f3(t) = α3 = const (при чому α1 > 0 i α3 > 0),отримаємо:
y1(µ1(1− y3)− γ1y3 − α1) = 0;

y2(µ2(1− y2 − y3)− γ2y1 − γ3y3) = 0;

(γ2y1y2 + γ1y1y3 + γ3y2y3) (1− y3)− α3y3 = 0.

(2.3)

За умови α1 > µ1, перше рiвняння системи (2.3) розв’язне при y1 = 0.

За умови α3 > γ3, перше рiвняння системи (2.3) розв’язне при y3 = 0.

Отже, отримаємо стацiонарну точку A(0; 1; 0).
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2.2.2.Аналiз стiйкостi

Дослiдження стiйкостi розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь

є важливим етапом аналiзу моделi, оскiльки воно дозволяє визначити,

якi значення параметрiв призводять до стiйкої поведiнки системи. Якщо

стацiонарна точка є асимптотично стiйкою, то це означає, що при малих

збуреннях вихiдної точки системи поведiнка розв’язку буде стiйкою.

Наприклад, у випадку системи диференцiальних рiвнянь (1.1), якщо

власнi значення матрицi Якобi в околi стацiонарної точки мають дiйсну

частину i всi вони є вiд’ємними, то стацiонарна точка є асимптотично

стiйкою. Це означає, що якщо вихiдна точка системи диференцiальних

рiвнянь знаходиться досить близько до цiєї точки, то з часом вона буде

наближатись до неї, i розв’язок системи буде стiйким.

Таким чином, дослiдження стiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiв-

нянь дозволяє визначити, якi значення параметрiв призводять до стiйкої

поведiнки системи та дозволяє розумiти, як модель буде поводитись в рi-

зних умовах.

При дослiдженнi стiйкостi системи диференцiальних рiвнянь можна

використовувати метод лiнеаризацiї [6]. Цей метод полягає у замiнi нелi-

нiйних функцiй лiнiйними апроксимацiями, якi вiдображають поведiнку

системи в околi стацiонарної точки. Для цього використовуються мето-

ди теорiї диференцiальних рiвнянь та аналiзу. В результатi, отримуємо

систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь. Для лiнiйної системи дифе-

ренцiальних рiвнянь використаємо теорiю власних значень та власних

векторiв для визначення стiйкостi системи.
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Отже, знайдемо матрицю Якобi:

J((y1, y1, y3)) =


J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33

 (2.4)

де

J11 = µ1(1− y3)− γ1y3 − α1;

J12 = 0;

J13 = y1(−µ1 − γ1);

J21 = −γ2y2;

J22 = µ2(1− 2y2 − y3)− γ2y1 − γ3y3;

J23 = y2(−µ2 − γ3);

J31 = (γ2y2 + γ1y3)(1− y3);

J32 = (γ2y1 + γ3y3)(1− y3);

J33 = (γ1y1 + γ3y2)(1− y3)− (γ2y1y2 + γ1y1y3 + γ3y2y3)− α3.

Аналiз стiйкостi без урахування медикаментозного втручання

В точцi M1(0; 1; 0), що є стацiонарною для системи (1.1), матриця

Якобi матиме вигляд:

J =


µ1 0 0

−γ2 −µ2 −µ2 − γ3

γ2 0 γ3

 (2.5)
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Знайдемо власнi значення цiєї матрицi. Для цього розв’яжемо характе-

ристичне рiвняння: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ1 − λ 0 0

−γ2 −µ2 − λ −µ2 − γ3

γ2 0 γ3 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.6)

Для (2.6) отримаємо коренi характеристичного рiвняння:

λ1 = µ1;

λ2 = −µ2;

λ3 = γ3.

Оскiльки µ1,µ2 та µ3 - додатнi сталi, то λ1 > 0, λ2 < 0 i λ3 > 0. Отже,

стацiонарна точка M1(0; 1; 0) є нестiйкою.

Розглянемо точку M2(0; 0; 1), що є стацiонарною для системи (1.1).

Розглянемо поведiнку системи в околi цiєї стацiонарної точки. Нехай δy1,

δy2, δy3 - малi вiдхилення вiд розв’язку системи рiвнянь (1.1) при f1(t) =

f3(t) = 0 в околi стацiонарної точки M2. Отримаємо систему рiвнянь:

dδy1
dt

= −γ1δy1,
dδy2
dt

= −γ3δy2,
dδy3
dt

= −(γ1δy1 + γ3δy2)δy2.

(2.7)

Для отримання розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь (2.7) не-

обхiдно розв’язати кожне рiвняння окремо i пiсля цього поєднати отри-

манi розв’язки. Система (2.7) мiстить три диференцiальних рiвняння, що

залежать вiд змiнних δy1, δy2 i δy3.

Перше рiвняння системи (2.7) є лiнiйним диференцiальним рiвнянням

першого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Розв’язком цього рiвняння
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є:

δy1(t) = δy1(0)e
−γ1t, де δy1(0) - початкова умова.

Друге рiвняння системи (2.7) також є лiнiйним диференцiальним рiв-

нянням першого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Його розв’язок має

вигляд:

δy2(t) = δy2(0)e
−γ3t, де δy2(0) - початкова умова.

Третє рiвняння системи (2.7) є неоднорiдним диференцiальним рiв-

нянням. Розв’язок цього рiвняння має наступний вигляд:

δy3 = δy3(0)e
−δy1(t)+δy2(t)−δy1(0)−δy2(0).

На основi отриманих розв’язкiв можна зробити деякi висновки про

стiйкiсть стацiонарної точки M2(0, 0, 1). Зрозумiло, що при δy1(0) = 0 i

δy2(0) = 0, всi компоненти розв’язку δy1, δy2 i δy3 будуть рiвнi нулю, що

вiдповiдає стацiонарнiй точцi M2(0, 0, 1).

Оскiльки δy1(0) > 0 i δy2(0) > 0 враховуючи фiзичний змiст задачi,

то розв’язок δy1(t) та δy2(t) спадатимуть експоненцiйно з часом через

множники e−γ1t та e−γ3t вiдповiдно. Слiд зауважити, що γ1 > 0 та γ3 > 0,

отже, обидва множники будуть меншими за одиницю, i розв’язки δy1(t)

та δy2(t) будуть збiгатися до 0 при t→ ∞.

Розв’язок δy3(t) залежить вiд δy1(t) та δy2(t). Аналiзуючи розв’язок

третього рiвняння системи (2.7) можна зробити висновок, що δy3(t) змен-

шуватиметься з часом через множник e−δy1(t)+δy2(t)−δy1(0)−δy2(0). З огляду

на те, що δy1(t) та δy2(t) спадають експоненцiйно, можна очiкувати, що

δy3(t) також буде спадати експоненцiйно та прямувати до 0 при t→ ∞.

Отже, на основi отриманих розв’язкiв та їх аналiзу можна зробити

висновок, що стацiонарна точка M2(0, 0, 1) є стiйкою, оскiльки всi ком-

поненти розв’язку збiгаються до 0 при t→ ∞.
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Аналiз стiйкостi з урахуванням медикаментозного втручання

Знайдемо матрицю Якобi у точцi рiвноваги A(0; 1; 0):

J =


µ1 − α1 0 0

−γ2 −µ2 −µ2 − γ3

γ2 0 γ3 − α3

 (2.8)

Знайдемо власнi значення матрицi (2.8). Для цього розв’яжемо хара-

ктеристичне рiвняння:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ1 − α1 − λ 0 0

−γ2 −µ2 − λ −µ2 − γ3

γ2 0 γ3 − α3 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.9)

Для (2.9) отримаємо коренi характеристичного рiвняння:

λ1 = µ1 − α1;

λ2 = −µ2;

λ2 = γ3 − α3.

Оскiльки µ1,µ2 та µ3 - додатнi сталi, а також α1 > µ1, α3 > γ3, то λ1 <

0, λ2 < 0 i λ3 < 0. Отже, Усi власнi значення мають вiд’ємну дiйсну

частину, тому стацiонарна точка A(0; 1; 0) є асимптотично стiйкою.

2.3. Аналiз поведiнки розв’язку при змiнi параметрiв моделi

Змiна значень параметрiв µ1, µ2, γ1, γ2, γ3 вiдображає рiзнi сценарiї

динамiки росту пухлини. Таблиця 1 вiдображає залежнiсть розв’язкiв

системи вiд значень параметрiв µ1, µ2, γ1, γ2, γ3 за вiдсутностi медика-

ментозного лiкування (f1 = 0, f3 = 0), з початковими умовами (1.2),

y1(t0) = 0.01 та при початкових значеннях констант µ1 = 0.7 , µ2 = 0.7,
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γ1 = 0.4, γ2 = 0.5, γ1 = 0.2 на часовому промiжку t ∈ [0; 250]

Табл. 2.1: Чисельний розв’язок задачi (1.1) при рiзних значеннях констант µ1, µ2, γ1,
γ2, γ3

Значення
констант

Найбiльша
концентрацiя

ракових клiтин
(t, y1)

Самознищення
здорових клiтин

(t, y2)

Самознищення
вiдмерлих клiтин

(t, y3)

µ1 = 0.9 7.5520; 0.7780 54.9750; 0 38.4090; 0.9370
0.8 8.0710; 0.6378 63.2980; 0 41.7380; 0.9204
0.7 8.3480; 0.5055 76.4210; 0 76.4210; 0.9000
0.6 8.9640;0.3813 94.2300; 0 88.1250; 0.8760
0.5 9.8490; 0.2707 123.8220; 0 105.8220; 0.8524

µ2 = 0.9 8.3490; 0.5047 85.4620; 0 63.2890; 0.9019
0.8 8.3490; 0.5051 79.7490; 0 72.1300 0.9008
0.7 8.3480; 0.5055 76.4210; 0 76.4210; 0.9000
0.6 8.3470; 0.5059 71.3040; 0 60.9040; 0.8989
0.5 8.3470; 0.5064 66.6110; 0 51.3910; 0.8978

γ1 = 0.6 7.3540; 0.3662 105.1170; 0 85.1990; 0.8656
0.5 7.8390; 0.4238 91.9670; 0 78.5380; 0.8803
0.4 8.3480; 0.5055 76.4210; 0 76.4210; 0.9000
0.3 9.6660; 0.6346 58.3400; 0 43.9670; 0.9249
0.2 11.1350;0.8881 35.4250; 0 55.2290; 0.9569

γ2 = 0.7 8.1250; 0.3923 82.9540; 0 63.3820; 0.8816
0.6 8.2610; 0.4413 79.8490; 0 63.3990; 0.8901
0.5 8.3480; 0.5055 76.4210; 0 76.4210; 0.9000
0.4 8.5350; 0.5951 70.9410; 0 58.8310; 0.9116
0.3 8.7270; 0.7291 66.2300; 0 45.3720; 0.9257

γ3 = 0.4 8.3950; 0.3872 37.8750; 0 42.8200; 0.8762
0.3 8.1020; 0.4449 49.2410; 0 49.2410; 0.89
0.2 8.3480; 0.5055 76.4210; 0 76.4210; 0.9000
0.1 8.5580; 0.5698 225.9490; 0 234.8590; 0.9130
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Проаналiзувавши Табл. 2.1, отримаємо такi висновки:

1. Збiльшення значення константи µ1 призводить до скорочення часу,

необхiдного для досягнення максимальної вiдносної частки ракових клi-

тин, тобто розвитку пухлини. Час, протягом якого вiдбувається процес

апоптозу (програмованої клiтинної смертi), зменшується для вiдмерлих

та здорових клiтин. Це призводить до прискорення росту пухлини.

2. Якщо збiльшується значення константи µ2, то час, за який вiд-

бувається апоптоз (смерть) здорових клiтин, збiльшується. Однак, час,

необхiдний для досягнення найбiльшої вiдносної частки ракових клiтин,

майже не змiнюється, так само як i концентрацiя ракових клiтин. На по-

чатку час, необхiдний для апоптозу вiдмерлих клiтин, збiльшується, але

коли досягає певного значення константи µ2, починає зменшуватись.

Такi змiни пов’язанi зi змiною значення константи µ2, яка впливає на

швидкiсть росту здорових клiтин, їхню смерть, а також на швидкiсть

росту ракових клiтин i накопичення вiдмерлих.

3. Зi збiльшенням значення константи γ1 в данiй моделi росту солiдної

пухлини, час, необхiдний для досягнення найбiльшої вiдносної частки ра-

кових клiтин, зменшується, тобто пухлина буде рости швидше. Однак,

це призведе до зменшення вiдносної частки саме ракових клiтин, що мо-

же здатися парадоксальним, але пояснюється тим, що зi збiльшенням γ1

зростає швидкiсть вимирання ракових клiтин.

Крiм того, час, за який вiдбувається апоптоз (програмована смерть клi-

тин) вiдмерлих та здорових клiтин, збiльшується. Це означає, що клi-

тини, якi могли би бути здоровими, також будуть вмирати швидше, що

може загострити стан пухлини та ускладнити лiкування.

Отже, збiльшення γ1 може призвести до швидшого росту пухлини, змен-

шення вiдносної частки ракових клiтин та загострення стану пухлини

через швидке вимирання клiтин.
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4. Якщо збiльшувати значення константи γ2, то час, необхiдний для

досягнення максимальної вiдносної частки ракових клiтин, зменшувати-

меться. Крiм того, час, за який вiдбувається апоптоз здорових клiтин,

збiльшуватиметься, що може призвести до збiльшення вiдносної частки

здорових клiтин. Щодо вiдмерлих клiтин, то спочатку збiльшення кон-

станти γ2 призводить до збiльшення часу апоптозу, але пiсля досягнення

певного значення константи γ2 час апоптозу починає зменшуватись.

Наслiдки такого зменшення часу досягнення максимальної вiдносної час-

тки ракових клiтин можуть бути як позитивними, так i негативними. З

одного боку, швидший рiст пухлини може призвести до раннього виявле-

ння та бiльш ефективного лiкування. З iншого боку, швидший рiст може

призвести до бiльш агресивної форми раку та зниження ефективностi

лiкування. Крiм того, збiльшення часу апоптозу здорових клiтин може

мати негативний вплив на здоров’я людини, оскiльки це може призвести

до зниження функцiї деяких органiв та систем.

5. Зi збiльшенням значення константи γ3, час, необхiдний для апопто-

зу здорових та вiдмерлих клiтин, зменшується. Це означає, що клiтини

швидше вмирають, що може бути корисним при лiкуваннi раку. Крiм

того, час, необхiдний для досягнення максимальної вiдносної частки клi-

тин, повiльно зменшується, що також може мати позитивний вплив на

лiкування раку. Вiдносна частка ракових клiтин також поступово змен-

шується, що є хорошим результатом лiкування.
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Роздiл 3

Оптимальне керування ростом пухлини

У цьому роздiлi дослiджується задача оптимального керування для

системи (1.1), що описує динамiку росту солiдної пухлини. Задача опти-

мального керування полягає в знаходженнi оптимального способу керу-

вання дозуванням хiмiчними препаратами, що впливають на рiст i поши-

рення ракових клiтин та вiдмерлих клiтин з метою мiнiмiзацiї вiдносної

частки ракових клiтин або максимiзацiї здорових.

3.1.Постановка задачi оптимального керування

Розглянемо математичну модель (1.1). Позначимо надходження хiмi-

єтерапевтичного препарату як

f1(t) = f1 = const i f3(t) = f3 = const,

Функцiя керування: u(t) = [f1f3]
T

Формулювання задачi оптимального керування

Метою є знаходження оптимального керування u(t), що мiнiмiзує

функцiонал ψ0(u) на множинi допустимих керувань u(t), з урахуванням
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диференцiйної системи обмежень (3.1).

c(y, u) =




y′1 − µ1y1 + µ1y1y3 + γ1y1y3 + f1y1

y′2 − µ2y2 (1− y2) + µ2y2y3 + γ2y1y2 + γ3y2y3

y′3 − (γ2y1y2 + γ1y1y3 + γ3y2y3) (1− y3) + f3y3

y1(t0)− y01

y2(t0)− y02

y3(t0)− y03


= 0 (3.1)

u(t) = [f1, f3]
T

u− ≤ u(t) ≤ u+

y = [y1, y2, y3]
T ∈ Y

ψ0(u) = ψ̃0(u, y) = y1(T ) або ψ0(u) = ψ̃0(u, y) = −y2(T )

Керування u(t) є складовою функцiї c(y, u), яка визначає залежнiсть

змiни вектора стану y(t) вiд керування u(t).

Допустимi значення керування обмеженi u− ≤ u(t) ≤ u+, де u− i u+ -

нижня та верхня межi допустимих значень керування. Для даної задачi

маємо двi функцiї мети:

1. Вiдносна частка ракових клiтин, яка залишиться в солiднiй пухлинi

в кiнцi часового iнтервалу, тобто функцiя:

ψ0(u) = y1(T )

де T - кiнцевий часовий момент, y1(T ) - вiдносна частка ракових

клiтин в солiднiй пухлинi в кiнцi часового iнтервалу, яка залежить

вiд функцiй f1 та f3.

2. Вiдносна частка здорових клiтин, яка залишиться в солiднiй пу-

хлинi в кiнцi часового iнтервалу, тобто функцiя:

ψ0(u) = −y2(T )

21



де T - кiнцевий часовий момент, y2(T ) - вiдносна частка здорових

клiтин в солiднiй пухлинi в кiнцi часового iнтервалу, що залежить

вiд функцiй f1 та f3. Оскiльки вирiшується задача мiнiмiзацiї, а як

функцiю мети обрано вiдносну частку здорових клiтин в кiнцевий

момент часу T, то перед функцiєю мети необхiдно додати знак мi-

нус, щоб досягти оптимального результату. Цей пiдхiд дозволить

досягти найкращого рiшення у розв’язання даної задачi.

3.2. Чисельне розв’язання задачi оптимального керування

Чисельне розв’язання задачi оптимального керування є важливим iн-

струментом для дослiдження поведiнки системи та знаходження опти-

мального керування. Цей метод базується на використаннi комп’ютерiв

та програмних засобiв, зокрема метод внутрiшньої точки, який є ефе-

ктивним методом для розв’язання задач оптимального керування.

Для використання чисельного методу необхiдно задати функцiю обме-

жень та початкове наближення для керування. Початкове наближення

вiдiграє важливу роль у збiжностi методу та якостi отриманого розв’язку.

У данiй роботi задача оптимального керування розв’язана за допо-

могою функцiї fmincon, яка є вбудованою функцiєю в MATLAB для

розв’язання задач нелiнiйної оптимiзацiї з обмеженнями. Цей метод ба-

зується на методi внутрiшньої точки та використовує алгоритм активних

множникiв для обробки обмежень.

Основна iдея методу внутрiшньої точки полягає у тому, щоб замi-

нити вхiдну задачу оптимiзацiї на послiдовнiсть внутрiшнiх задач без

обмежень, якi можуть бути розв’язанi ефективнiше. Для цього вводи-

ться поняття штрафної функцiї, яка враховує обмеження, i знаходяться

її мiнiмальнi значення з допомогою алгоритму активних множникiв [7].
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Для успiшного використання чисельних методiв необхiдно правильно

задати функцiю обмежень та початкове наближення для керування. Для

цього можна використовувати результати аналiтичного або чисельного

розв’язку задачi з простiшими умовами [8].

У данiй роботi було продемонстровано, як функцiя fmincon в MATLAB

може бути використана для розв’язання задачi оптимального керува-

ння з обмеженнями. Метод внутрiшньої точки, на якому базується ця

функцiя, є ефективним iнструментом для розв’язання задач оптимiзацiї.

При цьому важливо правильно задати функцiю обмежень та початкове

наближення для керування, щоб забезпечити збiжнiсть методу та отри-

мати якiсний розв’язок.

Програмну реалiзацiю чисельного розв’язку задачi оптимального ке-

рування наведено в Додатку 3.
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Роздiл 4

Аналiз результатiв

У даному роздiлi представленi чисельнi результати дослiдження ди-

намiки росту пухлини при використаннi критерiїв мети:

1. максимальна вiдносна частка здорових клiтин в кiнцевий момент

часу;

2. мiнiмальна вiдносна частка ракових клiтин в кiнцевий момент часу.

Для дослiдження було використано програму реалiзовану за допомогою

MATLAB (див. Додаток 2).

Дослiдження проводилось з однаковими початковими умовами для

двох критерiїв мети:

y1 = 0.01, y2 = 1, y3 = 0,

µ1 = 0.7, µ2 = 0.7, γ1 = 0.4, γ2 = 0.5 та γ3 = 0.2

t ∈ [0; 250]

Обмеження на функцiю керування: lb = 0; ub = 1.

Результати дослiджень представленi за допомогою графiкiв i таблиць.

На графiках зображено залежнiсть вiдносної частки здорових, ракових

та вiдмерлих клiтин вiд часу для рiзних оптимальних значень параметрiв

f1, f3.

В таблицях представленi данi, що вiдображають вiдносна частка ра-

кових, здорових та вiдмерлих клiтин в момент часу, коли досягається
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критерiй мети при рiзних оптимальних значеннях f1, f3 .

Максимiзацiя здорових клiтин

В таблицi (4.1) приведено результати експериментiв, де використову-

валися функцiї керування f1 та f3, а критерiєм мети було максимiзувати

вiдносну частку здорових клiтин. Для кожного експерименту в табли-

цi (4.1) вказанi початковi наближення та оптимальнi значення функцiй

f1 та f3, момент часу t∗, коли вперше досягається максимальне значен-

ня вiдносної частки здорових клiтин, а також вiдносна частка ракових,

здорових та вiдмерлих клiтин в цей момент часу.

Ця таблиця допомагає зрозумiти, як змiнюється вiдносна частка клi-

тин в момент часу, коли досягається найбiльше значення y2 в залежностi

вiд значень функцiй керування f1 та f3.

Табл. 4.1: Вiдносна частка y1, y2, y3 в момент часу t∗ при оптимальних значеннях f1,
f3

Початкове
наближен-

ня та
оптимальне
значення f1

Початкове
наближен-

ня та
оптимальне
значення f3

Момент
часу t∗,
коли

досягається
найбiльше
значення y2

Вiдносна
частка y1 в

момент
часу t∗,
y1(t

∗)

Вiдносна
частка y2 в

момент
часу t∗,
y2(t

∗)

Вiдносна
частка y3 в

момент
часу t∗,
y3(t

∗)

0; 0.7380 0; 0.4773 42.87 0 1 0
0.4; 0.7363 0.00001;

0.3365
0.74 0 1 0

0.8; 0.7744 0; 0.4677 27.39 0 1 0
0; 0.7315 0.1; 0.4272 52.60 0 1 0
0; 0.7389 0.2; 0.4850 42.50 0 1 0
0; 0.7256 0.3; 0.4825 62.01 0 1 0

0.4; 0.7456 0.1; 0.1 42.47 0 1 0
0.4; 0.7984 0.2; 0.2924 38.85 0 1 0
0.4; 0.7456 0.3; 0.4182 42.47 0 1 0
0.8; 0.7436 0.1; 0.4796 40.27 0 1 0
0.8; 0.7377 0.2; 0.4864 43.89 0 1 0
0.8; 0.7456 0.3; 0.4182 42.47 0 1 0
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З таблицi (4.1) бачимо, що в усiх випадках оптимальнi значення функцiї

f1 та f3 забезпечують максимальне значення вiдносної частки здорових

клiтин y2.

Детальний аналiз показав, що вiдносна частка ракових клiтин y1 в

момент часу t∗ залишається на нульовому рiвнi, що свiдчить про успi-

шнiсть бiльшостi запропонованих в таблицi (4.1) оптимальних розв’язкiв.

Також, вiдносна частка вiдмерлих клiтин y3 залишається на мiнiмально-

му рiвнi.

Рис. 4.1: Динамiка змiни вiдносної частки клiтин в часi при f1 = 0.7377, f3 = 0.4864
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На Рис.4.2 зображена динамiка змiни вiдносної частки трьох типiв

клiтин - здорових, ракових та вiдмерлих - у залежностi вiд часу при

оптимальних значеннях функцiй f1 = 0.7377 i f3 = 0.4864.

За першi декiлька одиниць часу спостерiгається зменшення вiдно-

сної частки здорових клiтин. Проте, пiсля цього їх концентрацiя зростає.

Це пов’язано з тим, що вiдбувається процес оновлення клiтин, i пiсля

деякого часу бiльше нових здорових клiтин починає утворюватися, що

призводить до збiльшення їх вiдносної частки.

Водночас концентрацiя ракових клiтин зменшується до нуля. Це свiд-

чить про те, що лiкування, що було встановлено оптимальним, призвело

до зменшення розмноження ракових клiтин i вивело їх повнiстю з орга-

нiзму.

Вiдносна частка вiдмерлих клiтин спочатку збiльшується, що пов’язано

з ефектом лiкування, який вбиває бiльше клiтин, в тому числi й здоро-

вих. Але потiм їх концентрацiя починає зменшуватися, що пов’язано з

тим, що процес розмноження клiтин уповiльнюється, що в свою чергу

призводить до зменшення вiдносної частки вiдмерлих клiтин. Отже, лi-

кування при оптимальних значеннях функцiй f1 = 0.7377 i f3 = 0.4864

є ефективним.
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Мiнiмiзацiя ракових клiтин

Таблиця (4.2) мiстить результати дослiдження динамiки змiни здоро-

вих, ракових та вiдмерлих клiтин при оптимальних значеннях функцiй

f1 та f3. Вона включає данi про оптимальнi значення функцiй f1 та f3,

момент часу t∗, коли досягається найменше значення y1 - вiдносна частка

ракових клiтин, а також вiдносна частка ракових, здорових та вiдмерлих

клiтин в момент часу t∗. Критерiєм мети для знаходження оптимальних

значень функцiй f1 та f3 є мiнiмiзацiя вiдносної частки ракових клiтин.

Табл. 4.2: Концентрацiя y1, y2, y3 в момент часу t∗ при оптимальних значеннях f1, f3

Початкове
наближен-

ня та
оптимальне
значення f1

Початкове
наближен-

ня та
оптимальне
значення f3

Момент
часу t∗,
коли

досягається
найменше

значення y1

Вiдносна
частка
ракових
клiтин в
момент
часу t∗
y1(t

∗)

Вiдносна
частка

здорових
клiтин в
момент
часу t∗
y2(t

∗)

Вiдносна
частка

вiдмерлих
клiтин в
момент
часу t∗
y3(t

∗)
0; 0.7557 0; 0.5563 11.53 0 0.99 ↑ 0.01 ↓

0.4; 0.7554 0; 0.4826 11.38 0 0.98 ↑ 0.01 ↓
0.8; 0.8 0; 0.45 6.94 0 0.98 ↑ 0.01 ↓

0; 0.7550 0.1; 0.5003 10.74 0 0.98 ↑ 0.01 ↓
0; 0.6383 0.2; 0.1534 27.96 0 0.83 ↑ 0.13 ↓
0; 0.7554 0.3 0.4897 11.11 0 0.98 ↑ 0.01 ↓

0.4; 0.7550 0.1; 0.5023 11.49 0 0.98 ↑ 0.01 ↓
0.4; 0.6424 0.2; 0.1550 26.6 0 0.84 0.13 ↓
0.4; 0.7556 0.3; 0.5112 11.18 0 0.98 ↑ 0.01 ↓

0.8; 0.8 0.1; 0.1 6.83 0 0.96 ↓ 0.03 ↑
0.8; 0.8 0.2; 0.2 6.82 0 0.96 ↑ 0.03 ↓
0.8; 0.8 0.3; 0.3 7.14 0 0.98 ↑ 0.02 ↓

Проаналiзувавши таблицю (4.2) можна зробити висновок, що в мо-

мент часу t∗ вiдносна частка ракових клiтин y1 дорiвнює 0, тобто опти-

мальнi значення функцiй f1 та f3 дiйсно призводять до мiнiмiзацiї вiдно-

сної частки ракових клiтин. Крiм того, вiдносна частка здорових клiтин

y2 в момент часу t∗ майже завжди зростає, тодi як вiдносна частка вiд-

мерлих клiтин y3 майже завжди зменшується, що також свiдчить про
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ефективнiсть використання оптимальних значень функцiй для мiнiмiза-

цiї вiдносної частки ракових клiтин.

Отже, таблиця демонструє, що застосування оптимальних значень

функцiй f1 та f3 може бути ефективним методом мiнiмiзацiї вiдносної

частки ракових клiтин, що має важливi наслiдки для лiкування раку.

Рис. 4.2: Динамiка змiни вiдносної частки клiтин в часi при f1 = 0.7557, f3 = 0.5563

На Рис.4.3. показано, як змiнюється концентрацiя трьох типiв клiтин

- здорових, ракових та вiдмерлих - залежно вiд часу при оптимальних

значеннях функцiй f1 = 0.7557 i f3 = 0.5563. Початково концентра-

цiя здорових клiтин зменшується, але пiсля деякого часу їх концентра-
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цiя знову зростає через процес оновлення клiтин. Концентрацiя ракових

клiтин зменшується до нуля, що свiдчить про успiх лiкування. Вiдносна

частка вiдмерлих клiтин спочатку збiльшується через ефект лiкування,

але потiм починає зменшуватися, оскiльки процес розмноження клiтин

уповiльнюється, що свiдчить про ефективнiсть лiкування при оптималь-

них значеннях функцiй f1 = 0.7557, f3 = 0.5563.

Рис. 4.3: Динамiка змiни вiдносної частки клiтин в часi при f1 = 0.8, f3 = 0.1

На Рис.4.4 зображено залежнiсть вiдносної частки трьох типiв клi-

тин - здорових, ракових та вiдмерлих - вiд часу. Оптимальнi значення

функцiй f1 = 0.8 i f3 = 0.1 показують, що процес лiкування ефектив-
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ний. Проте, здоровi клiтини поступово зменшуються до нуля, що є пока-

зником несприятливого впливу лiкування. Концентрацiя ракових клiтин

також зменшується до нуля, що свiдчить про успiшнiсть лiкування. Во-

дночас концентрацiя вiдмерлих клiтин збiльшується та зупиняється на

позначцi 0.26. Це може бути пов’язано з тим, що процес розмноження

клiтин уповiльнюється, що призводить до зменшення вiдносної частки

вiдмерлих клiтин. В цiлому, графiк пiдтверджує ефективнiсть лiкування

при оптимальних значеннях функцiй f1 = 0.8 i f3 = 0.1, хоча вiн також

вказує на потенцiйнi небажанi ефекти лiкування на здоровi клiтини.
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Висновки

У данiй роботi було розглянуто задачу оптимального керування ро-

стом ракової пухлини за допомогою медикаментозного лiкування. Для

цього було дослiджено математичну модель росту солiдної пухлини (1.1),

що враховує три типи клiтин: здоровi, раковi та вiдмерлi.

Також дослiджувалась динамiка росту пухлини при заданнi рiзних

значень констант, що характеризують швидкiсть реакцiй. Дослiдження

показали, що без медикаментозного лiкування рано чи пiзно вiдбудеться

витiснення нормальних клiтин загиблими. Тому призначення необхiдної

програми лiкування та визначення стадiї процесу на момент встановле-

ння дiагнозу є дуже важливими.

В результатi чисельного розв’язання задачi оптимального керування

було знайдено, що кращi оптимальнi значення критерiїв мети досягаю-

ться за умови мiнiмiзацiї ракових клiтин.

Отриманi результати є важливими, оскiльки вони розширюють зна-

ння про можливостi медикаментозного лiкування раку. Практична цiн-

нiсть результатiв полягає в можливостi їх використання в клiнiчнiй пра-

ктицi при лiкуваннi пацiєнтiв з онкологiчними захворюваннями.

На основi дослiдження можна рекомендувати використання опти-

мального режиму лiкування з медикаментами f1 та f2 для досягнення

кращих результатiв у лiкуваннi раку, забезпечуючи максимальний за-

хист здорових клiтин та мiнiмiзацiю ракових. Крiм того, результати мо-

жуть бути використанi для подальшого дослiдження та розробки нових
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методiв лiкування ракових захворювань.

У процесi роботи було проведено аналiз лiтературних джерел з теорiї

оптимального керування. Було дослiджено математичну модель росту

солiдної пухлини та розв’язано задачу оптимального керування з метою

мiнiмiзацiї вiдносної частки ракових клiтин, а також максимiзацiї здоро-

вих клiтин.

Для розв’язання задачi було застосовано математичний пакет MATLAB.

Було проведено чисельнi експерименти з рiзними початковими значен-

нями функцiй керування.

Отже, подальше дослiдження даної теми може сприяти розробцi но-

вих методiв лiкування ракових захворювань та полiпшенню якостi життя

пацiєнтiв з онкологiчними захворюваннями.
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Додатки

Додаток 1

Лiстинг 4.1: Код програми
function F = odefun ( t , y )

mu_1=0.7;

mu_2=0.7;

hamma_1=0.4;

hamma_2=0.5;

hamma_3=0.1;

f 1 =0;

f 2 =0;

F =[mu_1∗y(1)−mu_1∗y (1)∗ y(3)−hamma_1∗y (1)∗ y(3)− f1 ∗y ( 1 ) ;

mu_2∗y(2)∗(1−y(2))−mu_2∗y (2)∗ y(3)−hamma_2∗y (1)∗ y(2)−hamma_3∗y (2)∗ y ( 3 ) ;

(hamma_2∗y (1)∗ y(2)+hamma_1∗y (1)∗ y(3)+hamma_3∗y (2)∗ y (3))∗(1 −y(3))− f2 ∗y ( 3 ) ] ;

end

Лiстинг 4.2: Код програми
tspan = [0 2 5 0 ] ;

y0 = [ 0 . 0 1 , 1 , 0 ] ;

[ t , y]=ode45 (@odefun , tspan , y0 )

plot ( t , y ( : , 1 ) , ’ r−’ ) ; grid on ;

xlabel ({ ’ t ’ })

ylabel ( ’ y1 , ␣y2 , ␣y3 ’ ) ;

hold on ;

plot ( t , y ( : , 2 ) , ’ g−’ ) ;

plot ( t , y ( : , 3 ) , ’ black−’ ) ;

varNames = { ’ t ’ , ’ y1 ’ , ’ y2 ’ , ’ y3 ’ } ;

gtext ( ’ y1 ’ ) ; gtext ( ’ y2 ’ ) ; gtext ( ’ y3 ’ )

T=tab l e (round( t , 3 ) , round( y ( : , 1 ) , 4 ) , round( y ( : , 2 ) , 4 ) , round( y ( : , 3 ) , 4 ) , . . .
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’ VariableNames ’ , varNames ) ;

u i t a b l e ( ’Data ’ ,T{ : , : } , ’ColumnName ’ ,T. Prope r t i e s . VariableNames , . . .

’RowName ’ ,T. Prope r t i e s .RowNames , ’ Units ’ , ’ Normalized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 , 1 , 1 , 1 ] ) ;
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Додаток 2

Лiстинг 4.3: Код програми
y0 = [ 0 . 0 1 ; 1 ; 0 ] ;

tspan = [ 0 , 2 5 0 ] ;

J = @( f ) tumor_object ive ( tspan , y0 , f ) ;

u0=[0 0 ] ;

opt i ons = opt imopt ions ( ’ fmincon ’ , ’ Display ’ , ’ i t e r ’ ) ;

[ f ] = fmincon (J , u0 , [ ] , [ ] , [ ] , [ ] , [ 0 0 ] , [ 1 1 ] , nonlcon , opt ions ) ;

[ t , y ] = ode45 (@( t , y ) tumor_ode ( t , y , f ) , tspan , y0 ) ;

subplot ( 2 , 2 , 1 ) ;

plot ( t , y ( : , 1 ) , ’−r ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ L ineSty l e ’ , ’ : ’ ) ;

xlabel ( ’Час ’ ) ;

ylabel ( ’Кiлькiсть␣ракових␣клiтин ’ ) ;

subplot ( 2 , 2 , 2 ) ;

plot ( t , y ( : , 2 ) , ’−g ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ L ineSty l e ’ , ’ : ’ ) ;

xlabel ( ’Час ’ ) ;

ylabel ( ’Кiлькiсть␣здорових␣клiтин ’ ) ;

subplot ( 2 , 2 , 3 ) ;

plot ( t , y ( : , 3 ) , ’−black ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ L ineSty l e ’ , ’ : ’ ) ;

xlabel ( ’Час ’ ) ;

ylabel ( ’Кiлькiсть␣вiдмерлих␣клiтин ’ ) ;

subplot ( 2 , 2 , 4 ) ;

plot ( t , f (1 )∗ ones ( s ize ( t ) ) , ’−−r ’ ) ;

hold on ;

plot ( t , f (2 )∗ ones ( s ize ( t ) ) , ’−−b ’ ) ;

xlabel ( ’Час ’ ) ;

ylabel ( ’Керування ’ ) ;

legend ( ’ f 1 ( t ) ’ , ’ f 3 ( t ) ’ ) ;

varNames = { ’ t ’ , ’ y1 ’ , ’ y2 ’ , ’ y3 ’ } ;

T=tab l e (round( t , 2 ) , round( y ( : , 1 ) , 2 ) , round( y ( : , 2 ) , 2 ) , round( y ( : , 3 ) , 2 ) , . . .

’ VariableNames ’ , varNames ) ;
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u i t ab l e ( ’Data ’ ,T{ : , : } , ’ColumnName ’ ,T. Prope r t i e s . VariableNames , . . .

’RowName ’ ,T. Prope r t i e s .RowNames , ’ Units ’ , ’ Normalized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 , 1 , 1 , 1 ] ) ;

disp ( ’Оптимальнi␣значення␣ f1 ( t ) , ␣ f 3 ( t ) ’ ) ;

disp ( f ) ;

function dydt = tumor_ode ( t , y , f )

mu_1=0.7;

mu_2=0.7;

hamma_1=0.4;

hamma_2=0.5;

hamma_3=0.2;

dydt = [

mu_1∗y(1)−mu_1∗y (1)∗ y(3)−hamma_1∗y (1)∗ y(3)− f (1)∗ y ( 1 ) ;

mu_2∗y(2)∗(1−y(2))−mu_2∗y (2)∗ y(3)−hamma_2∗y (1)∗ y(2)−hamma_3∗y (2)∗ y ( 3 ) ;

(hamma_2∗y (1)∗ y(2)+hamma_1∗y (1)∗ y(3)+hamma_3∗y (2)∗ y (3))∗(1 −y(3))− f (2)∗ y (3 )

] ;

end

function J = tumor_object ive ( tspan , y0 , f )

[ t , y ] = ode45 (@( t , y ) tumor_ode ( t , y , f ) , tspan , y0 ) ;

% J = −y( end , 2 ) ;

J=y(end , 1 ) ;

end
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