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Вступ

Метод скiнченних елементiв першочергово виник як iнструмент для

розв’язання складних задач еластичностi та структурного аналiзу, а пер-

ший розвиток у цьому напрямi датується 1941. Сьогоднi ж, це потужний

напрямок, що використовується у безлiчi сферах дiяльностi, де застосову-

ють диференцiальнi рiвняння як опис фiзичних явищ. Разом з тим, метод

скiнченних елементiв часто комбiнують з iншими пiдходами або модифiку-

ють, для досягнення кращого результату у кожнiй окремiй сферi. Таким

чином i розвивався напрям декомпозицiї областей, починаючи з методу до-

повнення Шура(Schur complement method), що вже вiдомий декiлька деся-

тилiть. На сьогоднi найбiльшою популярнiстю серед методiв декомпозицiй

областей користується метод FETI(finite element tearing and interconnect),

котрий вимагає меншої кiлькостi iнтерактивних операцiй, одночасно зберi-

гаючи ступiнь паралелiзму методу доповнення Шура.

З покращенням комп’ютерних технологiй та поширення так званого

"багатопроцесорного"пiдходу всяка промисловiсть очiкує покращень пiд-

ходiв задля бiльш ефективного процесу, а значить i бiльш прибуткового

результату. У випадку декомпозицiй областей таким критерiєм покращення

є час, витрачений на розв’язання проблеми методом скiнченних елементiв.

А отже, таке покращення буде доцiльним для будь-якої сфери дiяльностi,

особливо, для задач з надвеликими областями рiшення.

Метою даної роботи є вивчення застосування пiдходiв декомпозицiй

областей до методу скiнченних елементiв, i зокрема конкретного методу.

Цим методом буде мультиплiкативний метод Шварца, котрий використо-

вує подiл на областi, що перетинаються. Користуючись теоретичною базою

такого вивчення, ми напишемо реальний код, що б показував на прикладi

доцiльнiсть використання таких методiв у порiвняннi з оригiнальним ме-

тодом скiнченних елементiв.
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1 Метод скiнченних елементiв

Метод скiнченних елементiв (МСЕ) - числова технiка знаходження

розв’язкiв iнтегральних та диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних

(ДРЧП). Метою даної роботи є дослiдження точностi методу скiнченних

елементiв для задачi. При використаннi МСЕ, схема розв’язування задач

на граничнi значення має такий алгоритм:

1. Перетворення задачi у її варiацiйну форму;

2. Дискретизацiя.

Пiсля цього ми отримуємо формулу для скiнченновимiрної лiнiйної задачi,

розв’язок якої буде приблизним розв’язком задачi. Опiсля скiнченновимiр-

ну задачу розв’язують на комп’ютерi.

1.1 Формулювання задачi

Нехай Ω – область з Лiпшицевою границею Γ . Необхiдно знайти невi-

дому

u ∈C2(Ω), що задовольняє розв’язок задачi:−a11
∂ 2u
∂x2

1
−a22

∂ 2u
∂x2

2
+du = f , (x1,x2) ∈ Ω

β
∂̃u
∂ν

+σ(u−uc) = 0, (x1,x2) ∈ Γ ,

(1.1)

де ν – одиничний вектор зовнiшньої нормалi до Γ , ν = (ν1,ν2),

νi = cos(ν ,xi), i = 1,2, ∂̃u
∂ν

= a11
∂u
∂x1

ν1 +a22
∂u
∂x2

ν2,

a11, a22, d, f , β , σ , uc - const.
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1.2 Варiацiйне формулювання

Нехай V = {u(x1,x2) : u(x1,x2) ∈ W (2)
2 (Ω); β

∂̃u
∂ν

+σ(u− uc) = 0, x ∈ Γ } –

простiр Соболєва (iнтегровних з квадратом функцiї до 2-ої похiдної вклю-

чно). Домножимо скалярно перше рiвняння системи (1.1) на ∀v ∈W (1)
2 (Ω).

Отримаємо :

∫
Ω

(−a11
∂ 2u
∂x2

1
−a22

∂ 2u
∂x2

2
)vdΩ+d

∫
Ω

(uv)dΩ =
∫
Ω

f vdΩ (2.1)

Застосуємо формулу Остроградського-Грiна:

∫
Ω

(a11
∂u
∂x1

∂v
∂x1

+a22
∂u
∂x2

∂v
∂x2

)dΩ−
∫
Γ

(a11
∂u
∂x1

ν1 +a22
∂u
∂x2

ν2)vdΓ+

+d
∫
Ω

(uv)dΩ =
∫
Ω

f vdΩ

(2.2)

Таким чином, варiацiйне формулювання полягає у тому, щоб знайти

u ∈V таку, що виконується (2.2) для ∀v ∈W (1)
2 (Ω).

З рiвняння 2 системи (1.1) одержуємо: a11
∂u
∂x1

ν1+a22
∂u
∂x2

ν2 =−σ

β
(u−uc).

Пiдставимо це подання у (2.2), перенесемо доданок iз uc в праву частину,

отримаємо:

K +R+M = Q+P (2.3)

де

K =
∫
Ω

(a11
∂u
∂x1

∂v
∂x1

+a22
∂u
∂x2

∂v
∂x2

)dΩ

M = d
∫
Ω

(uv)dΩ, Q =
∫
Ω

f vdΩ

R =
σ

β

∫
Γ

uvdΓ , P =
σ

β

∫
Γ

ucvdΓ

(2.4)

Розв’язок системи (2.3) i будемо вважати вихiдними даними.
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1.3 Дискретизацiя i побудова розв’язку з лiнiйним базисом

1.3.1 Триангуляцiя областi

Для триангуляцiї областi Ω використаємо пакет мови програмування C#

для триангуляцiї пiд назвою Triangle.Net. Нехай границя областi Ω – задана

скiнченною кiлькiсть вiдрiзкiв, визначених вузлами, поданими у порядку

проти годинникової стрiлки. Для побудови триангуляцiї використовуємо iн-

крементний алгоритм побудови та вимагаємо вiд результату забезпечення

α – мiнiмального кута скiнченного елемента та h – його максимальної пло-

щi. Окрiм цього, така триангуляцiя має вiдповiдати умовам триангуляцiї

Делоне(Рис. 1). Умова Делоне стверджує, що триангуляцiя є триангуля-

цiєю Делоне, якщо всi описанi кола трикутникiв не мають в собi iншого

вузла. Пакет Triangle.Net, котрий на момент 2020 року знаходився у вiль-

ному доступi, дозволяє нам побудувати таку триангуляцiю.

Рис 1. Триангуляцiя Делоне

Алгоритм iнкрементної триангуляцiї:

1. Область Ω обмежують трикутником з уявними ребрами;

2. Кожен вузол у порядку задання додають в обмежувальну область:

• Якщо вузол попадає у внутрiшню область трикутника, тодi цей три-

кутник розбивається на три;
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• Якщо вузол попадає на ребро розбиття, тодi всi елементи, для яких

це ребро є гранню, розбиваються на два;

• Якщо вузол попадає у вершину триангуляцiї, то вiн iгнорується;

3. Вилучення уявних граней;

4. Забезпечення параметрiв триангуляцiї.

Результати триангуляцiї: CT - масив вузлiв триангуляцiї; NT - масив скiн-

ченних елементiв, заданих iндексами вузлiв; NTG - масив граничних еле-

ментiв, заданих iндексами вузлiв.

1.3.2 Дискретизацiя

Ω =
N⋃

e=0
Ωe, де N - кiлькiсть скiнченних елементiв.

Γ =
M⋃

e=0
Γe, де M - кiлькiсть граничних елементiв.

Орiєнтацiя елемента – проти годинникової стрiлки.

Подамо розв’язок задачi (1.1) на елементi Ωe через базиснi функцiї φi,

φ j, φm :

uh = uiφi +u jφ j +umφm (4.1)

де ui,u j,um – невiдомi коефiцiєнти.

Визначимо базисну функцiю φi:

φi =
Sp jm

Si jm
=


1, p = 1

1
δ
(ai +bix1 + cix2), iнакше

0, p ∈ jm

(4.2)
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де в (4.2)

Sp jm =
1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 x j
1 x j

2

1 xm
1 xm

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ Si jm =
1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 xi

1 xi
2

1 x j
1 x j

2

1 xm
1 xm

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P(x1,x2) δ = 2Si jm

j(x j
1,x

j
2) ai = x j

1xm
2 − x j

2xm
1

i(xi
1,x

i
2) bi = x j

2 − xm
2

m(xm
1 ,x

m
2 ) ci = xm

1 − x j
1

Аналогiчним чином, можна визначити iншi базиснi функцiї. Послiдовностi

точок для визначення кожної з базисних функцiй: i jm−φi, jmi−φ j, mi j−

φm.

Нехай x = x(x1,x2) ∈ Ω, тодi наближений розв’язок в точцi x:

uh(x) = ∑
i

uiφ
h
i

.

1.3.3 Матрицi МСЕ

Нехай нижнiй iндекс e означає, що ми розглядаємо вiдповiдне значення

на елементi з iндексом e. Тодi :

uh = Neqe

Ne = (φi,φ j,φm)

qe = (ui,u j,um)
T

∀v ∈ V ⇒υ → Ne, оскiльки замiсть довiльної функцiї v можна пiдставити

базиснi функцiї.
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Матриця Me

Me = d
∫
Ωe

f vdΩ = d
∫
Ωe

NT
e NedΩe = d

∫
Ωe


φi

φ j

φm

(
φi φ j φm

)
dΩe =

= d
∫
Ωe


φ 2

i φiφ j φiφm

φiφ j φ 2
j φ jφm

φiφm φ jφm φ 2
m

dΩe

Формула явного вигляду для обчислення iнтегралiв у Me :

∫
Ωe

φ
a
i φ

b
j φ

c
mdΩe =

a!b!c!
(a+b+ c+2)!

δ (4.3)

Використавши формулу (4.3) одержуємо:

Me = d
δ

24


2 1 1

1 2 1

1 1 2

=
dSΩe

12


2 1 1

1 2 1

1 1 2

 (4.4)

Матриця Ke

Ke =
∫
Ωe

(a11
∂NT

e
∂x1

∂Ne

∂x1
+a22

∂NT
e

∂x2

∂Ne

∂x2
)dΩe (4.5)

Позначимо:

∂Ne

∂x1
=
(

bi b j bm

)
,

∂Ne

∂x2
=
(

ci c j cm

)
Отримаємо:
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Ke =
1
δ

∫
Ωe


a11b2

i +a22c2
i a11bib j +a22cic j a11bibm +a22cicm

a11bib j +a22cic j a11b2
j +a22c2

j a11b jbm +a22c jcm

a11bibm +a22cicm a11b jbm +a22c jcm a11b2
m +a22c2

m

dΩe

Пiдставивши δ , проiнтегрувавши та спростивши одержуємо:

Ke =
1

4Si jm


a11b2

i +a22c2
i a11bib j +a22cic j a11bibm +a22cicm

a11bib j +a22cic j a11b2
j +a22c2

j a11b jbm +a22c jcm

a11bibm +a22cicm a11b jbm +a22c jcm a11b2
m +a22c2

m


(4.7)

Проiнтерполювавши функцiю f на елементi Ωe, отримаємо:

f = Ne fe , fe =
(

f (i) f ( j) f (m)
)T

Матриця Qe

Qe =
∫
Ωe

NT
e Ne fedΩe =

∫
Ωe


φi

φ j

φm

(
φi φ j φm

)
f (xi

1,x
i
2)

f (x j
1,x

j
2)

f (xm
1 ,x

m
2 )

dΩe (4.8)

Враховуючи попереднi обчислення:

Qe =
Me

d
fe =

SΩe
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f (i)

f ( j)

f (m)

 (4.9)
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Проiнтерполювавши функцiю u на граничному елементi Γe, отримаємо:

u = Neqe, Ne = (φi,φ j), qe = (ui,u j)
T

Матриця Re

Re =
σ

β

∫
Γ

uvdΓ =
σ

β

∫
Γe

NT
e NedΓe =

σ

β

∫
Γe

 φ 2
i φiφ j

φiφ j φ 2
j

dΓe (4.10)

Формула явного вигляду для обчислення iнтегралiв у Re :

∫
Γe

φ
a
i φ

b
j dΓe =

a!b!
(a+b+1)!

Γ , (4.11)

де Γ — довжина граничного елемента Γe.

Використавши формулу (4.11) одержуємо:

Re =
σ

β


2
6

1
6

1
6

2
6

Γ (4.12)

Матриця Pe

∀v∈V ⇒υ →Ne, оскiльки замiсть довiльної функцiї v можна пiдставити

базиснi функцiї.

Pe = uc
σ

β

∫
Γ

vdΓ = uc
σ

β

∫
Γe

φi

φ j

Γe = uc
σ

β


1
2

1
2

Γ (4.13)
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1.4 Формування СЛАР

1.4.1 СЛАР

Для знаходження невiдомих коефiцiєнтiв ui сформуємо систему лiнiй-

них рiвнянь:

Au = b, (5.1)

де A ∈ Rl×l,b ∈ Rl×1,u = (u0, . . . ,ul−1)
T ∈ Rl×1,

l - кiлькiсть вузлiв триангуляцiї.

Заповнювати матрицю такого рiвняння справа, та вектор-стовбець злiва

ми будем за допомогою сукупностi даних з матриць, що були сформованi

на попередньому етапi.

1.4.2 Заповнення СЛАР

Нехай, кожна матриця МСЕ має глобальнi iндекси — iндекси вузлiв,

на яких вона побудована (для стовпця — iндексування тiльки по рядках).

Наприклад, для Me — глобальнi iндекси: i, j,m.

Нехай, кожна матриця МСЕ має локальнi iндекси — iндекси номерiв рядкiв

чи стовпцiв (для стовпця — iндексування тiльки по рядках), що починаю-

ться вiд 0. Наприклад, для Me — локальнi iндекси: 0,1,2.

Нехай, Ωe — скiнченний елемент, побудований на вузлах триангуляцiї з iн-

дексами: i, j,m, що має ребро — граничний елемент Γe - i, j. Покажемо для

них занесення чисел у матрицю A та вектор b.
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A00 . . . . A0,l−1

. A11 +Ke[0][0]+Me[0][0]+Re[0][0] A12 +Ke[0][1]+Me[0][1]+Re[0][1] A13 +Ke[0][2]+Me[0][2] . .

. A21 +Ke[1][0]+Me[1][0]+Re[1][0] A22 +Ke[1][1]+Me[1][1]+Re[1][1] A23 +Ke[1][2]+Me[1][2] . .

. A31 +Ke[2][0]+Me[2][0] A32 +Ke[2][1]+Me[2][1] A33 +Ke[2][2]+Me[2][2] . .

. . . . . .

. . . . . .

Al−1,0 . . . . Al−1,l−1


×

×



u0

ui

u j

um

.

.

ul−1


=



b0

bi +Pe[0]+Qe[0]

b j +Pe[1]+Qe[1]

bm +Qe[2]

.

.

bl−1


(5.2)

1.4.3 Алгоритм заповнення СЛАР

Будемо вважати що матриця A та вектор b заповненi нулями.

Псевдокод заповнення матрицi A:

Для e = 0..N :

Обчислити Me,Qe,Ke

Для i = 0,1,2 :

Для j = 0,1,2 :

A[NT [e][i]],NT [e][ j]]+ = Ke[i][ j]+Me[i][ j]

b[NT [e][i]]+ = Qe[i]

Псевдокод заповнення вектора b:

Для e = 0..M :

Обчислити Pe,Re

Для i = 0,1 :

Для j = 0,1 :

A[NT G[e][i]],NT G[e][ j]]+ = Re[i][ j]

b[NT G[e][i]]+ = Pe[i]

Сформувавши матрицю та вектор, розв’яжемо методом Гаусса таку СЛАР

для знаходження наближених значень функцiї u у вузлах триангуляцiї.
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2 Методи декомпозицiї

Суть декомпозицiї полягає у роздiленнi одного великого завдання на

серiю менших завдань, якi своєю чергою простiше розв’язати, анiж одне

велике. Цей метод використовують не лише в математицi, а також в iнших

наукових сферах дiяльностi людини. У своїй найбiльш поширенiй версiї,

декомпозицiю областей можна використовувати в рамках будь-якого мето-

ду дискретизацiї для рiвнянь з частинними похiдними (наприклад метод

скiнченних елементiв, що, власне, i є нашим випадком), щоби зробити їхнiй

алгебраїчний розв’язок бiльш ефективним на паралельних комп’ютерних

платформах.

Рис. 2: Два способи декомпозицiї областi

2.1 Мультиплiкативний метод Шварца

Iснує два способи декомпозицiї доменiв: з перетином у пiдобластей, та

без перетину(Рис 2.). Розглянемо один з перших вiдомих способiв розв’язання

рiвнянь з частковими похiдними на областях, що перетинаються — це муль-

типлiкативний варiант методу Шварца, названий на честь Германа Швар-

ца, який i запропонував даний метод у 1869 роцi, як iтерацiйний метод для

доведення iснування розв’язкiв для елiптичних рiвнянь в областях, фор-

ма яких не дозволяє прямого застосування ряду Фур’є[2]. В сьогоднiшнi

днi популярнiсть методу обумовлена розробкою обчислювальних чисель-

них алгоритмiв з урахуванням сучасних паралельних комп’ютерних архi-

тектур.Наприклад, у пакетi для опрацювання та iмiтацiї фiзичних явищ
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Comsol Multiphysics наявний окремий iнструмент для декомпозицiй, се-

ред яких є i запропонований нами мультиплiкативний варiант декомпозицiї

Шварца. Розглянемо двовимiрну область Ω. Нехай ∂Ω — границя областi

Ω. Введемо штучнi границi Γ1 та Γ2 так, що утворюються двi пiдобла-

стi(Рис. 3) Ω1 та Ω2 з границями ∂Ω1 та ∂Ω2. Ω = Ω1 ∪Ω2. У процесi

побудови числового розв’язку задачi методом скiнченних елементiв, вико-

ристовуючи методи декомпозицiї, використовують процес дискретизацiї пi-

добластей Ω1 i Ω2 скiнченними елементами. В такому разi вузли сiток у

пiдобластях можуть або збiгатися, або не збiгатися. В такiй ситуацiї роз-

глядатимемо, коли вузли сiток двох пiдобластей Ω1 i Ω2 збiгаються[1].

Рис. 3: Двовимiрна область, подiлена на 2 пiдобластi

В областi Ω розглянемо задачуDu = f , (x1,x2) ∈ Ω

u = g (x1,x2) ∈ ∂Ω,
(5.3)

де D — заданий лiнiйний диференцiальний оператор; f (x1,x2),g(x1,x2) -

заданi функцiї. Для побудови наближеного розв’язку задачi (5.3) викори-

стаємо алгоритм мультиплiкативного методу Шварца, який складається з

двох пiвкрокiв. Для початку, необхiдно вибрати два початкових наближе-

ння розв’язку u(0)1 , u(0)2 в пiдобластях Ω1 i Ω2. Тодi для k ≥ 1 розв’яжемо

наступнi задачi:
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Du(k)1 = f в Ω1

u(k)1 = u(k−1)
2 на Γ1

u(k)1 = g на ∂Ω1\Γ1
Du(k)2 = f в Ω2

u(k)2 = u(k−1)
1 на Γ2

u(k)2 = g на ∂Ω2\Γ2

2.2 Багатопотоковий пiдхiд

Iдея застосування методiв декомпозицiї полягає у пришвидшеннi обчи-

слювальних процесiв. Частково це досягається шляхом подiлу СЛАР для

усiєї областi на меншi системи рiвнянь для пiдобластей. Таке розбиття дiй-

сно може дати пришвидшення у випадку надвеликих систем, як результат

зменшення навантаження на використаний нами метод розв’язку систем лi-

нiйних алгебраїчних рiвнянь, що у нашому випадку — метод Гаусса. Проте,

постає запитання, чи можливо зменшити час виконання обчислень окрiм

як зменшення навантаження на метод для вирiшення СЛАР. Зазвичай,

перше, що приходить у голову в таких випадках, це використання парале-

лiзму у процесах. Це ж використаємо i ми для нашого пiдходу.

Одразу ж виникає питання: як, попри покроковiсть деяких методiв де-

композицiї, iмплементувати подiл на потоки? Розглянемо бiльш деталь-

но на прикладi мультиплiкативного методу Шварца, описаного вище. Тут

нам у пригодi стануть нашi визначенi пiдобластi, оскiльки один потiк буде

обробляти саме одну таку пiдобласть. Проте, для збереження послiдовно-

стi крокiв алгоритму, пiдобластi, котрi можуть обчислюватись паралельно,

мають бути на одному пiвкроцi. Таке можливо тiльки тодi, коли двi такi
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пiдобластi не перетинаються, тобто:

Ωi ∩Ω j = /0

Таким чином, ми отримуємо подвiйний зиск вiд найдрiбнiшого(наскiльки

це оптимально з точки зору мультипроцесорної iнфраструктури мови про-

грамування) подiлу на пiдобластi: зменшення навантаження на метод

розв’язування систем лiнiйних рiвнянь, та бiльша кiлькiсть пiдобластей

обчислюваних паралельно на одному кроцi алгоритму. Варто зазначити,

що для досягнення оптимального подiлу на пiдобластi, потрiбно розгляда-

ти окремо випадки з рiзною специфiкою задачi та способiв знаходження

розв’язку, зокрема: специфiку областей та особливостi застосування муль-

типроцесорних компонентiв у вибранiй мовi програмування.
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3 Реалiзацiя

3.1 Опис програми

Менi вдалося реалiзувати застосунок, що дає змогу застосувати мульти-

плiкативний метод Шварца та метод скiнченних елементiв до розв’язування

крайових задач на практицi. Програма була написана мовою програмува-

ння C, а для зображення результатiв роботи програми було обрано засiб

математичного обчислювання Matlab. У процесi написання даної програми

було використано додатковi пакети, такi як Triangle.NET. Розв’язок, отри-

маний в результатi роботи програми, записується у вихiднi файли (Un1.txt,

Un2.txt) у виглядi координат точок X ,Y та Z окремо для кожної з пiдобла-

стей Ω1 i Ω2, за допомогою яких можна зобразити графiк функцiї-розв’язку

вхiдної задачi. У наступних пiдпунктах цього роздiлу можливо буде деталь-

нiше ознайомитись з результатами роботи даного застосунку.

3.2 Приклад 1

Рис. 4: Область дослiдження

Розглянемо задачу на такiй тривiальнiй областi(Рис. 3). Подiлимо область

Ω. Нехай, Γ — границя областi Ω. Введемо штучнi границi Γ1 та Γ2 так, що

утворюються двi пiдобластi Ω1 та Ω2 з границями Γ1 i Γ2. Ω = Ω1 ∪Ω2.
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В областi Ω розглянемо задачу−2∂ 2u
∂x2

1
−3∂ 2u

∂x2
2
+u = 1

2, (x1,x2) ∈ Ω

u = 0 (x1,x2) ∈ Γ,

(5.4)

Визначимо початкове наближення для границi Γ1 в однiй з областi: u(0)2 = 1
2 .

3.3 Результати

Рис. 5. Задана умова на однiй пiдобластi та перша iтерацiя

мультиплiкативного методу

На рисунку 5 можемо спостерiгати деякий розрив мiж областями. Це зу-

мовлено лише параметром заданого початкового наближення u(0)2 на пiдо-

бластi розташованiй злiва. Права пiдобласть вже виконала першу iтерацiю

методу.
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Рис. 6. Друга та третя iтерацiя

Рис. 7. Четверта iтерацiя

На рисунках 6 та 7 можемо бачити поступове зменшення розриву з кожною

iтерацiєю.
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Рис. 8. Порiвняння результатiв cьомої iтерацiї(злiва) та немодифiкованого

МСЕ розв’язку(справа)

Iteration ε εoriginal

1 19.9751854132278 1.92121511625853

2 0.194883904508627 0.0299583616471939

3 0.0149783505955193 0.0117618387727016

4 0.0137445836997884 0.0145887997419817

5 0.0137343391156741 0.0145869659164804

6 0.0137342305460667 0.0145869464820443

7 0.0137342293954724 0.0145869462760827
Таблиця 1. Похибки iтерацiйного процесу

Зображенi в таблицi 1 похибки на iтерацiях ε та εoriginal ми визначили як

суми рiзниць отриманих значень у перекриттi мiж пiдобластями для ε , та

в порiвнянi з немодифiкованим методом скiнченних елементiв для εoriginal.

3.4 Аналiз

Аналiзуючи графiчне подання результату iтерацiйного процесу на ри-

сунку 8 та визначенi похибки для перших семи iтерацiй в порiвняннi зi

звичайним методом скiнченних елементiв, можна стверджувати про хоро-

шу збiжнiсть процесу.
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3.5 Приклад 2

Розглянемо приклад зi складнiшою областю.

Рис. 9. Область з трьома пiдобластями

В областi Ω розглянемо задачу0.3∂ 2u
∂x2

1
+0.9∂ 2u

∂x2
2
−10u =−3, (x1,x2) ∈ Ω

u = 0 (x1,x2) ∈ Γ,

(5.4)

Як бачимо на рисунку 9, нам вдалось подiлити область Ω на три пiдо-

бластi, кожна з яких має хоча б одну область з перекриттям Ωi j. Оскiльки

областi Ω2 та Ω3 не перетинаються, вони будуть виконуватись на одному

кроцi. Як було описано вище, це дає нам можливiсть паралельно обчислю-

вати цi двi пiдобластi.
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3.6 Результат

Рис. 10. Результат на сьомiй iтерацiї

Iteration ε εoriginal

1 26.4609668278753562 4.365995849827397

2 3.7554929489783756 0.967588200693500

3 0.4235631840379794 0.255017805389163

4 0.0929605690585224 0.099788472146119

5 0.0449487359467832 0.058592135669026

6 0.0323490100293511 0.046920326762661

7 0.0321915070135540 0.046528885847964
Таблиця 2. Похибки iтерацiйного процесу

3.7 Аналiз

Проаналiзувавши таблицю похибок, можна пiдтвердити хорошу збiжнiсть

написаного методу у випадках специфiчних областей. Варто зазначати, що

хоча багатопотоковiсть успiшно використовувалась при розв’язаннi такої

задачi на областi, але загалом на системi даної розмiрностi виграшу у часi

досягти не вдалось, у порiвняннi з оригiнальним методом скiнченних еле-

ментiв. Як i очiкувалось, реальну ефективнiсть методу можна отримати

лише у випадку надвеликих розмiрностей систем рiвнянь.
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Висновок

Отже, у процесi роботи над цiєю темою ми дослiдили шляхи, методи

та пiдходи розв’язувань крайових задач. У результатi, ми розглянули за-

стосування мультиплiкативного методу Шварца для декомпозицiї областi

розв’язаної МСЕ. Ми впевнились в ефективностi обох методiв, та зазначи-

ли особливостi реалiзацiї та результати двох прикладiв рiзної складностi.

Вiдповiдно до проведеного аналiзу наших прикладiв, можна запевнитись

у хорошiй збiжностi мультиплiкативного методу Шварца для методу скiн-

ченних елементiв. На жаль, не вдалось до кiнця оцiнити метод на покра-

щення швидкодiї процесу обчислень. Проте, наведенi нами пiдходи для

розв’язання вiрнi та несуть хороший демонстрацiйний та навчальний хара-

ктер.

Окрiм всього, ми створили програмний продукт для застосування вище

наведених методiв для розв’язання крайових задач у двовимiрнiй областi.

Тобто, дiйсно метод скiнченних елементiв з модифiкацiями декомпозицiй

областей може бути ефективним для розв’язування складних задач ела-

стичностi та структурного аналiзу в цивiльнiй, морськiй та авiаiнженерiї,

а мультиплiкативний метод Шварца є корисною модифiкацiєю методу.
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