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ВСТУП 

 

Один з найбільш популярних методів прикладної математики, який широко 

використовується в комп'ютерно-орієнтованих науках, - це метод скінчених 

елементів (МСЕ). Його теоретичні основи були започатковані в роботах Рітца, 

Гальоркіна і Куранта. Завдяки сучасним інформаційним засобам, цей метод 

отримав значний розвиток. 

Метод скінчених елементів ґрунтується на використанні варіаційних 

формулювань крайових задач, використанні функцій скінченних елементів та 

призводить до розв'язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь зі 

спеціальною структурою. Ці матриці мають розріджену форму, з багатьма 

нульовими елементами, за деталями див. [1].  

У цій роботі метод скінченних елементів використовується для вирішення 

крайових задач, які містять звичайні диференціальні рівняння другого 

порядку. Для отримання наближених розв'язків цих задач були розроблені 

адаптивні схеми методу скінчених елементів з використанням кусково-

лінійних, кусково-квадратичних та кусково-кубічних апроксимацій, див [2]. 

У даній роботі досліджується проблема адаптації сіток методу скінчених 

елементів (МСЕ). Метою є розробити ефективні алгоритми адаптації сіток. 

Проблема адаптації сіток методу скінчених елементів полягає у визначенні 

оптимального розміру і кількості скінченних елементів. Це важливо, оскільки 

недостатньо точна або надмірно деталізована сітка може призвести до 

неточності апроксимації розв'язку або зайвих обчислювальних витрат. 
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1.ФОРМУЛЮВАННЯ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ 

 

Ця робота присвячена чисельному розв'язуванню крайової задачі, яка має 

наступний вигляд: рівняння (1.1) разом з крайовими умовами (1.2). 

 

−
𝑑

𝑑𝑥
  (𝜇

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
) + 𝛽(𝑥)

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝜎(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥)        ∀𝑥 ∈ (0,1)     

𝑢(0) = 0,  

−𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑥
|
𝑥=1

= 𝛼[𝑢(1) − �̅�]    

 

 

Шукаємо функцію u(x), на області Ω = [0,1], яка задовольняє це рівняння 

та крайові умови, враховуючи обмеження, описані в (1.3). 

 

{
𝜇(𝑥) ≥ 𝜇0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜎(𝑥) ≥ 0

𝜇, 𝛽, 𝜎 ∈ 𝐿∞(Ω), 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω)
                                (1.3) 

 

Розглянуті μ(x), β(x) і σ(x) – попередньо задані функції. 

  

(1.2) 

(1.1) 
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2. ВАРІАЦІЙНА ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

 

Для отримання варіаційного формулювання крайової задачі (1.1)-(1.2), ми 

розглянемо функцію v=v(x) і перемножимо наше рівняння (1.1) на цю 

функцію. Після цього проінтегруємо отримане рівняння частинами на 

проміжку [0,1]. Це призведе до такої форми: 

0 = ∫{−
𝑑

𝑑𝑥
[𝜇(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
] + 𝛽(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝜎(𝑥)𝑢 − 𝑓(𝑥)} 𝑣𝑑𝑥

1

0

 

0 = −𝜇(𝑥)𝑣(𝑥)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
|
0

1

+∫𝜇(𝑥)
𝑑𝑢

𝑑𝑥

1

0

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑑𝑥 + ∫{𝛽(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝜎(𝑥)𝑢 − 𝑓(𝑥)} 𝑣𝑑𝑥

1

0

 

 

 З урахуванням отриманої тотожності та крайових умов задачі (1.2), ми 

встановлюємо множину функцій, які задовольняють вимогам задачі. 

 

𝑉 = {𝑣 ∈ 𝐻1(0; 1): 𝑣(0) = 0} 

 

Формулюємо варіаційну задачу, що відповідає (1.1)-(1.2): 

 

Знайти 𝑢 ∈ 𝑉 = {𝑣 ∈ 𝐻1(0; 1): 𝑣(0) = 0}: 

∫{𝜇(𝑥)
𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝛽(𝑥)𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝜎(𝑥)𝑣𝑢 − 𝑓(𝑥)𝑣} 𝑑𝑥 + 𝛼𝑢(1)𝑣(1) − 𝛼�̅�𝑣(1) = 0

 ∀𝑣 ∈ 𝑉

1

0

 

 

Цю задачу можна записати у вигляді (2.3) 

 

Знайти 𝑢 ∈ 𝑉: 𝑐(𝑢, 𝑣) = < 𝑙, 𝑣 >   ∀𝑣 ∈ 𝑉, де  

𝑐(𝑢, 𝑣) = ∫{𝜇(𝑥)
𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝛽(𝑥)𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝜎(𝑥)𝑣𝑢} 𝑑𝑥 + 𝛼𝑢(1)𝑣(1)

1

0

 

< 𝑙, 𝑣 > =  ∫ 𝑓(𝑥) ∙ 𝑣𝑑𝑥 + 𝛼�̅�𝑣(1)
1

0
  

(2.2) 

(2.3) 

(2.1) 



5 

 

3. ДИСКРЕТИЗАЦІЯ  ГАЛЬОРКІНА 

 

Далі ми використовуємо метод Гальоркіна для дискретизації, що означає 

перехід від варіаційної задачі у нескінченновимірному просторі допустимих 

функцій 𝑉 до відповідно обраного скінченновимірного підпростору 𝑉ℎ ⊂ 𝑉. 

Цей підхід дозволяє перетворити варіаційну задачу на систему алгебраїчних 

рівнянь, розв'язок яких може бути знайдений за допомогою вже відомих 

методів. 

Основна ідея методу Гальоркіна полягає в тому, що ми переносимо 

розв'язування варіаційної задачі з нескінченновимірного простору допустимих 

функцій до відповідного скінченновимірного підпростору. Це дозволяє 

перетворити варіаційну задачу на систему алгебраїчних рівнянь, які можна 

розв'язати за допомогою вже відомих методів, реалізованих у потужних 

програмах. 

Замість точного розв'язку варіаційної задачі, ми отримуємо лише 

наближений розв'язок, що можна назвати "апроксимацією розв'язку" в цьому 

скінченновимірному просторі. Вибираючи послідовність підпросторів, 

відповідних простору допустимих функцій 𝑉, ми можемо переформулювати 

варіаційну задачу у вигляді послідовності задач (3.1). 

 

{
Задано ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑖 𝑉ℎ ∈ 𝑉, dim𝑉ℎ = 𝑛 < +∞

знайти 𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ: 𝑐(𝑢ℎ , 𝑣) = < 𝑙, 𝑣 >  ∀𝑣 ∈ 𝑉ℎ
 

 

 

  

(3.1) 
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4. МЕТОД СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ.   

 

Для подальшого розв'язання варіаційної задачі (2.6) за допомогою методу 

скінченних елементів, фiксуємо натуральне N > 1 i за допомогою сiтки вузлiв 

𝑎 =  𝑥0  <  𝑥 1 < . . . <  𝑥𝑖−1  <  𝑥𝑖  <  𝑥𝑖+1  < . . . <  𝑥𝑁  =  𝑏 подiлимо вiдрiзок 

[a, b] на скiнченнi елементи 𝐾
𝑖+

1

2

∶=  [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖 + 1], 𝑖 =  0, . . . , 𝑁 −  1. Щоб 

унiфiкувати процеси визначення базисних функцiй та необхiдних обчислень 

на кожному такому елемент 𝐾
𝑖+

1

2

 вводимо локальну координату ξ. 

Переформулювавши варіаційну задачу (2.6) у локальних координатах ξ на 

кожному скінченному елементі 𝐾
𝑖+

1

2

, ми отримуємо систему лінійних рівнянь 

для невідомих значень коефіцієнтів на цьому елементі. Ця система включає 

визначення базисних функцій, обчислення матриц, збирання системи рівнянь 

і розв'язання її. 

Після розв'язання системи лінійних рівнянь на кожному елементі, 

отримується наближений розв'язок варіаційної задачі на цьому елементі. Ці 

розв'язки зібрані разом для утворення повного розв'язку на всьому відрізку 

[𝑎, 𝑏]. Цей процес дозволяє наближено розв'язати варіаційну задачу (2.6) за 

допомогою методу скінченних елементів, розбиваючи її на простіші задачі на 

кожному скінченному елементі сітки. 

 

4.1 Кусково-лінійні апроксимації 
 

4.1.1 Попередні позначення 
 

Для скінченного елементу 𝐾𝑖+1 2⁄
 = [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1] який має довжину ℎ = 𝑥𝑖+1 −

𝑥𝑖 вводимо локальну координату 𝜉 відповідно до наступного правила 

{
 
 

 
 𝑥 = 𝑥(𝜉) ≔

1 − 𝜉

2
𝑥𝑖 +

1 + 𝜉

2
𝑥𝑖+1

≔  𝜃(𝜉)𝑥𝑖 +𝜔(𝜉)𝑥𝑖+1

≔ 𝑥
𝑖+
1
2
+
ℎ

2
𝜉

 (4.1) 
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𝜉 ∈ [−1,1] 

Тут 𝜃(𝜉):=
1

2
(1 − 𝜉), 𝜔(𝜉) =

1

2
(1 + 𝜉) 

 

4.1.2 Лінійний поліном на скінченному елементі 
 

На кожному скінченному елементі вибираємо лінійну апроксимацію для 

розв'язку варіаційної задачі (1.1). 

 

𝑢ℎ(𝑥) ≔ ∑ 𝑢
𝑖+
1
2

(𝑥) =  ∑ {𝑞𝑖 [1 − 𝜔𝑛+1
2

(𝑥)] + 𝜔
𝑛+

1
2

(𝑥)} 

𝑁−1

𝑖=0

=

𝑁−1

𝑖=0

 

=∑𝑞𝑛𝜑𝑛(𝑥)

𝑁

𝑖=0

  ∀𝑥 ∈ [0,1] 

 

Де коефіцієнти представляють апроксимацію МСЕ як лінійну комбінацію 

кусково-визначених базисних функцій Куранта 

 

                        𝜑𝑛 ≔

{
 
 

 
 
0,                            𝑥 ∈ [0, 𝑥𝑛−1]; 

𝜔
𝑛−

1

2

(𝑥),                 𝑥 ∈ (𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛]; 

1 − 𝜔
𝑛+

1

2

(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1]; 

0,                           𝑥 ∈ (𝑥𝑛+1, 1]; 

                     (4.4) 

𝑛 = 1,… , 𝑁 

 

Саме ця система функцій утворює базис у вибраному нами просторі 

наближень h
V . Це означає, що будь-яка функція з цього простору може бути 

представлена як лінійна комбінація цих базисних функцій. Розмірність цього 

простору апроксимацій дорівнює N, що відображає кількість базисних 

функцій у системі. 

 

 

(4.3) 

(4.2) 
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4.2. Кусково-квадратичні апроксимації 
 

4.2.1. Попередні позначення 
 

Для скінченного елементу 𝐾𝑖+1 2⁄
 = [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1], який має довжину ℎ = 𝑥𝑖+1 −

𝑥𝑖, вводимо локальну координату 𝜉 відповідно до наступного правила 

 

{
 
 

 
 𝑥 = 𝑥(𝜉) ≔

1 − 𝜉

2
𝑥𝑖 +

1 + 𝜉

2
𝑥𝑖+1

≔  𝜃(𝜉)𝑥𝑖 +𝜔(𝜉)𝑥𝑖+1

≔ 𝑥
𝑖+
1
2
+
ℎ

2
𝜉

   

             (4.5) 

𝜉 ∈ [−1,1] 

Тут  

𝜃(𝜉):=
1

2
(1 − 𝜉), 𝜔(𝜉) =

1

2
(1 + 𝜉) 

 

4.2.2 Квадратичний поліном на скінченому елементі 
 

Виберемо квадратичну апроксимацію розв’язку варіаційної задачі (1.1) на 

кожному скінченому елементі у вигляді 

 

{
 
 

 
 𝑢 [𝑥 ( )] = 𝑢ℎ (

 ) ≔ {2 )( [ )( −
1

2
]} 𝑢𝑖 + {4

)( )( } 𝑢
𝑖+
1
2

+{2 )( [ )( −
1

2
]} 𝑢𝑖+1

𝑥(𝜉) = 𝜃(𝜉)𝑥𝑖 +𝜔(𝜉)𝑥𝑖+1, ∀𝜉 ∈ [−1,1], 𝑖 = 0, . . , 𝑁 − 1

 

 

 У цій формулі, для опису квадратичної апроксимації з (4.7) як функції 

глобальної змінної x, достатньо замінити визначення (4.6) функції 

на 

𝜃(𝑥) =
𝑥𝑖+1 − 𝑥

ℎ
, 𝜔(𝑥) =

𝑥 − 𝑥𝑖
ℎ

. 

 

(4.6) 

(4.7) 
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4.3. Кусково-кубічні апроксимації Ерміта 
 

4.3.1. Попередні позначення 
 

Для скінченного елементу 𝐾𝑖+1 2⁄
 = [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1], який має довжину ℎ = 𝑥𝑖+1 −

𝑥𝑖, вводимо локальну координату ξ відповідно до наступного правила 

 

                            

{
 
 

 
 𝑥 = 𝑥(𝜉) ≔

1−𝜉

2
𝑥𝑖 +

1+𝜉

2
𝑥𝑖+1

≔  𝜃(𝜉)𝑥𝑖 +𝜔(𝜉)𝑥𝑖+1

≔ 𝑥
𝑖+

1

2

+
ℎ

2
𝜉

                                (4.8) 

𝜉 ∈ [−1,1] 

 

Тут  

                                   𝜃(𝜉):=
1

2
(1 − 𝜉), 𝜔(𝜉) =

1

2
(1 + 𝜉)                          (4.9) 

 

Зазначимо, що  

                                                   {
𝜃(𝜉) + 𝜔(𝜉) = 1
𝑑

𝑑𝜉
𝜃(𝜉) = −

1

2

                                       (4.10) 

 

отже, при обчисленні похідних функції u=u(x), ми використовуємо 

відповідні правила та формули:  

                                          

  

{
 
 

 
 𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
𝑑𝜉

𝑑𝑥

𝑑

𝑑𝜉
𝑢[𝑥(𝜉)] =

2

ℎ

𝑑𝑢

𝑑𝜉

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
= (

2

ℎ
)2
𝑑2𝑢

𝑑𝜉2

 

 

4.3.2. Стандартна кубічна апроксимація 
 

Існують два способи побудови апроксимацій Ерміта: стандартна кубічна 

апроксимація та кубічна апроксимація з центральним вузлом. В даному 

(4.11) 
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випадку ми розглядаємо стандартну кубічну апроксимацію, де 

використовуються невідомі {𝑢𝑘,
𝑑𝑢𝑘

𝑑𝑥
}  значення в вузлах 𝑥𝑘, де  𝑘 = 𝑖, 𝑖 + 1, на 

скінченному елементі 𝐾𝑖+1 2⁄
= [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1]. Формула для такої апроксимації має 

наступний вигляд: 

                                              𝑢(𝑥) ≅ 𝑢ℎ(𝜉) ≔                                                 (4.12) 

≔ {𝜃2(2𝜔 + 1)}𝑢𝑖 + {2𝜃
2𝜔}

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖 + {𝜔

2(2𝜃 + 1)}𝑢𝑖+1 + {−2𝜔
2𝜃}

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖+1 

 

Після обчислень отримуємо наступні співвідношення:    

 

𝑑

𝑑𝜉
𝑢ℎ(𝜉) = {−3𝜔}𝑢𝑖 + {𝜃(1 − 3𝜔)}

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖 + 

{3𝜃𝜔}𝑢𝑖+1 + {𝜔(1 − 3𝜃)}
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖+1            (4.13) 

   

𝑑

𝑑𝜉
𝑢ℎ(𝜉) = {

3

2
(𝜔 − 𝜃)} 𝑢𝑖 + {𝜔 − 2𝜃}

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖 + {

3

2
(𝜃 − 𝜔)} 𝑢𝑖+1         (4.14) 

+{2𝜔 − 𝜃}
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖+1 

 

Зокрема, при використанні цієї апроксимації ми отримуємо:   

 

{
  
 

  
 

𝑑

𝑑𝜉
𝑢ℎ(−1) =

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖

𝑑

𝑑𝜉
𝑢ℎ(1) =

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖

𝑑

𝑑𝜉
𝑢ℎ(0) =

3

4
(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) −

1

4
(
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖+1 −

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖)

𝑑2

𝑑𝜉2
𝑢ℎ(0) =

1

2
(
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖+1 +

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑖)

                            (4.15) 
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5. АПОСТЕРІОРНИЙ ОЦІНЮВАЧ ПОХИБКИ.   

 

Апостеріорний оцінювач похибки використовується для оцінки точності 

числового розв'язку задачі методом скінчених елементів. Він дозволяє 

приблизно визначити рівень похибки апроксимації і відповідно адаптувати 

сітку для покращення точності розв'язку. Використання оцінювача дозволяє 

визначити, наскільки точним є поточний розв'язок та яка є його похибка. Це 

дозволяє здійснити адаптацію сітки, змінивши розмір і кількість скінчених 

елементів, з метою поліпшення точності розв'язку. В результаті можна досягти 

кращої збіжності розв'язку, зменшити похибку апроксимації та забезпечити 

оптимальне використання обчислювальних ресурсів. 

За допомогою схеми Гальоркіна ми можемо розкласти простір допустимих 

функцій 𝑉 на пряму суму вибраного підпростору апроксимацій  𝑉ℎ  та 

підпростору 𝐸, який називається простором всеможливих похибок, за 

деталями див. [3]. Це дозволяє нам переформулювати вихідну варіаційну 

задачу в наступний спосіб:  

 

{
 

 
  задано апроксимацію Гальоркіна uh ∈  Vh для розв′язку 

u ∈ V задачі (2.4), Vh ∈  V
знайти похибку e ≔ u − uh ∈ E ∶= V\Vh таку,що

с(e, v) = < 𝑝(uh), v >  ∀v ∈ E

 

< 𝑝(𝑢ℎ), 𝑣 > =< 𝑙, 𝑣 > −а(𝑢ℎ , 𝑣) = 0        ∀𝑣 ∈ 𝑉ℎ 

 

Знаходження точного розв'язку задачі (5.1), як і вихідної варіаційної задачі 

(2.4), досить складне. Тому ми дискретизуємо її за схемою Гальоркіна в 

скінченновимірному підпросторі 𝐸ℎ простору похибок 𝐸. В результаті 

сформульовано дискретизовану варіаційну задачу для апроксимації похибки 

Гальоркіна: 

{

задано 𝐸ℎ ⊂ 𝐸, dim  𝐸ℎ = 𝑁 <  ∞
знайти  𝑒ℎ ∈  𝐸ℎ такий,що

с(𝑒ℎ , 𝑣) = < 𝑝(𝑢ℎ), 𝑣 >  ∀𝑣 ∈ 𝐸
 

(5.1) 

(5.2) 
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5.1. Апостеріорний оцінювач похибки частинами лінійних апроксимацій 
 

У випадку кусково-лінійних апроксимацій вигляду (4.3) похибку 𝑒ℎ 

будемо апроксимувати квадратичною  бабл-функцією 𝑏(𝜉) = 4(1 − 𝜔)𝜔. 

Будемо шукати наближення 𝜀ℎ ∈ 𝐸ℎ до істиної похибки апроксимації 

𝑒ℎу вигляді лінійної комбінації  

 

𝑒ℎ ≈ 𝜀ℎ ≔∑𝜆𝑖+1 2⁄
𝑏𝑖+1 2⁄

(𝑥)

𝑁

𝑖=0

 

 

 Для знаходження {𝜆𝑖+1 2⁄
}𝑖=0
𝑁−1 скористаємося схемою Гальоркіна. 

 В результаті отримаємо наступний оцінювач похибки 

 

 

||𝜀ℎ||𝑉
2 = 𝑐(𝜀ℎ , 𝜀ℎ) =

5

6
∑{

ℎ3

𝜇

(𝑓 − 𝛽𝑞. − 𝜎𝑞)2

10 + 𝑃𝑒𝑆ℎ
}𝑖+1 2⁄

𝑁−1

𝑖=0

    

 

𝑃𝑒 ≔
ℎ𝛽

𝜇
, Sh ≔

ℎ2𝜎

𝜇
.      

  
 

 

5.2. Апостеріорний оцінювач похибки частинами квадратичних 

апроксимацій 
 

 

 У випадку квадратичних апроксимацій вигляду (4.7) похибку 𝑒ℎ будемо 

апроксимувати кубічною бабл-функцією 𝑏(𝜉) = 𝜃𝜔(𝜃 − 𝜔) 

З огляду на задачу про апостеріорний оцінювач похибки та класичну схему 

Гальоркіна її розв’язування знаходимо ,що  

 

𝑒
𝑖+
1
2
=

〈𝑙, 𝑏〉
𝑖+
1
2
− 𝑐(𝑢ℎ , 𝑏)𝑖+1

2

𝑐(𝑏, 𝑏)
𝑖+
1
2

 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 
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де 𝑒𝑖+1 2⁄
 апостеріорний оцінювач похибки на i-тому елементі 

𝑢ℎ(𝜉) =∑𝑡𝑖𝜑𝑖

3

𝑖=1

;   𝑡 = [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1 2⁄
, 𝑢𝑖+1] 

 ;  t(ξu
i

iih 



3

1

)   

],u, u[ut iii 1
2

1 
  

 

 Для обчислення оцінювач похибки потрібно обчислити всі необхідні 

інтеграли. Після обчислень підставляєм обраховані інтеграли в (5.5) і 

отримуємо наступні формули:  

 

 〈𝑙, 𝑏〉
𝑖+

1

2

= 0                                                                                                                     (5.6) 

𝑐(𝑏, 𝑏)
𝑖+
1
2
=
𝜎ℎ

210
+
𝛽

5ℎ
 

𝑐(𝑢ℎ , 𝑏)𝑖+1
2
=
𝜎ℎ(𝑢𝑖−𝑢𝑖+1)

60
−

𝜇(2𝑢
𝑖+
1
2
−𝑢𝑖+1−𝑢𝑖)

15
 

 

 

5.3. Апостеріорний оцінювач похибки кубічних апроксимацій Ерміта 
 

Користуючись локальною координатою 𝜉 ∈ [−1; 1], у відповідності до 

викладеного у роботі [2], бабл-функцію у вигляді полінома четвертого порядку 

на [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1] можна подати у вигляді: 

 

𝑏 = 16 (
1 − 𝜉

2
)
2

(
1 + 𝜉

2
)
2

= 1 − 2𝜉 + 𝜉4 

                                     

(5.7) 

(5.9) 

(5.8) 
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Щоб використати цю бабл-функцію для побудови апостеріорного 

оцінювача похибки апроксимацій Ерміта, виконуємо і отримуємо, що в цьому 

випадку оцінювач похибки апроксимацій МСЕ рівний:  

𝑒ℎ(𝑥) ≅ 𝜀ℎ(𝑥) = ∑ 𝜆
𝑖+
1

2

𝑏
𝑖+
1

2

(𝑥) =𝑁−1
𝑖=0

〈𝑙,𝑏〉
𝑖+
1
2
−𝑐(𝑢ℎ,𝑏)𝑖+1

2

𝑐(𝑏,𝑏)
𝑖+
1
2

, де  

𝑢ℎ(𝜉) =∑𝑡𝑖𝜑𝑖

3

𝑖=1

;   𝑡 = [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1 2⁄
, 𝑢𝑖+1] 

𝜑1 = 𝜃
2(2𝜔 + 1) =

1

4
(𝜉3 − 3𝜉 + 2);

𝜑2 = 2𝜃
2𝜔 =

1

4
(𝜉3 − 𝜉2 − 𝜉 + 1);

𝜑3 = −2𝜃𝜔
2 =

1

4
(𝜉3 + 𝜉2 − 𝜉 − 1);

𝜑4 = 2𝜔(2𝜃 + 1) =
1

4
(−𝜉3 + 3𝜉 + 2)

 

 

Обчисливши всі необхідні інтеграли, отримуємо, що оцінювач похибки 

рівний:  

 

𝑒
𝑖+
1
2
=

〈𝑙, 𝑏〉
𝑖+
1
2
− 𝑐(𝑢ℎ , 𝑏)𝑖+1

2

𝑐(𝑏, 𝑏)
𝑖+
1
2

, де 

〈𝑙, 𝑏〉
𝑖+
1
2
=
8

15
ℎ𝑓

𝑖+
1
2
; 

𝑐(𝑏, 𝑏)
𝑖+
1
2
=
512

105

𝜇
𝑖+
1
2

ℎ
+
128

315
𝜎
𝑖+
1
2
ℎ, 

 

𝑐(𝑢ℎ , 𝑏)𝑖+1
2
= 𝑡1 (

4

15
𝜎
𝑖+
1
2
ℎ −

14

35
𝛽
𝑖+
1
2
) + 𝑡2 (

4

35
𝜎
𝑖+
1
2
ℎ −

16

105
𝛽
𝑖+
1
2
+
16

15

𝜇
𝑖+
1
2

ℎ
)

+ 𝑡3 (−
4

35
𝜎
𝑖+
1
2
ℎ −

16

105
𝛽
𝑖+
1
2
+
16

15

𝜇
𝑖+
1
2

ℎ
) + 𝑡4 (

4

15
𝜎
𝑖+
1
2
ℎ +

14

35
𝛽
𝑖+
1
2
) 

  

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 
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6. СТРАТЕГІЇ АДАПТУВАННЯ СІТОК МСЕ 

 

На кожному скінченному елементі перевіряємо чи виконується 

нерівність 

𝜂𝑖+1 2⁄
>  𝑒𝑝𝑠,  

де 𝜂𝑖+1 2⁄
=

√𝑁||𝑒ℎ||𝑖+1 2⁄

√||𝑢ℎ||𝑉
2+||𝑒ℎ||𝑉

2
100%,  ||𝑒ℎ||𝑖+1 2⁄

- локальна енергетична норма 

оцінювача на 𝐾𝑖+1 2⁄
, ||𝑢ℎ||𝑉

2 − енергетична норма розв’язку на скінченному 

елементі 𝐾, 𝑒𝑝𝑠 – заданий максимально допустимий рівень похибки.  

𝜂𝑖+1 2⁄
, 𝑖 = 0,…𝑁 − 1 −  індикатори похибки, які встановлюють відсоток, 

на який норма похибка відхиляється від середнього значення норми розв'язку 

на кожному скінченному елементі. У випадку, якщо це значення перевищує 

заданий допустимий рівень, скінченний елемент розбивається на нові 

скінченні елементи. Якщо ж елемент не перевищує допустимого рівня, то 

такий елемент залишається без змін. 

Для адаптування сіток будемо використовувати дві стратегії. 

 

6.1. Стратегія №1 
 

 

Для кожного скінченного елемента обчислюються індикатори похибки 

𝜂𝑖+1 2⁄
.  В залежності від значення індикатора похибки на скінченному 

елементі, цей елемент буде розділено на певну кількість нових скінченних 

елемнтів. Для цього шукаємо коефіцієнт k = max(𝜂𝑖+1 2⁄
)/m, де m – кількість 

скінченних елементів, на яку буде поділено скінченний елемент з найбільшою 

похибкою. Після знаходження коефіцієнта кожен елемент, на якому 

виконується нерівність (5.1), ділиться на декілька нових, у співвідношенні 

𝜂𝑖+1 2⁄
: 𝑘. Наприклад, скінченний елемент 𝐾1+1 2⁄

, для якого 𝜂1+1 2⁄
= 40% =

(6.1) 
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max (𝜂𝑖+1 2⁄
), при m = 5 отримаємо k = 8. Тоді скінченний елемент 𝐾4+1 2⁄

, для 

якого 𝜂4+1 2⁄
= 26% буде поділений на 3 нових скінченних елементів. Решта 

елементів також буде розділена в співвідношенні до коефіцієнта, а елементи 

для яких не виконується нерівність, залишаться без змін і разом з усіма 

новоутвореними скінченними елементами формують уточнену сітку. 

Алгоритм буде повторюватися, поки жоден з елементів не задовольнить даної 

умови . 

 

6.2. Стратегія №2 (класична) 
 

 

 Для кожного скінченного елемента обчислюються індикатори похибки 

𝜂𝑖+1 2⁄
. Скінченні елементи, у яких значення індикаторів похибки 

перевищують заданий допустимий рівень, піддаються поділу. Це означає, що 

такі елементи розбиваються на два нових рівних скінчених елементи. Після 

поділу елементів сітка оновлюється, включаючи нові вузли. Процес адаптації 

сітки повторюється до досягнення певної точності. 
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7. ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ АЛГОРИТМІВ 

 

Програма для реалізації кусково-лінійних апроксимацій розроблена на 

мові програмування C# з використанням графічної бібліотеки ZedGraph і 

бібліотеки Accord.Math , яка доповнює функціонал матриць в .Net.  

 

 

Рис.6.1 Вікно програми 

 

В вікні рис.6.1 є графік наближеного розв’язку і графік поелементної 

похибки для попереднього кроку. В табличку записуються значення кількості 

вузлів та кількості скінченних елементів, мінімальної довжина елементу, 

енергетичної норми похибки, енергетичної норми розв’язку, порядок 

збіжності, максимальної відносної похибки та глобальної похибки. Присутня 

можливість вводу початкової кількості скінченних елементів, а також рівня 

допустимої похибки. Є можливість вибору лінійної, квадратичною або 

кубічної апроксимацій, а також стратегії адаптування сітки. 

При натисканні кнопки “Наступний крок” графік наближеного розв’язку 

оновлюється, як і графік похибки. Для кожного елемента перевіряємо 

нерівність (6.1), та в залежності від результату та вибраної стратегії ділимо 

його на певну кількість нових елементів. Під час кожного з розрахунків, в 
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табличку додається новий рядок. Програма реалізована таким чином щоб 

бачити результати апроксимації на кожному кроці.  

 

  

Рис.6.2 Вікно програми після обчислень 

 

При натисканні книпки “Порахувати час виконання” вираховується час 

розрахуванків від першого до останнього кроку заданої апроксимації з 

вибраною стратегією, поки не досягнеться заданий максимально допустимий 

рівень похибки. 
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8. АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ 

 

 

Для демонстрації розробленої методики розв’язування крайових задач 

розглянемо приклад. 

 Покладемо в рівняння крайової задачі (1.1)-(1.3) 𝜇(𝑥) = 0.0025, 𝛽(𝑥) =

0, 𝜎(𝑥) = 1, 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑥 + 0.005𝜋2𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑥. 

В крайовій  умові(1.2)  візьмемо 𝛼 = 1028, �̅� = 0 

Візьмемо початкову кількість скінченних елементів N=10. 

Обчислимо розв’язок нашої крайової задачі за допомогою кусково-

лінійних, кусково-квадратичних та кусково-кубічних апроксимацій, задаємо 

максимальний рівень похибки 𝜀 = 3% 

 

8.1 Лінійна апроксимація  

 

 

Рис.8.1.1 Перший крок кусково-лінійної апроксимації 
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Рис.8.1.2 Поелементна відносна похибка кусково-лінійної апроксимації 

на першому кроці 

 

На рисунку 8.1.1 ми можемо побачити перший крок кусково-лінійної 

апроксимації. Рисунок 8.1.2 показує нам поелементну відносну похибку для 

кожного з скінченних елементів. Варто зазначити, що максимальне значення 

похибки припадає на перший скінченний елемент. Для порівняння візьмемо 

апроксимацію стратегіями №1 з різними значеннями коефіцієнта розбиття та 

стратегію №2, а також апроксимацію з рівномірним згущенням сітки.  

 

 

Рис.8.1.3 Другий крок адаптування кусково-лінійної апроксимації 

стратегією №1 для m=5 



21 

 

 

Для адаптування сітки виберемо m = 5. Оскільки max(𝜂𝑖+1 2⁄
) = 𝜂1

2⁄
=

84.5, отримуємо k = 17. На рис 8.1.3 ми можемо побачити другий крок з 

стратегією №1 для k = 17, перший скінченний елемент 𝐾1
2⁄
, у якого була 

максимальна похибка, був поділений на 5 скінченних елементи, тоді як 

шостий скінченний елемент 𝐾5+1 2⁄
 з 𝜂5+1 2⁄

= 2.3 залишився без змін, оскільки 

𝜂5+1 2⁄
<  𝑒𝑝𝑠.  

В результаті, для кінцевої апроксимації стратегією №1 з максимальною 

похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 6 кроків та 89 скінченних елементи. 

 

Таблиця 8.1.1.Результати адаптування лінійної апроксимації для 𝜀 = 3% 

стратегією №1 та m=5

 

 

 У таблицях вжито таких позначень: 𝑀 – кількість вузлів; 𝑁 – кiлькiсть 

скiнченних елементiв подiлу на даному кроцi; 𝑚𝑖𝑛(ℎ) – мінімальна довжина 

скінченного елементу; ‖𝑒ℎ‖ – енергетична норма апостерiорного оцiнювача 

похибки; ‖𝑢ℎ‖ – енергетична норма наближеного розв’язку; 𝑝 – порядок 

швидкостi збiжностi апроксимацiй, 𝑚𝑎𝑥(𝜂) – максимальна вiдносна похибка, 

𝜂ℎ– глобальна вiдносна похибка знайденого наближення, де 

‖𝑒ℎ‖
2 ∶=  c(𝑒ℎ , 𝑒ℎ),    ‖𝑢ℎ ‖

2 ∶= c(𝑢ℎ , 𝑢ℎ),    𝜂ℎ: =  
‖𝑒ℎ‖ 

‖𝑢ℎ‖
100%. 
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Рис.8.1.4 Другий крок адаптування кусково-лінійної апроксимації 

стратегією №1 для m=10 

 

Для порівняння адаптування сітки виберемо m = 10. Оскільки 

max(𝜂𝑖+1 2⁄
) = 𝜂1

2⁄
= 84.5, отримуємо k = 8. На рис 8.1.4 ми можемо побачити 

другий крок з стратегією №1 для k = 8, перший скінченний елемент 𝐾1
2⁄
, у 

якого була максимальна похибка, відповідно поділився на 10 скінченних 

елементи, тоді як другий та третій скінченні елементи з 𝜂1+1 2⁄
= 36,8 та  

𝜂2+1 2⁄
= 36,7  поділилися на 5 скінченних елементів. Інші скінченні елементи, 

на яких виконується нерівність (6.1) теж поділились в співвідношенні 𝜂𝑖+1 2⁄
: 𝑘. 

В результаті, для кінцевої апроксимації стратегією №1 для m = 10 з 

максимальною похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 9 кроків та 96 скінченних 

елементи. 
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Таблиця 8.1.2 Результати адаптування лінійної апроксимації для 𝜀 = 3% 

стратегією №1 та m=10 

 

 

 

 

Рис.8.1.5 Другий крок адаптування кусково-лінійної апроксимації 

стратегією №1 для m=3 

 

 

Аналогічно робимо з m = 3, отримуємо k = 28.  

В результаті, для кінцевої апроксимації стратегією №1 для m = 4 з 

максимальною похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 9 кроків та 101 скінченних 

елементи. 
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Таблиця 8.1.3 Результати адаптування лінійної апроксимації для 𝜀 = 3% 

стратегією №1 та m=3 

 

 

Повірнявши різні значення m, можна зробити висновок, що для даної 

задачі m = 5 є оптимальним рішенням. 

Виконаємо адаптування кусково-лінійної апроксимації стратегією №2. 

 

 

Рис.8.1.6 Другий крок кусково-лінійної апроксимації стратегією №2 

 

На рис 8.1.6 ми можемо побачити другий крок з стратегією №2, 

скінченні елементи для яких відносна поелементна похибка перевищувала 

задану точність, були поділений на два нових. 
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В результаті, для кінцевої апроксимації стратегією №2 з максимальною 

похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 10 кроків та 107 скінченних елементи. 

 

Таблиця 8.1.4 Результати адаптування лінійної апроксимації для 𝜀 = 3% 

стратегією №2 

 

 

При апроксимації з рівномірним згущенням сітки, для кожного кроку всі 

скінченні елементи були поділені на два нових. В результаті, для кінцевої 

апроксимації з максимальною похибкою меншою за 3% нам знадобилось 7 

кроків та 640 скінченних елементи. 

 

Таблиця 8.1.5 Результати адаптування лінійної апроксимації для 𝜀 = 3% 

методом рівномірного поділу 

  

 

Аналізуючи таблички 8.1.1-8.1.5 ми можемо побачити, що для стратегії 

№1 у порівнянні з іншими, уже на другому кроці максимальна відносна 
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похибка зменшилась у 5 разів. Для інших методів адаптації сітки зменшується 

тільки у 2. 

 

Таблиця 8.1.6 Результати адаптування лінійної апроксимації для 𝜀 = 3%  

 Кількість 

кроків 

Остаточна 

кількість 

елементів 

Порядок 

збіжності 

Максималь

на відносна 

похибка 

Глобальна 

похибка 

Час 

виконання  

 

 

 

Стратегія 

№1 

m 

3 9 101 1,296 2,998 1,812 0,084 

5 6 89 1,319 2,994 2,033 0,048 

10 9 96 1.293 2,983 

 

1,94 

 

0,093 

Стратегія №2 10 107 1,284 2,981 1,727 0,159 

Рівномірне 

згущення сітки 

7 640 0,939 1,56 0,38 4,466 

 

Як можемо побачити з таблиці 8.1.6 для максимального рівня 

допустимої похибки 𝜀 = 3% для стратегії №1 не залежно від значення m нам 

знадобилось менша кількість кроків та скінченних елементів, для стратегії №2 

– 107 за 10 кроків, а для рівномірного згущення – 640 за 7 кроків, що більш ніж 

у 6 разів більше. Середній час виконання стратегією №1 майже у 60 разів 

менший ніж рівномірним згущенням, а для стратегії №2 – у 28 разів менший.  
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8.2 Квадратична апроксимація  
 

 

Рис.8.2.1 Перший крок кусково-квадратичної апроксимації 

 

 

Рис.8.2.2 Поелементна відносна похибка кусково-квадратичної 

апроксимації на першому кроці 

 

На рисунку 8.2.1 ми можемо побачити перший крок кусково- 

квадратичної апроксимації. Рисунок 8.2.2 показує нам поелементну відносну 

похибку для кожного з скінченних елементів. Здійснимо обчислення 

аналогічно до лінійної апроксимації. 
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Рис.8.2.3 Другий крок адаптування кусково-квадратичної апроксимації 

стратегією №1 при m = 5 

 

На рис 8.2.3 ми можемо побачити другий крок з стратегією №1, десятий 

скінченний елемент 𝐾9+1 2⁄
 з відносною похибкою 𝜂9+1 2⁄

= max (𝜂𝑖+1 2⁄
) в 

уточненій сітці був поділений на 5 скінченних елементів. Інші скінченні 

елементи, на яких виконується нерівність (6.1) теж поділились в 

співвідношенні 𝜂𝑖+1 2⁄
: 𝑘.  

В результаті, для кінцевої апроксимації стратегією №1 з максимальною 

похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 4 кроків та 43 скінченних елементи. 

 

Таблиця 8.2.1 Результати адаптування квадратичної апроксимації для 𝜀 = 

3% стратегією №1 
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Рис.8.2.4 Другий крок адаптування кусково- квадратичної апроксимації 

стратегією №2 

 

На рис 8.2.4. ми можемо побачити другий крок адаптування стратегією 

№2, скінченні елементи для яких відносна поелементна похибка перевищувала 

задану точність, були поділений на два нових. 

В результаті, для кінцевої апроксимації стратегією №2 з максимальною 

похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 5 кроків та 43 скінченних елементи. 

 

Таблиця 8.2.2 Результати адаптування квадратичної апроксимації для 𝜀 = 

3% стратегією №2 

 

 

При апроксимації з рівномірним згущенням сітки, для кожного кроку всі 

скінченні елементи були поділені на два нових. В результаті, для кінцевої 
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апроксимації з максимальною похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 4 кроків та 

80 скінченних елементи. 

 

Таблиця 8.2.3 Результати адаптування квадратичної апроксимації для 𝜀 = 

3% методом рівномірного поділу 

 

 

Аналізуючи таблички 8.2.1-8.2.3 ми можемо побачити, що для стратегії 

№1 у порівнянні з іншими, уже на другому кроці максимальна відносна 

похибка зменшилась у 10 разів. Для інших методів адаптації сітки 

зменшується тільки у 4. 

 

Таблиця 8.2.4 Результати адаптування квадратичної апроксимації для 𝜀 = 3%  

 Кількість 

кроків 

Остаточна 

кількість 

елементів 

Порядок 

збіжності 

Максималь

на відносна 

похибка 

Глобальна 

похибка 

Час 

виконання 

Стратегія №1 4 43 2,658 2,807  1,474  0,011 

Стратегія №2 5 43 2,663 2,807  1,462  0,023 

Рівномірне 

згущення сітки 

4 80 1,765 2,088  0,534  0,064 

 

Як можемо побачити з таблиці 8.2.4. для максимального рівня 

допустимої похибки 𝜀 = 3% для стратегії №1 нам знадобилось 43 елементи за 

4 кроки, для стратегії №2 – 43 за 5 кроків, а для рівномірного згущення – 80 за 

4 кроків. Час виконання стратегією №1 у 6 разів менший ніж рівномірним 

згущенням, а для стратегії №2 – у 3 разів менший.  
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8.3 Кубічна апроксимація  
 

 

 

Рис.8.3.1 Перший крок кусково-кубічної апроксимації 

 

Рис.8.3.2 Поелементна відносна похибка кусково- кубічної апроксимації 

на першому кроці 

 

На рисунку 8.3.1 ми можемо побачити перший крок кусково-кубічної 

апроксимації. Рисунок 8.3.2 показує нам поелементну відносну похибку для 

кожного з скінченних елементів. Здійснимо аналогічні обчислення. 

 



32 

 

 

Рис.8.3.3 Другий крок адаптування кусково- кубічної апроксимації 

стратегією №1 

 

На рис 8.3.3 ми можемо чітко побачити, що на другому кроці для 

стратегії №1 елементи, відносні похибки яких були близькими до 

максимальної розділились на декілька частин, інші поділились на дві частини.  

В результаті, для кінцевої апроксимації стратегією №1 з максимальною 

похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 4 кроки та 54 скінченних елементи. 

 

Таблиця 8.3.1 Результати адаптування кубічної апроксимації для 𝜀 = 3% 

стратегією №1 
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Рис.8.3.4 Другий крок адаптування кусково-кубічної апроксимації 

стратегією №2 

 

На рис 8.3.4 ми можемо побачити другий крок з стратегією №2, оскільки 

поелементна похибка для всіх елементів перевищувала задану точність, кожен 

з скінченних елементів був поділений на два нових, аналогічно до 

рівномірного розподілу. 

В результаті, для кінцевої апроксимації стратегією №2 з максимальною 

похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 6 кроків та 67 скінченних елементів. 

 

Таблиця 8.3.2 Результати адаптування кубічної апроксимації для 𝜀 = 3% 

стратегією №2 

 

 

При апроксимації з рівномірним згущенням сітки, для кожного кроку всі 

скінченні елементи були поділені на два нових. В результаті, для кінцевої 
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апроксимації з максимальною похибкою 𝜀 = 3% нам знадобилось 4 кроки та 80 

скінченних елементів. 

 

Таблиця 8.3.3 Результати адаптування кубічної апроксимації для 𝜀 = 3% 

методом рівномірного поділу 

 

 

Аналізуючи таблички 8.2.1.-8.2.3. знову ж таки, можемо побачити, як на 

другому кроці стратегії №1 похибки зменшуються майже у 6 разів, при цьому 

кількість елементів зросла у 3.6 разів, тобто, в середньому кожен елемент 

поділився на 3-4 нових скінченних елементи. У стратегії №2 та при 

рівномурному розподілі на другому кроці максимальна відносна похибка 

зменшилась майже у 4 рази. 

 

Таблиця 8.3.4 Результати адаптування кубічної апроксимації для 𝜀 = 3%  

 Кількість 

кроків 

Остаточна 

кількість 

елементів 

Порядок 

збіжності 

Максимальна 

відносна 

похибка 

Глобальна 

похибка 

Час 

виконання 

Стратегія №1 4 54 2,629 2,901 0,121 0,071 

Стратегія №2 6 67 2,332 2,913 0,119 0,145 

Рівномірне 

згущення сітки 

4 80 2,456 1,871 0,011 0,281 

 

Як можемо побачити з таблиці 8.3.4. для стратегії №1 нам знадобилось 

54 елементів за 4 кроки, для стратегії №2 – 67 за 6 кроків, а для рівномірного 

згущення – 80 за 4 кроків. Час виконання стратегією №1 у 4 разів менший ніж 

рівномірним згущенням, а для стратегії №2 – у 2 разів менший.  
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ВИСНОВОК 

 

В даній курсовій роботі були розроблені h-адаптивні схеми методу 

скінченних елементів для числового розв'язування крайових задач зі 

звичайним диференціальним рівнянням другого порядку. Ці схеми 

використовують кусково-лінійні, кусково-квадратичні та кусково-кубічні 

апроксимації розв'язків на нерівномірних сітках скінченних елементів і здатні 

обчислювати наближення з заданою точністю шляхом згущення елементів 

сітки. 

Основними компонентами цих схем є апостеріорні оцінювачі похибок. 

Вони дозволяють оцінити похибку апроксимації на основі порівняння 

шуканого розв'язку зі своїми апроксимаціями. На основі цих оцінювачів були 

розроблені стратегії контролю за розподілом похибок між елементами сітки та 

згущенням сітки з метою рівномірного розподілу похибки між елементами. 

Аналіз числових результатів показав ефективність та надійність 

запрограмоваих h-адаптивних схем. Ми можемо зробити висновок, що 

стратегії №1 та №2 переважають над рівномірним згущенням сітки.  

При використанні стратегії №1 ми отримуємо мінімальну кількість 

кроків і оптимальну кількість скінченних елементів, на другому кроці ми вже 

можемо побачити значні результати завдяки розділенню по коефіцієнту, проте 

останні кроки зводяться до схожої задачі, як у стратегії №2. При використанні 

стратегії №2 завжди отримуємо оптимальну кількість елементів, проте 

кількість кроків може бути достатньо великою. 
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