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Ïåðåäìîâà

Öåé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ìiñòèòü äåùî ðîçøèðåíèé ìàòåðiàë ñåìåñòðîâîãî êóðñó
"Îñíîâè åêîëîãi¨", ÿêèé â ðiçíèõ âàðiàíòàõ ÷èòà¹òüñÿ àâòîðîì ç 1997 ðîêó ñòóäåíòàì ÷å-
òâåðòîãî êóðñó ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè Ëüâiâñüêîãî íàöiî-
íàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà.

Ïåðåæèòi ëþäñòâîì ó îñòàííüîìó ñòîëiòòi íåêîíòðîëüîâàíi åêîëîãi÷íi êàòàêëiçìè (îçî-
íîâi äiðè, ãëîáàëüíå ïîòåïëiííÿ òîùî) òà êàòàñòðîôè, çóìîâëåíi éîãî æ ïîñòiéíèì íàòè-
ñêîì íà æèâèé ïîêðèâ Çåìëi òà ðåøòó ¨¨ ðåñóðñiâ, i çàíåïîêî¹ííÿ âiäíîñíî ìàéáóòíüîãî
öèâiëiçàöi¨ çáóäèëè âåëè÷åçíó êiëüêiñòü ïðîãíîçiâ - ìiñòè÷íèõ, ôàíòàñòè÷íèõ òà íàóêîâèõ.
Ç íèìè ìè ïîñòiéíî çíàéîìèìîñü ó òâîðàõ ìèñòåöòâà i ïîïóëÿðíié òà íàóêîâié ëiòåðàòóði,
íà ìàëó ÷àñòêó ÿêî¨ ìè ïîñèëà¹ìîñü â öüîìó òåêñòi. ßê ïiäñóìîê ìîæíà êîíñòàíòóâàòè,
ùî íàéâàæëèâiøèìè äëÿ ëþäñòâà ïðîáëåìàìè (ÿêi ñòîñóþòüñÿ êîæíîãî ç íàñ) ¹

• ðàöiîíàëüíå âèêîðèñòàííÿ (ìåíåäæìåíò),

• îõîðîíà (àíàëiç i êîíòðîëü),

• âiäíîâëåííÿ i ïðèìíîæåííÿ (îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ)

ðåñóðñiâ áiîñôåðè. Äëÿ ¨õíüîãî ðîçâ'ÿçàííÿ íåäîñòàòíüî ìàòè çàãàëüíå óÿâëåííÿ ïðî çàêî-
íè, ÿêèì ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ ïðîöåñè â áiîñôåði, à íåîáõiäíî âìiòè çíàõîäèòè ¨õíi êiëüêiñíi
õàðàêòåðèñòèêè i ïåðåäáà÷àòè íàñëiäêè çäiéñíþâàíèõ ïiäïðè¹ìñòâ.

Ç îãëÿäó íà òå, ùî íàøi çíàííÿ ïîâèííi âiäïîâiäàòè ñó÷àñíîìó ñâiòîáà÷åííþ i áóòè
ôàõîâî îði¹íòîâàíèìè, âèáið òåìàòèêè äàíîãî êóðñó ïåðåñëiäó¹ íàñòóïíi öiëi:

• ïî-ïåðøå, îêðåñëèòè åêîëîãiþ, ÿê ìiæäèñöèïëiíàðíó íàóêó ïðî ìåõàíiçìè âçà¹ìîäi¨
ñêëàäîâèõ æèâî¨ òà íåæèâî¨ ïðèðîäè íà Çåìëi â ïåðiîä iíäóñòðiàëüíîãî ñóñïiëüñòâà,
âèðiøåííÿ áàãàòüîõ ïðîáëåì ÿêî¨ âèìàãà¹ íå ëèøå êîíñåíñóñó iíòåëåêòóàëiâ ðiçíî-
ãî ôàõó (âêëþ÷àþ÷è ïîëiòèêiâ òà óðÿäîâöiâ) îäíi¹¨ íàöi¨, à é ðåçóëüòàòiâ àêòèâíî¨
ìiæíàðîäíî¨ ñïiâïðàöi (ãëîáàëüíiñòü ïðîáëåì);

• ïî-äðóãå, îçíàéîìèòè ñëóõà÷à iç ôóíäàìåíòàëüíèìè ìîäåëÿìè åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì
ÿê òåîði¹þ åâîëþöi¨ àêòèâíèõ âiäêðèòèõ ñåðåäîâèù , äîñëiäæåííÿ ÿêèõ âèìàãà¹ ñóò-
ò¹âîãî ïî¹äíàííÿ ìåòîäiâ ÿêiñíîãî òà ÷èñëîâîãî àíàëiçó ç êîìï'þòåðíèìè iìiòàöié-
íèìè òà ãåîiíôîðìàöiéíèìè òåõíîëîãiÿìè (ñòðóêòóðè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ
ïðîáëåì);

• i, ïî-òðåò¹, ïîäàòè ïðèíöèïè ïîáóäîâè iíôîðìàöiéíî-àíàëiòè÷íèõ ñèñòåì ìîíiòîðèí-
ãó òà ïiäòðèìêè ïðèéíÿòòÿ óïðàâëiíñüêèõ ðiøåíü ñòîñîâíî âèêîðèñòàííÿ òà îõîðîíè
äîâêiëëÿ (êîíòðîëüîâàíiñòü òà êåðîâàíiñòü ïðîáëåìàìè).

iii



iv Ïåðåäìîâà

Ìî¹ ñòàâëåííÿ äî åêîëîãi÷íèõ ïðîáëåì îñòàòî÷íî âèçíà÷èëîñü ïiä âïëèâîì ñâiòîãëÿäó
Í. Ìîiñå¹âà, âèêëàäåíîìó íèì â ïðàöÿõ [80, 81] òà éîãî ëåêöiÿõ, ÿêi ÿ ìàâ ùàñòÿ âiäâi-
äóâàòè. Ïîøòîâõîì äî ìî¨õ âëàñíèõ äîñëiäæåíü ç ïèòàíü ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â
ïðîáëåìi îõîðîíè äîâêiëëÿ ïîñëóæèëà ôóíäàìåíòàëüíà ìîíîãðàôiÿ Ã. Ìàð÷óêà [72] òà
âëàñíèé äîñâiä çàñòîñóâàíü ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ â çàäà÷àõ ìåõàíiêè ñóöiëüíîãî
ñåðåäîâèùà. Áåçöiííèì íàäáàííÿì äëÿ ìåíå ñòàëà ó÷àñòü â ïðîåêòàõ ñòâîðåííÿ àâòîìàòè-
çîâàíèõ ñèñòåì âåäåííÿ äåðæàâíîãî çåìåëüíîãî i ìiñòîáóäiâíîãî êàäàñòðiâ òà ìîíiòîðèãó
çåìåëüíèõ ðåñóðñiâ Óêðà¨íè, ÿêi áóëè iíiöiéîâàíi Ëüâiâñüêîþ îáëàñíîþ äåðæàâíîþ àäìi-
íiñòðàöi¹þ â 1993-97 ðð. I, íàðåøòi, ìîÿ çàöiêàâëåíiñòü ìåäè÷íèìè àñïåêòàìè ñèíåðãåòèêè
ïðèâåëà äî ðîçóìiííÿ, ùî ìè æèâåìî â ÷àñ àêòèâíî¨ ìàòåìàòèçàöi¨ áiîëîãi¨ i çíàõîäèìîñü
íà ïîðîçi ¨¨ âåëèêèõ âiäêðèòü çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Âñiì, õòî ñïðèÿâ i äîïîìàãàâ ìåíi íà öüîìó øëÿõó ïiçíàííÿ, ÿ âèðàæàþ ùèðó ïîäÿêó
i íàïåðåä âèáà÷àþñü, ÿêùî ìåíi íå âäàëîñü íà ñòîðiíêàõ öüîãî êóðñó äîíåñòè ðàöiîíàëüíå
çåðíî íàøèõ äèñêóñié i ðåçóëüòàòè ñïiëüíî¨ ïðàöi.

Ïðèíàãiäíî õî÷ó íàãàäàòè ñëîâà ïîäðóææÿ Ìåäàâàð [77]: Âñþ áiîëîãiþ íà âñiõ ¨¨ ðiâíÿõ
ïðîíèçó¹ ... ïîíÿòòÿ ïðî öèêëè. Áiîëîãi÷íèé ïðîöåñ â öiëîìó - öå öèêëè, ÿêi ìiñòÿòü
öèêëè, ÿêi â ñâîþ ÷åðãó ìiñòÿòü öèêëè ... Ñàìèìè âàæëèâèìè, ïðèðîäíî, ¹ öèêëè, ùî
âèçíà÷àþòüñÿ âïëèâîì êîñìîñó, - ñåçîííi i äîáîâi: âñÿ äiÿëüíiñòü æèâèõ îðãàíiçìiâ âè-
çíà÷à¹òüñÿ íèìè i ïðèñòîñîâó¹ äî íèõ ñâî¨ ðèòìè.

Êîæåí, õòî çi øëÿõåòíèìè íàìiðàìè âõîäèòü ó âi÷íèé öèêë
Ðiøåííÿ→ Äiÿ → Iíôîðìàöiÿ→ Àíàëiç→ Ðiøåííÿ→ ...

çàðàäè ïiçíàííÿ Æèòòÿ 1, çíàéäå íà ñòîðiíêàõ öi¹¨ êíèãè áàãàòî êîðèñíîãî, ùî ïî¹äíó¹
ìàòåìàòèêó òà iíôîðìàòèêó ç ãóìàíiòàðíèìè ïðîáëåìàìè ñó÷àñíîãî ñóñïiëüñòâà. áàæàþ
óñïiõiâ.

.

1Òîé, õòî ïiçíàâ iíøèõ,
âîëîäi¹ çíàííÿì,

à õòî ïiçíàâ ñåáå, � ìóäðèé.
(Êèòàéñüêà ìóäðiñòü)
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Âñòóï

Òåîðåòè÷íi îñíîâè âçà¹ìîäi¨ ñó÷àñíîãî iíäóñòðiàëüíîãî ñóñïiëüñòâà ç ïðèðîäîþ âèâ÷à¹
åêîëîãiÿ. Íàçâà öi¹¨ íàóêè ïîõîäèòü âiä ãðåöüêîãî òåðìiíó �îéêîñ� � äiì, ïîìåøêàííÿ,
ìiñöåçíàõîäæåííÿ - i ïåâíîþ ìiðîþ âiäîáðàæà¹ ïðàãíåííÿ ïðîàíàëiçóâàòè

çàêîíîìiðíîñòi òðèâàëîãî ñïiâiñíóâàííÿ
æèâî¨ òà íåæèâî¨ ïðèðîäè â íàøîìó
ñïiëüíîìó ïîìåøêàííi - ïëàíåòi Çåìëÿ.

(0.0.1)

Äiÿëüíiñòü ëþäèíè òà ñóñïiëüñòâà ñüîãîäíi ñóïðîâîäæó¹òüñÿ âñå áiëüø i áiëüø iíòåí-
ñèâíèì âèêîðèñòàííÿì ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ ïëàíåòè, íàáóëà ãëîáàëüíèõ ìàñøòàáiâ, ñòâî-
ðþþ÷è öèì ñàìèì ñèëüíó çàãðîçó äëÿ{

iñíóâàííÿ äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè
ïðîöåñiâ ïðèðîäíîãî ñåðåäîâèùà. (0.0.2)

Îäíèì iç íàéíåáåçïå÷íi÷èõ ôàêòîðiâ âïëèâó ëþäèíè íà äîâêiëëÿ ¹ éîãî õiìi÷íå çàáðó-
äíåííÿ ðiçíîìàíiòíèìè ïðîäóêòàìè äiÿëüíîñòi àáî âiäõîäàìè ïðîìèñëîâîñòi. Êîæåí ç íàñ
ìîæå íàâåñòè áåçëi÷ ïðèêëàäiâ, êîëè â ðiçíèõ ìàñøòàáàõ

íàâêîëèøí¹ ïðèðîäíå ñåðåäîâèùå

ïîñòóïîâî ïî÷èíàëî ïåðåòâîðþâàòèñü â

êîëèøí¹ ïðèðîäíå ñåðåäîâèùå

i, âðåøòi-ðåøò, ó
ëèøí¹ íåïðèðîäíå ñåðåäîâèùå.

Ëèøå öåé îäèí àñïåêò âçà¹ìîäi¨ ëþäñòâà ç ðåøòîþ ïðèðîäè ïîêàçó¹, ùî "ëþäñòâî íà-
ñòiëüêè áëèçüêå äî áåçîäíi, ùî éîìó íåîáõiäíî ïiä ñòðàõîì çíèêíåííÿ â íié âiäïîâiäàòè çà
êîæåí êðîê íà ñâî¹ìó øëÿõó" [Ñåí-Ìàðê, 1977].

1. Ïîâ'ÿçóþ÷è åëåìåíòè æèâî¨ ïðèðîäè (îðãàíiçìè, ïîïóëÿöi¨, óãðóïóâàííÿ) òà ôiçè-
÷íîãî ñåðåäîâèùà ¨õ ïåðåáóâàííÿ äåÿêèìè ìåõàíiçìàìè ïiäòðèìêè îáìiíó åíåðãi¹þ òà ðå-
÷îâèíîþ â ïåâíi ñèñòåìè (åêîëîãi÷íi ñèñòåìè), åêîëîãiÿ íàìàãà¹òüñÿ ïðîàíàëiçóâàòè ¨õíþ
åâîëþöiþ ïiä âïëèâîì

• àáiîòè÷íèõ ôàêòîðiâ: ñîíÿ÷íà ðàäiàöiÿ, ðåëü¹ô ìiñöåâîñòi, êëiìàò, ãðóíò òîùî;
•• áiîòè÷íèõ ôàêòîðiâ: ðîñëèíè, òâàðèíè, ìiêðîîðãàíiçìè;

vii



viii Âñòóï

• àíòðîïîãåííèõ ôàêòîðiâ: ëþäè, ñóñïiëüñòâî.
ßêùî âåêòîðè u(t) òà p(t) õàðàêòåðèçóþòü ñòàí áiîëîãi÷íî¨ òà ôiçè÷íî¨ ñêëàäîâèõ åêî-

ñèñòåìè íà ìîìåíò ÷àñó t ¨ ¨ æèòòÿ, òî, çãðóáøå êàæó÷è, â åêîëîãi¨ ìîâà éäå ïðî ïîáóäîâó
òà äîñëiäæåííÿ ñèñòåì âèãëÿäó

d

dt

[
u(t)
p(t)

]
+

[
A11 A12

A21 A22

] [
u(t)
p(t)

]
=

[
F1(t)
F2(t)

]
, (0.0.3)

äå íàáið îïåðàòîðiâ {Aij} âèçíà÷à¹ ìåõàíiçìè åíåðãåòè÷íîãî îáìiíó (êðóãîîáiãó) ìiæ ñêëà-
äîâèìè åêîñèñòåìè, à êîìïîíåíòè {Fi(t)} îïèñóþòü ìiðè âïëèâó çîâíiøíiõ ïðèðîäíèõ òà
àíòðîïîãåííèõ ÷èííèêiâ âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè òðèâàëå iñíóâàííÿ åêîñèñòåìè

Ñëiä âiäçíà÷èòè íàñòóïíi âàæëèâi îáñòàâèíè, ïîâ'ÿçàíi çi ñïåöèôiêîþ ìîäåëþâàííÿ
åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì.

(!) Íà ñüîãîäíi iñíó¹ íåáàãàòî ìîäåëåé, ÿêi õî÷à á â ãðóáîìó íàáëèæåííi îïèñóâàëè
îñíîâíi ïàðàìåòðè åêîñèñòåì. Òðóäíiñòü ïîëÿãà¹ â íåçíàííi çàêîíiâ âíóòðiøíüî¨ ëîãiêè
ñàìîîðãàíiçàöi¨ æèâî¨ ìàòåði¨ i âiäñóòíîñòi íåîáõiäíîãî íàáîðó ôàêòè÷íèõ äàíèõ, ùî
çíèæó¹ àäåêâàòíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Âiðîãiäíiñòü òàêèõ åêîìîäåëåé â áiëüøîñòi
âèïàäêiâ ìîæå áóòè âñòàíîâëåíà ëèøå íà iñòîðè÷íî äîñòåìåííèõ ôàêòàõ, äîñèòü âiääà-
ëåíèõ âiä íàñ â ÷àñi. Ïðîâåäåííÿ íàëåæíèõ åêñïåðèìåíòiâ äëÿ ñïiâñòàâëåííÿ ðåçóëüòàòiâ
òåîðåòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà äàíèõ íàòóðíèõ âèïðîáóâàíü ÷àñòî âçàãàëi íåìîæëèâå.

Îòæå, îñêiëüêè âèÿâëåííÿ çàêîíîìiðíîñòåé çàâæäè ïîâ'ÿçàíå çi çáèðàííÿì i ñèñòåìà-
òèçàöi¹þ âñüîãî áàãàòîìàíiòòÿ ñïîñòåðåæåíü, òî ïèòàííÿ îðãàíiçàöi¨ òà ïðîâåäåííÿ ìîíi-
òîðèíãó åêîñèñòåì çàâæäè áóäóòü àêòóàëüíèìè.

(!!) Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ àíàëiç åêîñèñòåì âèìàãà¹ çàëó÷åííÿ âåëè÷åçíî¨ êiëüêîñòi ií-
ôîðìàöi¨ ãåîãðàôi÷íîãî ïîõîäæåííÿ, ÿêà äåñÿòèëiòòÿìè òðàäèöiéíî íàêîïè÷óâàëàñü ó âè-
ãëÿäi ïàïåðîâîãî ïëàíîâî-êàðòîãðàôi÷íîãî ìàòåðiàëó. Òîìó àíàëiç åêîëîãi÷íèõ ïðîáëåì
çàâæäè áóäå âïèðàòèñÿ ó íàÿâíiñòü âåëèêèõ áàç äàíèõ ãðàôi÷íî¨ òà ñåìàíòè÷íî¨ iíôîð-
ìàöi¨, ÿêi ìîæóòü ìiñòèòè íåïîâíi, à ÷àñîì i ïîìèëêîâi õàðàêòåðèñòèêè i âiäîìîñòi âiäíîñíî
äîñëiäæóâàíèõ ïðîöåñiâ òà ÿâèù.

Òàêèì ÷èíîì, îäèí iç ïåðñïåêòèâíèõ íàïðÿìêiâ ðîçâèòêó åêîñèñòåìíîãî àíàëiçó ìîæå
áóòè ïîáóäîâàíèé íà ñóìiñíîìó çàñòîñóâàííi ñó÷àñíèõ çàñîáiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâà-
ííÿ òà ãåîiíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié.

2. Ç òî÷êè çîðó åêîëîãi¨ âiä ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ìîæíà ñïîäiâàòèñÿ
âèðiøåííÿ íàñòóïíèõ ïðîáëåì:

• ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åâîëþöi¨ åêîñèñòåì ;
•• îöiíêè ÷óòëèâîñòi åêîñèñòåì
äî çìiíè ïðèðîäíèõ òà àíòðîïîãåííèõ íàâàíòàæåíü;

• ñòâîðåííÿ çàñîáiâ êîìïþòåðíîãî iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ
âçà¹ìîäi¨ ñêëàäîâèõ åêîñèñòåì ;

• ðîçâèòîê ñèñòåìè ìîíiòîðèíãó äîâêiëëÿ ;
• ôîðìóâàííÿ íàäiéíèõ êðèòåði¨â
ïiäòðèìêè ïðèéíÿòòÿ óïðàâëiíñüêèõ ðiøåíü ;

• ôóíêöiîíóâàííÿ ìåðåæ ðîçïîäiëåíèõ áàãàòîöiëüîâèõ àâòîìàòèçîâàíèõ
iíôîðìàöiéíî-àíàëiòè÷íèõ ñèñòåì ìîíiòîðèíãó òà îõîðîíè äîâêiëëÿ .



×àñòèíà I

Êîíöåïòóàëüíi ìîäåëi åêîëîãi¨

1
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Ìè ïî÷èíà¹ìî ðîçãëÿäàòè åêîëîãiþ ÿê ïåâíå â÷åííÿ ïðî âçà¹ìîäiþ æèâî¨ i íå-
æèâî¨ ïðèðîäè íàøî¨ ïëàíåòè, ÿêå çàñíîâàíå íà ïåâíîìó íàáîði äàíèõ ïðî õàðàêòåðíi
ÿâèùà òà ïðîöåñè, ÿêi ïîïåðåäíüî ñèñòåìàòèçîâàíi i êëàñèôiêîâàíi çà ïåâíèìè îçíàêàìè
i îïèñàíi ó âèãëÿäi òåêñòiâ, ìàëþíêiâ, òàáëèöü òîùî. Òàêèì ÷èíîì âïîðÿäêîâàíi çíàííÿ
ìè áóäåìî íàçèâàòè êîíöåïòóàëüíèìè ìîäåëÿìè åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì. Áiëüøå öüîãî, äî
åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì ìè áóäåìî âiäíîñèòè ëèøå òàêi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ñòðóêòóðè ÿêèõ
íàäiëåíi íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(!) ñòiéêiñòü òà àâòîíîìíiñòü, çäàòíiñòü äî ñàìîîðãàíiçàöi¨ òà çáåðåæåííÿ æèòò¹âèõ
ïðîöåñiâ;

(!!) íåìîæëèâiñòü ïðè¹äíàííÿ (âèëó÷åííÿ) îêðåìèõ êîìïîíåííò áåç ïîðóøåííÿ ÿêiñíî¨
öiëiñíîñòi ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè.

Íèæ÷å ìè íàâîäèìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ áàçîâèõ åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì: áiîñôåðà, áiîãåî-
öåíîç òà áiîöåíîç.

Áiîñôåðà íàøî¨ ïëàíåòè ¹ íàéáiëüø ñêëàäíîþ åêîëîãi÷íîþ ñèñòåìîþ, ÿêà äîñòóïíà
ëþäñòâó äëÿ áåçïîñåðåäíüîãî âèâ÷åííÿ. Iñíóâàííÿ áiîñôåðè ïiäòðèìó¹òüñÿ çà óìîâ ñòiéêî¨
ïðèðîäíî¨ ðiâíîâàãè, çóìîâëåíî¨ ïîñòiéíèì ïðèòîêîì åíåðãi¨ âiä Ñîíöÿ òà ¨¨ âèïðîìiíåííÿì
Çåìëåþ ó êîñìi÷íèé ïðîñòið. Ïîòîêè öi¹¨ åíåðãi¨ ïîðîäæóþòü ðiçíîìàíiòíi ôiçè÷íi, õiìi÷íi
òà áiîëîãi÷íi ïðîöåñè, ÿêi ïîâ'ÿçóþòü ìiæ ñîáîþ â ¹äèíå öiëå àòìîñôåðó ( ç ìàñîþ '
5.15 · 1018 êã), îêåàí ( ' 1.45 · 1021 êã), ñóøó ( ' 5.97 · 1024 êã) òà æèâó ðå÷îâèíó ( ' 1015 êã)
íàøî¨ ïëàíåòè 2.

Ìåæi çîíè æèòòÿ (áiîñôåðè) ïëàíåòè â çíà÷íié ìiði âèçíà÷èëèñü ìîæëèâiñòþ ïiäòðèì-
êè ôîòîñèíòåçó ó àâòîòðîôíèõ ðîñëèí, îñêiëüêè ìàéæå âñÿ ìàñà æèâî¨ ðå÷îâèíè iñíó¹
âíàñëiäîê ïåðåðîçïîäiëó åíåðãi¨ ñîíÿ÷íî¨ ðàäiàöi¨, ÿêà çàñâî¹íà àâòîòðîôíèìè ðîñëèíàìè.
Äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî

ïðîöåñ ôîòîñèíòåçó çäiéñíþ¹òüñÿ
â äîâîëi âóçüêîìó iíòåðâàëi òåìïåðàòóð,
çà íàÿâíîñòi äîñòóïíî¨ äëÿ ðîñëèí âîäè,
ïåâíèõ êîíöåíòðàöié âóãëåêèñëîãî ãàçó CO2

òà íåîáõiäíî¨ ìiíåðàëüíî¨ ðå÷îâèíè.

(0.0.1)

Ñóòò¹âîþ óìîâîþ ôîòîñèíòåçó ¹ ïîãëèíàííÿ ðîñëèíàìè äîñòàòíî¨ êiëüêîñòi ñîíÿ÷íî¨ ðà-
äiàöi¨ â ïåâíîìó iíòåðâàëi äîâæèí õâèëü.

Âëàñíå áiîñôåðà ïëàíåòè ôîðìó¹ äîâêiëëÿ ëþäèíè, ÿêå ïîäiëÿþòü íà òðè ñêëàäîâi.
Àòìîñôåðà � ïîâiòðÿíà îáîëîíêà íàøî¨ ïëàíåòè, ÿêà áåçïîñåðåäíüî êîíòàêòó¹ ç êî-

ñìi÷íèì ïðîñòîðîì. �¨ îñíîâíà ìàñà çîñåðåäæåíà â íàéáëèæ÷îìó äî ïîâåðõíi Çåìëi øàði
� òðîïîñôåði .

Ãiäðîñôåðà � âîäíà îáîëîíêà íàøî¨ ïëàíåòè. Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ iç òiñíî âçà¹ìîïîâ'ÿ-
çàíèõ ÷àñòèí
(!) ïîâåðõíåâi âîäè (ðiêè, îçåðà, ìîðÿ, îêåàíè);
(!!) ïiäçåìíi âîäè (ñóêóïíiñòü âñiõ âîä, ùî çàëÿãàþòü áåçïîñåðåäíüî ó âåðõíiõ øàðàõ çåìíî¨
êîðè).

Ëiòîñôåðà � çîâíiøíÿ îáîëîíêà ïëàíåòè, ÿêà ìiñòèòü çåìíó êîðó (âåðõíi ãîðèçîíòè
çåìíî¨ òîâùi) òà âåðõíþ ÷àñòèíó ìàíòi¨.

2Ðàäióñ Çåìëi ñòàíîâèòü ∼= 6371 êì.
Ïëîùà ñóøi ∼= 149 · 106 êì2 (29 âiäñîòêiâ ïëîùi ïîâåðõíi Çåìëi).
Ïëîùà îêåàíiâ ∼= 361 · 106 êì2 .
Òîâùèíà àòìîñôåðè ∼= 2000 êì, àëå 2

3 ¨¨ ìàñè çîñåðåäæåíî â òðîïîñôåði, ÿêà ìà¹ âèñîòó ∼= 20 êì.
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Ãåîìåòðè÷íî âåðõíÿ ìåæà áiîñôåðè âèçíà÷à¹òüñÿ ïðèáëèçíî 10 − 15 êì øàðîì àòìî-
ñôåðè, à íèæíÿ çíàõîäèòüñÿ â ëiòîñôåði íà ãëèáèíàõ 3− 5 êì. ßêùî ïðèéíÿòè äî óâàãè,
ùî ðàäióñ Çåìëi ' 6371 êì, òî ìîæíà áà÷èòè, ùî áiîñôåðà óòâîðþ¹ íàäçâè÷àéíî òîíêó
ïëiâêó â îêîëi ìåæi êîíòàêòó àòìîñôåðè ç ëiòîñôåðîþ.

Æèâà ðå÷îâèíà áiîñôåðè (áiîìàñà) ðîçïîäiëåíà íà ïîâåðõíi êîíòèíåíòiâ, â ãðóíòi òà
âåðõíiõ øàðàõ âîäîéì. Ãóñòèíà ðîçïîäiëó öi¹¨ ìàñè ïî ïîâåðõíi ïëàíåòè â ñåðåäíüîìó
ñòàíîâèòü ' 1

ã
ñì2

.
Òàêèì ÷èíîì, æèâà ðå÷îâèíà áiîñôåðè � äèâîâèæíèé àòðèáóò íàøî¨ ïëàíåòè � ñêëà-

äà¹ íàäçâè÷àéíî òîíêó, âèáàãëèâó i äåëiêàòíó ïëiâêó Çåìëi, ÿêà âèçíà÷èëàñü
• ìiñöåïðîõîäæåííÿì ãëîáàëüíîãî êðóãîâîðîòó ðå÷îâèíè òà åíåðãi¨ ïëàíåòè ;
•• ìîæëèâîñòÿìè ïiäòðèìêè ôîòîñèíòåçó ó àâòîòðîôíèõ ðîñëèí .
Ïåâíå óÿâëåííÿ ïðî ñêëàäíiñòü ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ â áiîñôåði íàäà¹ íàñòóïíà

Âïðàâà 0.0.1. Âèäiëèìî ïîäóìêè ïðîñòîðîâó îáëàñòü Ω := Ωr × Ωφ × Ωθ, ÿêó çàéìà¹
áiîñôåðà Çåìëi. Çðîçóìiëî, ùî ¨¨ ïðèðîäíî îïèñàòè â ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ (r, φ, θ), ÿêi
ïîâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè ïðÿìîêóòíèìè êîîðäèíàòàìè (x1, x2, x3) ñïiââiäíîøåííÿìè

x1 := r sin θ cos φ, r ∈ Ωr := (R−, R+), R− < R+,
x2 := r sin θ sin φ, φ ∈ Ωφ := (0, 2π),
x3 := r cos θ, θ ∈ Ωθ := (0, π).

(0.0.2)

Êîîðäèíàòè (r, φ, θ) íàçèâàþòü ñôåðè÷íèì ðàäióñîì, äîâãîòîþ òà øèðîòîþ âiäïîâiä-
íî. Â öié ñèñòåìi êðèâîëiíiéíèõ îðòîãîíàëüíèõ êîîðäèíàò ãðàäi¹íò ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨
u = u(r, φ, θ) i äèâåðãåíöiÿ âåêòîðà w = (wr(r, φ, θ), wφ(r, φ, θ), wθ(r, φ, θ)) ìàþòü âèãëÿä

∇u := { ∂

∂r
u,

1

r sin θ

∂

∂φ
u,

1

r

∂

∂θ
u},

∇. w :=
1

r2

∂

∂r
(r2wr) +

1

r sin θ

∂

∂φ
wφ +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ wθ).

(0.0.3)

Çâiäñè ëåãêî âèçíà÷èòè ëàïëàñiàí ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨

∆u := ∇.∇u :=
1

r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
u) +

1

(r sin θ)2

∂2

∂φ2
u +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
u). (0.0.4)

Äëÿ ìàéáóòíüîãî âiäçíà÷èìî, ùî åëåìåíòè îá'¹ìó dv òà êîîðäèíàòíèõ ïîâåðõîíü dγ
âèçíà÷àþòüñÿ òàê 

dv := r2 sin θ dr dφ dθ,
dγ := r2 sin θ dφ dθ äëÿ r = const,
dγ := r2 sin θ dφ dθ äëÿ φ = const,
dγ := r2 sin θ dφ dθ äëÿ θ = const.

(0.0.5)

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ðîçïîäië òåìïåðàòóðè u = u(r, φ, θ, t) â îá'¹ìi áiîñôåðè âè-
çíà÷à¹òüñÿ äîáðå âiäîìèì ðiâíÿííÿì òåïëîïåðåíåñåííÿ

cvρ
∂

∂t
u + w.∇u− λ∆u = f â Ω× (0, T ]. (0.0.6)

Òóò ρ = ρ(r, φ, θ) � ãóñòèíà ìàñè ñóáñòàíöi¨ áiîñôåðè, cv = cv(r, φ, θ) òà λ = λ(r, φ, θ) � ¨¨
êîåôiöi¹íòè òåïëî¹ìíîñòi ïðè ïîñòiéíîìó îá'¹ìi òà òåïëîïðîâiäíîñòi âiäïîâiäíî, w =
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w(r, φ, θ, t) � çàäàíèé êóñêîâî-âèçíà÷åíèé âåêòîð øâèäêîñòi ðóõó ÷àñòèíîê àòìîñôåðè,
ãiäðîñôåðè òà ëiòîñôåðè.

(!) Äëÿ çàâåðøåííÿ ôîðìóëþâàííÿ ìîäåëi òåïëîâîãî ðåæèìó áiîñôåðè ó âèãëÿäi ïî÷àòêîâî-
êðàéîâî¨ çàäà÷i äîïîâíiòü ðiâíÿííÿ òåïëîïåðåíåñåííÿ (0.0.6) íàëåæíèìè

• êðàéîâèìè óìîâàìè íà íèæíié òà âåðõíié ìåæàõ áiîñôåðè ;

• óìîâàìè ïåðiîäè÷íîñòi (îñêiëüêè îáìåæåíà ñôåðà íå ìà¹ ìåæ!);

• óìîâàìè òåïëîâîãî êîíòàêòó àòìîñôåðè
ç ñóøåþ i ïîâåðõíåâèìè âîäàìè ïëàíåòè

• òà âiäïîâiäíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè .
(!!) Ïîáóäóéòå âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çíàéäåíî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i òåïëî-

ïåðåíåñåííÿ â áiîñôåði.
(!!!) Ïðîàíàëiçóéòå óìîâè êîðåêòíîñòi öüîãî ôîðìóëþâàííÿ.
Âiäçíà÷òå äëÿ ñåáå òi òðóäíîùi, ç ÿêèìè âè çiøòîâõíóëèñÿ ïðè âèêîíàííi öüîãî

çàâäàííÿ i ïðîàíàëiçóéòå ïðè÷èíè.
Ñïðîáó¹ìî ïîáóäóâàòè âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïåðåíåñåííÿ â áiîñôåði. Ç öi¹þ ìåòîþ

ôîðìàëüíî äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (0.0.6) íà äîâiëüíó ôóíêöiþ v = v(r, φ, θ) i ïðîiíòåãðó¹ìî
ïî îáëàñòi Ω := Ωr × Ωφ × Ωθ; ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

0 =
∫
Ω

{cvρ
∂

∂t
u + w.∇u− λ∆u− f}vr2 sin θ dr dφ dθ

=
∫
Ω

{ [ cvρ
∂

∂t
u + w.∇u− f ]v + λ∇u.∇v} r2 sin θ dr dφ dθ

−
∫

∂Ω

{λ∇u. nv} dγ

(0.0.7)

Òåïåð ìè ââåäåìî âàæëèâó ôiçè÷íó õàðàêòåðèñòèêó ïðîöåñó òåïëîïðîâiäíîñòi � âåêòîð
òåïëîâîãî ïîòîêó

q(u) := −λ∇u â Ω× (0, T ] (0.0.8)
i ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (0.0.8) â íîâèõ òåðìiíàõ

0 =
∫
Ω

{ [ cvρ
∂

∂t
u + w.∇u− f ]v − q(u).∇v} r2 sin θ dr dφ dθ

+
∫

∂Ω

{vq(u). n} dγ (0.0.9)

Âàæëèâèì ïðèêëàäîì åêîëîãi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ áàñåéí ðiêè 3 , âiäîêðåìëåíèé êîíòóðîì
âîäîðîçäiëó âiä áàñåéíiâ ñóñiäíiõ ði÷îê. Çàâäÿêè îñîáëèâîñòÿì ïîâåðõíi ðåëü¹ôó i ïðèòà-
ìàííîãî öié òåðèòîði¨ ãiäðàâëi÷íîãî ðåæèìó íà íié ñêëàäà¹òüñÿ óíiêàëüíèé ìiêðîêëiìàò

3Ði÷êîâèé áàñåéí � öå ïëîùà, ç ÿêî¨ ñòiê àòìîñôåðíèõ îïàäiâ íàäõîäèòü ó ãîëîâíèé âîäîòiê (÷è âiäðiçîê
âîäîòîêó) òà éîãî ïðèòîêè. Ði÷êîâèé áàñåéí îáìåæó¹òüñÿ ëiíi¹þ âîäîðîçäiëó, ÿêà âiäîêðåìëþ¹ éîãî âiä
ñóñiäíiõ áàñåéíiâ. Ìåæà ði÷êîâîãî áàñåéíó i ìåæà áàñåéíó ïiäçåìíèõ âîä, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ïiä íèì, iíîäi
íå ñïiâïàäàþòü.
Áàñåéí ïðèòîêè çàâæäè âõîäèòü äî ñêëàäó áàñåéíó ãîëîâíî¨ ði÷êè, ÿêà áåçïîñåðåäíüî âïàäà¹ â ìîðå.

Êîæåí âîäîòiê, íàâiòü ìàëåíüêèé ïîòi÷îê, âîëîäi¹ ñâî¨ì âîäîçáiðíèì áàñåéíîì. Ïðîöåñè ñòîêó âèâ÷à¹
ãiäðîëîãiÿ ïîâåðõíåâèõ âîä, äèâ., íàïðèêëàä, Äå Óiñò [107].
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i, ÿê íàñëiäîê, óíiêàëüíi ôëîðà òà ôàóíà. Òàêà åêîñèñòåìà ìîæå iñíóâàòè òðèâàëèé ïåðiîä
÷àñó i ¨¨ åâîëþöiÿ áóäå âiäíîñíî àâòîíîìíîþ âiä ñòàíó âîäîçáîðiâ ñóñiäíiõ ðiê. Òîìó

áàñåéí ðiêè ç ïðèòàìàííèìè éîìó îñîáëèâîñòÿìè
ðåëü¹ôó, ìiêðîêëiìàòó òà áiîòè
ïîäà¹ çìiñòîâíèé ïðèêëàä áiîãåîöåíîçó
ç ÿñêðàâî âèðàæåíèìè âëàñòèâîñòÿìè
ñàìîîðãàíiçàöi¨ òà àâòîíîìíîñòi ñâî¹¨ åâîëþöi¨.

(0.0.10)

Âïðàâà 0.0.2.
Âèäiëèìî òåðèòîðiþ Ω ⊂ R2, ðåëü¹ô ÿêî¨ îïèñó¹òüñÿ çàäàíîþ ôóíêöi¹þ x3 = f(x1, x2) ≥

0, äå (x1, x2) � ãåîãðàôi÷íi êîîðäèíàòè òî÷êè i x3 � âèñîòà ïiäíÿòòÿ äåííî¨ ïîâåðõíi
Çåìëi íàä ðiâíåì ìîðÿ.
1. Íà òåðèòîði¨ Ω âèçíà÷èòè ñèñòåìó êðèâèõ φi(x1, x2) = 0, i = 1, . . . , ÿêi îïèñóþòü:
(!) êîíòóðè âîäîðîçäiëiâ áàñåéíiâ ìîæëèâèõ ði÷îê;
(!!) ðóñëà ìîæëèâèõ ði÷îê òà ÿðóã.

ßêèìè çàëåæíîñòÿìè ïîâÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïðîñòîðîâi êðèâi âîäîðîçäiëiâ òà ðóñåë ?
2. Âèçíà÷èòè ïëîùó ïîâåðõíi ðåëü¹ôó îêðåìî âçÿòîãî áàñåéíó òà ïëîùó ¨¨ ïðîåêöi¨ íà
ãîðèçîíòàëüíó ïëîùèíó Ox1x2.
3. Çíàéòè äîâæèíó ãiäðîìåðåæi áàñåéíó ði÷êè.
4. Çàïðîïîíóéòå ñâîþ ìîäåëü äàíèõ äëÿ çáåðiãàííÿ òà àíàëiçó iíôîðìàöi¨ ïðî ìîðôîëî-
ãi÷íó ñòðóêòóðó âîäîçáîðó.

Âiäçíà÷òå äëÿ ñåáå òi òðóäíîùi, ç ÿêèìè âè çiøòîâõíóëèñÿ ïðè âèêîíàííi öüîãî
çàâäàííÿ i ïðîàíàëiçóéòå ¨õíi ìîæëèâi ïðè÷èíè.

ßêùî íà äîäàòîê äî öüîãî çàóâàæèòè, ùî òåðèòîðiÿ êîæíîãî ðåãiîíó çåìíî¨ ñóøi ¹äè-
íèì ÷èíîì (i áåç ïåðåòèíiâ) ïîäiëÿ¹òüñÿ êîíòóðàìè âîäîðîçäiëiâ íà àðåàëè âiäíîñíî íåçà-
ëåæíèõ åêîñèñòåì, òî òàêà ïðèðîäíà äåêîìïîçèöiÿ ñòâîðþ¹ íàäiéíó îñíîâó äëÿ ïðîâåäåííÿ
åêîñèñòåìíîãî àíàëiçó ñòàíó òà ïðîãíîçóâàííÿ ðîçâèòêó öüîãî ðåãiîíó.



×àñòèíà II

Ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â

ïðîáëåìàõ åêîëîãi¨
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Ðîçäië 1

Õiìi÷íå çàáðóäíåííÿ äîâêiëëÿ

Ïðîãíîçóâàííÿ íàñëiäêiâ ìiãðóâàííÿ ïåâíî¨ ñóáñòàíöi¨ (òåïëà, âîëîãè, ïîæèâíèõ ðå-
÷îâèí, çàáðóäíþþ÷èõ äîìiøîê òîùî) ¹ âàæëèâîþ ïåðåäóìîâîþ âèðiøåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ
ïðîáëåì îõîðîíè äîâêiëëÿ, ïëàíóâàííÿ ðîçâèòêó òåðèòîðié òà ñó÷àñíèõ òåõíîëîãié. Íèæ-
÷å âñi ïðîöåñè, îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ìåõàíiçìàìè äèôóçi¨ ðîçãëÿ-
äóâàíî¨ ñóáñòàíöi¨, ¨¨ ïåðåíåñåííÿ ðóõîìèìè ÷àñòèíêàìè äîâêiëëÿ òà áiîõiìi÷íîãî ðîçïàäó,
áóäåìî íàçèâàòè ïðîöåñàìè ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨.

Ùå òðèäöÿòü ðîêiâ òîìó Ê. Óàòò äiéøîâ âèñíîâêó, ùî íàéáiëüøó çàãðîçó äëÿ iñíóâà-
ííÿ ëþäñòâà ñòàíîâèòü íå ïåðåíàñåëåííÿ i íåñòà÷à ïðîäóêòiâ õàð÷óâàííÿ, à âñåçðîñòàþ÷å
õiìi÷íå çàáðóäíåííÿ äîâêiëëÿ.

Ïîðÿä iç î÷åâèäíîþ àêòóàëüíiñòþ i âàæëèâiñòþ çàñòîñóâàíü, çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëiâ
êîíöåíòðàöi¨ ñóáñòàíöi¨, ùî íàñ öiêàâèòü, âèìàãà¹ ôîðìóëþâàííÿ òà àíàëiçó íàëåæíèõ ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, êâàëiôiêîâàíîãî âèêîðèñòàííÿ ñó÷àñíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ òà ¨õíüî¨
êîìï'þòåðíî¨ ðåàëiçàöi¨.

1.1 Ôóíäàìåíòàëüíi ðiâíÿííÿ ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨

Íåõàé îáëàñòü Ω ¹ çâ'ÿçíîþ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê x = {xi}d
i=1 åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó Rd (â çàñòîñóâàííÿõ d = 1, 2 àáî 3) ç íåïåðåðâíîþ çà Ëiïøèöåì ìåæåþ Γ, i
âåêòîð n = {ni(x)}d

i=1 âèçíà÷à¹ îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ìåæi îáëàñòi
Ω, ni := cos(n, xi) . Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿä-
êó íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

9
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çàäàíî ìàòðèöþ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ µ = {µij(x)}d
i,j=1,

âåêòîð øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ β = {βi(x)}d
i=1,

êîåôiöi¹íò áiîõiìi÷íîãî ðîçïàäó σ = σ(x),

iíòåíñèâíiñòü ðîçïîäiëåíèõ äæåðåë ñóáñòàíöi¨ f = f(x),

êîåôiöi¹íò âçà¹ìîäi¨ ñóáñòàíöi¨ ç äîâêiëëÿì κ = κ(x),

ïîòiê ñóáñòàíöi¨ íà ìåæi îáëàñòi g = g(x);

çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî

Lu := − ∂

∂xi

{µij
∂

∂xj

u}

+ βj
∂

∂xj

u + σu = f â Ω,

u = 0 íà ΓD ⊂ Γ, mes(ΓD) ≥ 0,

− niµij
∂

∂xj

u− κu = g íà ΓN := Γ\ΓD.

(1.1.1)

Òóò i äàëi çà iíäåêñàìè, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ, ïåðåäáà÷à¹òüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ âiä 1 äî d.
Âæèâàþ÷è êëàñè÷íi ïîçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî àíàëiçó, êðàéîâié çàäà÷i (1.1.1) ìîæíà íàäàòè
áiëüø êîðîòêîãî çàïèñó



çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî

Lu := −∇. {µ∇u}+ β.∇u + σu = f â Ω,

u = 0 íà ΓD ⊂ Γ, mes(ΓD) ≥ 0,

− n. µ∇u− κu = g íà ΓN := Γ\ΓD.

(1.1.2)

Äàëi ç ìåòîþ çáåðåæåííÿ ïðîçîðîñòi ìiðêóâàíü ìè áóäåìî äåòàëüíî àíàëiçóâàòè ëèøå
÷àñòêîâèé âèïàäîê

Γ ≡ ΓD (1.1.3)
i ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ðåøòà äàíèõ çàäà÷i (1.1.1) çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

• êîåôiöi¹íò áiîõiìi÷íîãî ðîçïàäó σ = σ(x) ≥ 0 íàëåæèòü ïðîñòîðó Σ := L∞(Ω) ç
íîðìîþ

‖ρ‖∞ := ess sup
x∈Ω

|ρ(x)| ∀ρ ∈ Σ; (1.1.4)

• âåêòîð øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ β = {βi(x)}d
i=1 íàëåæèòü ïðîñòîðó

B := { γ ∈ Σd ∩H(div; Ω) : ∇. γ = 0 â Ω }, (1.1.5)
ÿêèé íàäiëåíî íîðìîþ

‖γ‖B :=
{ d∑

i=1

‖γi‖2
∞

} 1
2 ∀γ ∈ B; (1.1.6)
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• ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ ñóáñòàíöi¨ µ = {µij(x)}d
i,j=1 íàëåæèòü ïðîñòîðó M :=

L∞(Ω)d×d ç íîðìîþ
‖µ‖ :=

{ d∑
i,j=1

‖µij‖2
∞

} 1
2 (1.1.7)

i âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè ñèìåòði¨ òà äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi
µij = µji,

µijξiξj ≥ µ0ξiξi µ0 = const > 0 ∀ξ = {ξ}d
i=1 ∈ Rd

ìàéæå ñêðiçü â Ω;

(1.1.8)

• iíòåíñèâíiñòü ðîçïîäiëåíèõ äæåðåë f = f(x) íàëåæèòü ïðîñòîðó H := L2(Ω) çi ñêà-
ëÿðíèì äîáóòêîì òà íîðìîþ

(f, g) :=
∫
Ω

fg dx ∀f, g ∈ H,

‖f‖H := (f, f)
1
2 ∀f ∈ H.

(1.1.9)

Âïðàâà 1.1.1.

1.2 Àíàëiç ïîäiáíîñòi ïðîöåñiâ ìiãðóâàííÿ

Ìîäåëþâàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñiâ ïîõîäèòü âiä ïîäiáíîñòi ïåðåáiãó äîñëiäæóâà-
íèõ ÿâèù. Äâà ïðîöåñè îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ïðèðîäè íàçèâàþòü ïîäiáíèìè, ÿêùî çà õàðàêòå-
ðèñòèêàìè îäíîãî ìîæíà îäåðæàòè âiäïîâiäíi õàðàêòåðèñòèêè iíøîãî øëÿõîì ïðîñòîãî
ïåðåðàõóíêó, ïîäiáíîãî ïåðåõîäîâi âiä îäíi¹¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò äî iíøî¨. Ïðè öüîìó óìî-
âàìè ïîäiáíîñòi äâîõ ÿâèù ñòà¹ ðiâíiñòü ïåâíèõ áåçðîçìiðíèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi íàçèâàþòü
êðèòåðiÿìè ïîäiáíîñòi (àáî ÷èñëàìè ïîäiáíîñòi).

1.2.1 Êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi òà áåçðîçìiðíi çìiííi

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ââåäåìî áåçðîçìiðíi ÷èñëà

Pe :=
l0‖β‖B

µ0

=
‖β‖B

µ0

l0

=
{øâèäêiñòü êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ}
{øâèäêiñòü äèôóçiéíîãî ïåðåíåñåííÿ}

,

Fu :=
µ0t0
l20

=

µ0

l0
l0
t0

=
{øâèäêiñòü äèôóçiéíîãî ïåðåíåñåííÿ}
{øâèäêiñòü áiîõiìi÷íèõ ðåàêöié}

,

Sh :=
l0

‖β‖Bt0
=

l0
t0

‖β‖B
=

{øâèäêiñòü áiîõiìi÷íèõ ðåàêöié}
{øâèäêiñòü êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ}

,

(1.2.1)

âiäîìi â ãiäðîäèíàìiöi ïiä íàçâàìè êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi Ïåêëå, Ôóð'¹ òà Ñòðóõàëÿ âiäïî-
âiäíî. Òóò çà ìàñøòàá ÷àñó t0 âçÿòî õàðàêòåðíèé ÷àñ ïåðåáiãó ðåàêöié, íàïðèêëàä, ïåðiîä
íàïiâðîçïàäó ðàäiîíóêëiäà, ïîøèðåííÿ ÿêîãî àíàëiçó¹òüñÿ â äîâêiëëi, l0 := diam Ω.

Ç íàâåäåíèõ âèùå îçíà÷åíü âèäíî, ùî ñòðóêòóðà êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi ïðîöåñó ìiãðó-
âàííÿ ñóáñòàíöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ âiäíîøåííÿìè øâèäêîñòåé ïåðåáiãó äèôóçi¨, êîíâåêöi¨ òà
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áiîõiìi÷íèõ ðåàêöié, â ÿêèõ ïðèéìà¹ ó÷àñòü äàíà ñóáñòàíöiÿ. Çàóâàæèìî, ùî ìiæ çãàäà-
íèìè êðèòåðiÿìè ïîäiáíîñòi iñíóþòü ïåâíi çàëåæíîñòi, íàïðèêëàä,

Sh =
1

Pe Fu
. (1.2.2)

Ùîá êðàùå îêðåñëèòè ìîæëèâîñòi êîíöåïöi¨ ïîäiáíîñòi â ïðîáëåìàõ ìiãðóâàííÿ, ïå-
ðåéäåìî â ðiâíÿííÿõ çàäà÷i (1.1.2), (1.1.3) äî áåçðîçìiðíèõ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ z =
(z1, ... , zd) çãiäíî ïðàâèë

xi := l0zi, i = 1, ... , d.

Ïiñëÿ íåâåëèêî¨ àëãåáðè ðîçãëÿäóâàíié çàäà÷i ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó 1
çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî

− 1

Pe
∇. {µ∇u}+ β.∇u + Sh{σu− f} = 0 â Ω,

u = 0 íà Γ.

(1.2.3)

Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî äîäàíîê, ÿêèé îïèñó¹ êîíâåêòèâíå ïåðåíåñåííÿ ñóáñòàíöi¨, ìî-
æíà ïîäàòè â òàêié ðåäàêöi¨:

β.∇u ≡ ‖β‖Rd

∂u

∂β
.

Îñòàííié çàïèñ íàî÷íî ïîêàçó¹, ùî êîíâåêòèâíå ïåðåíåñåííÿ ÷àñòèíîê ñóáñòàíöi¨ â ïðîöåñi
¨¨ ìiãðàöi¨ ìîæëèâå ëèøå â íàïðÿìêó âåêòîðà β.

1.2.2 Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi çàäà÷i ìiãðóâàííÿ:

ïðèìåæîâi òà âíóòðiøíi øàðè

Îïåðàòîð êðàéîâî¨ çàäà÷i (1.2.3)

v → Lv := − 1

Pe
∇. {µ∇v}+ β.∇v + Sh{σv} (1.2.4)

ìiñòèòü ëèøå áåçðîçìiðíi êîåôiöi¹íòè; òîìó âií ç ¹äèíèõ ïîçèöié îïèñó¹ âëàñòèâîñòi öiëî-
ãî êëàñó ïðîöåñiâ ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨ â ñóöiëüíîìó ñåðåäîâèùi, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
îäíèìè é òèìè æ çíà÷åííÿìè êðèòåði¨â Ïåêëå òà Ñòðóõàëÿ. Çìiíþþ÷è çíà÷åííÿ öèõ êðè-
òåði¨â, ìîæíà äîñèòü áàãàòî ñêàçàòè ïðî äîñëiäæóâàíi ïðîöåñè. Íàïðèêëàä, ÿêùî êðèòåðié
Ïåêëå Pe ' 0, òî ïðîöåñ ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨ ðåàëiçó¹òüñÿ, â îñíîâíîìó, ëèøå ìåõàíi-
çìîì äèôóçiéíîãî ïåðåíåñåííÿ i ïðè öüîìó îïåðàòîð çàäà÷i (1.2.3) ñòà¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Ç öèõ ïîçèöié ìè âiäçíà÷èìî äâà åêñòðåìàëüíi âèïàäêè.
(!) Çíà÷åííÿ êðèòåðiþ Ïåêëå Pe →∞.

Â öüîìó âèïàäêó â ïðîöåñi ìiãðóâàííÿ äîìiíó¹ êîíâåêòèâíå ïåðåíåñåííÿ ÷àñòèíîê ñóá-
ñòàíöi¨. Ç îãëÿäó íà îäíîðiäíó êðàéîâó óìîâó Äiðiõëå ÷àñòèíêè ñóáñòàíöi¨ íå ìîæóòü

1Òóò ìè ââåëè íîâi ïîçíà÷åííÿ äëÿ äàíèõ çàäà÷i òàêîãî ñîðòó
1

‖β‖B
β → β,

1
‖µ‖

µ → µ,
σ

‖σ‖∞
→ σ, t0f → f.
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ïåðåòíóòè ìåæi îáëàñòi Ω i ôiçè÷íi ìiðêóâàííÿ ïðèâîäÿòü äî âèñíîâêó, ùî â ðåçóëüòà-
òi ¨õíüîãî ïåðåíåñåííÿ îñíîâíà ìàñà ñóáñòàíöi¨ áóäå íàãðîìàäæóâàòèñÿ â òîíêîìó øàði
îáëàñòi Ω, ÿêèé ïðèëÿãà¹ äî ÷àñòèíè ìåæi

Γ+ := {z ∈ Γ : n(z). β(z) > 0}.

Ìåæi öüîãî øàðó ëåãêî ëîêàëiçóþòüñÿ, îñêiëüêè â ¨õíiõ îêîëàõ ãðàäi¹íòè êîíöåíòðàöi¨
ñóáñòàíöi¨ äîñÿãàòèìóòü âåëè÷åçíèõ çíà÷åíü. Çàâäÿêè öié îçíàöi ðîçâ'ÿçêè êðàéîâèõ çà-
äà÷ ìiãðóâàííÿ äiñòàëè íàçâó ïðèìåæîâèõ øàðiâ, à êðàéîâi çàäà÷i ç òàêèìè ðîçâ'ÿçêàìè
äiñòàëè íàçâó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷.

Ç ôîðìàëüíî¨ òî÷êè çîðó óìîâà Pe →∞ ïðèâîäèòü äî ïîÿâè ìàëèõ êîåôiöi¹íòiâ ïðè
ñòàðøèõ ïîõiäíèõ ðiâíÿííÿ i åëiïòè÷íèé îïåðàòîð êðàéîâî¨ çàäà÷i (1.2.3) ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó âèðîäæó¹òüñÿ â ãiïåðáîëi÷íèé îïåðàòîð ç ïîõiäíèìè ïåðøîãî
ïîðÿäêó òàê, ùî ¨¨ ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

‖β‖Rd

∂u

∂β
+ Sh{σu− f} = 0 â Ω. (1.2.5)

Çðîçóìiëî, ùî ïîíèæåííÿ ïîðÿäêó äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà âèìàãà¹ âiäïîâiäíî¨ ðå-
êîíñòðóêöi¨ éîãî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ i íàïðÿìîê âåêòîðà êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ β
âiäiãðà¹ ïðè öüîìó ñóòò¹âó ðîëü. Äiéñíî, çàïèñ (1.2.4) çà ñâî¨ì âèãëÿäîì íàãàäó¹ çâè÷àéíå
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç îäíi¹þ íåçàëåæíîþ çìiííîþ β (òàê âîíî é ñòàíåòüñÿ, ÿêùî
îäíó ç îñåé ñèñòåìè êîîðäèíàò ñóìiñòèòè ç íàïðÿìêîì âåêòîðà β !) i, îòæå, âèìàãà¹ ëèøå
îäíi¹¨ äîäàòêîâî¨ óìîâè, ÿêà çàáåçïå÷èòü ¹äèíiñòü éîãî ðîçâ'ÿçêó. Âiäøòîâøóþ÷èñü âiä
êðàéîâî¨ óìîâè çàäà÷i (1.2.3), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â öüîìó âèïàäêó âîíà âèðîäæó¹òüñÿ äî
óìîâè Äiðiõëå ëèøå íà ÷àñòèíi ìåæi

u = 0 íà Γβ ⊂ Γ, (1.2.6)
äå

Γβ := {z ∈ Γ : n(z). β(z) ≤ 0} ⊂ Γ. (1.2.7)
Òàêèì ÷èíîì, âèïàäîê êîíâåêòèâíîãî äîìiíóâàíÿ âèìàãà¹ ñóòò¹âî¨ ïåðåáóäîâè ôîð-

ìóëþâàííÿ âèõiäíî¨ ìîäåëi óñòàëåíîãî ïðîöåñó ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨, ÿêà ïðèâîäèòü äî
íàñòóïíî¨ ðåäàêöi¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1.2.3) 2:

çíàéòè ôóíêöiþ u = u(z) òàêó, ùî

β.∇u + Sh{σu− f} = 0 â Ω,

u = 0 íà Γβ.

(1.2.9)

2Çà íàëåæíî¨ çàìiíè çìiííèõ, ÿêà, çîêðåìà, ïåðåäáà÷à¹ ñóìiùåííÿ îñi Ozd ç íàïðÿìêîì âåêòîðà β òà
ïåðåïîçíà÷åííÿ íîâî¨ çìiííî¨ ñèìâîëîì τ ∈ T := {t ∈ R : t > 0}, öié ìîäåëi ìîæíà íàäàòè ñòàíäàðòíîãî
âèãëÿäó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó:

çíàéòè ôóíêöiþ u = u(z, τ) òàêó, ùî

‖β‖Rd

{∂u

∂τ
+ β∗.∇u

}
+ Sh{σu− f} = 0 â Ω∗ × T ,

u = 0 íà Γβ∗ × T ,

u|τ=0 = u0 â Ω∗ ⊂ Rd−1.

(1.2.8)
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Âïðàâà 1.2.1. Äåòàëüíî ðîçãëÿíüòå îäíîâèìiðíèé âèïàäîê çàäà÷i ìiãðàöi¨ äîìiøîê ç
ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè:

(!!) Çíà÷åííÿ êðèòåðiþ Ñòðóõàëÿ Sh →∞.
Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî â öüîìó âèïàäêó ãðàäi¹íò êîíöåíòðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíi

âèùèõ ïîðÿäêiâ íå âiäiãðàþòü æîäíî¨ ðîëi â ðîçïîäiëi ìàñè âíóòði îáëàñòi Ω i â ãðàíèöi
êðàéîâà çàäà÷à ìiãðàöi¨ âèðîäæó¹òüñÿ äî àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

σu = f â Ω.

ßêùî, íàïðèêëàä, ïðè öüîìó iíòåíñèâíiñòü ðîçïîäiëåíèõ äæåðåë f ¹ êóñêîâî âèçíà÷åíîþ
ôóíêöi¹þ çi ñòðèáêàìè ïåðøîãî ðîäó ÷è δ−ïîäiáíîþ ôóíêöi¹þ, òî öi îñîáëèâîñòi áóäóòü
âiäòâîðåíi i â ðîçïîäiëi ìàñè ñóáñòàíöi¨. Ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ íàçèâàþòü âíóòðiøíiìè øàðàìè.
Âïðàâà 1.2.2.

Ðîçãëÿíóòi íàìè âèïàäêè ïðîöåñiâ ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨ äëÿ êðèòè÷íèõ çíà÷åíü ÷è-
ñåë Ïåêëå i Ñòðóõàëÿ íàî÷íî äåìîíñòðóþòü îñîáëèâîñòi ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ ìiãðàöi¨, ÿêi ìîæóòü ñïðè÷èíÿòè çíà÷íi ìàòåìàòè÷íi òðóäíîùi àíàëiçó, ñêàæiìî,
êîíêðåòíèõ ïðîáëåì îõîðîíè äîâêiëëÿ âiä çàáðóäíåííÿ øêiäëèâèìè äîìiøêàìè.

1.3 ßêiñíèé àíàëiç âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðóâàííÿ ñóá-

ñòàíöi¨
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1.3.1 Âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Äëÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ç åëiïòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè õàðàêòåðíå âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ
âèãëÿäó 

çàäàíî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið V,
áiëiíiéíó ôîðìó c(· , · ) : V × V → R òà
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë l : V → R;

çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî

c(u, v) =< l, v > ∀v ∈ V.

(1.3.1)

Êðàéîâà çàäà÷à ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.1.1) äîïóñêà¹ âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ (1.3.1) ç
òàêèìè ñòðóêòóðíèìè åëåìåíòàìè

V := H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 íà Γ},

c(u, v) := a(µ; u, v) + b (β; u, v) + s(σ; u, v),

a(µ; u, v) :=
∫
Ω

∇v. µ∇u dx ∀ µ ∈M,

b (β; u, v) :=
∫
Ω

vβ.∇u dx ∀ β ∈ B,

s(σ; u, v) :=
∫
Ω

σuv dx ∀ σ ∈ Σ,

< l, v >:=
∫
Ω

fv dx ∀ u, v ∈ V.

(1.3.2)

Ïåðø íiæ ïðèñòóïèòè äî àíàëiçó âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.3.1) çðîáèìî äåêiëüêà ïîïåðåäíiõ
çàóâàæåíü.

Âèçíà÷èìî íà ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié V íàïiâíîðìó
|v|V :=

{ ∫
Ω

∇v.∇v dx
} 1

2 =
{ ∫

Ω

|∇v|2 dx
} 1

2 ∀ v ∈ V (1.3.3)

i âiäçíà÷èìî, ùî ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå-Ôðiäðiõñà
l0|v|V ≥ ‖v‖H ∀ v ∈ V, l0 := diamΩ. (1.3.4)

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî íà ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié V = H1
0 (Ω) íàïiâíîð-

ìà |· |V : V × V → R åêâiâàëåíòíà ñòàíäàðòíié íîðìi
‖v‖H1(Ω) ≡ ‖v‖1,Ω :=

{ ∫
Ω

(|∇v|2 + v2) dx
} 1

2 ∀ v ∈ V (1.3.5)

ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà H1(Ω). Iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäåòüñÿ äîäàòíà ñòàëà C = C(diamΩ)
òàêà, ùî

|v|V ≥ C(diamΩ)‖v‖1,Ω ∀ v ∈ V. (1.3.6)
Ó çâ'ÿçêó ç öi¹þ îáñòàâèíîþ ìè ïðèíàãiäíî áóäåìî åêñïëóàòóâàòè íàïiâíîðìó (1.3.3) ÿê
ïîâíîöiííó íîðìó ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié V = H1

0 (Ω). Áiëüøå öüîãî, ùîá ïiäêðå-
ñëèòè, ùî öÿ íîðìà ïîðîäæåíà ëèøå ãðàäiåíòîì ôóíêöi¨, ìè iíîäi áóäåìî âæèâàòè äëÿ
íå¨ ùå é òàêå ïîçíà÷åííÿ

|v|V ≡ ‖∇v‖H :=
{ ∫

Ω

|∇v|2 dx
} 1

2 ∀ v ∈ V, (1.3.7)



16 Ðîçäië 1. Õiìi÷íå çàáðóäíåííÿ äîâêiëëÿ

äå H := H0(Ω) ≡ L2(Ω).

Âïðàâà 1.3.1.

1.3.2 Îñîáëèâîñòi ñòðóêòóðè âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ïîäàþòü âè÷åðïíó õàðàêòåðèñòèêó ñêëàäíèêiâ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨.
Ëåììà 1.3.1. ïðî áiëiíiéíó ôîðìó ìåõàíiçìó äèôóçiéíîãî ïåðåíåñåííÿ

Íåõàé çàäàíà ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ µ ∈ M := L∞(Ω)d×d çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
ñèìåòði¨ òà åëiïòè÷íîñòi (1.1.8).

Òîäi áiëiíiéíà ôîðìà a(µ; · , · ) : V × V → R âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè
a(µ; u, v) = a(µ; v, u) ∀u, v ∈ V (ñèìåòðè÷íiñòü) ,

| a(µ; u, v)| ≤ ‖µ‖ |u|V |v|V ∀u, v ∈ V (íåïåðåðâíiñòü) ,

a(µ; v, v) ≥ µ0|v|2V ∀v ∈ V (V-åëiïòè÷íiñòü) .

(1.3.8)

Iíøèìè ñëîâàìè, áiëiíiéíà ôîðìà a(µ; · , · ) : V × V → R ¹ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íà
ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié i, îòæå, ïîðîäæó¹ íîðìó, ÿêà åêâiâàëåíòíà íîðìi | · |V .

Âïðàâà 1.3.2. Äîâåäiòü òiëüêè ùî ñôîðìóëüîâàíó ëåìó 1.3.1.

Ëåììà 1.3.2. ïðî áiëiíiéíó ôîðìó ìåõàíiçìó áiîõiìi÷íèõ ðåàêöié
Íåõàé çàäàíèé êîåôiöi¹íò áiîõiìi÷íîãî ðîçïàäó σ ∈ Σ := L∞(Ω) òàêèé, ùî

σ(x) ≥ σ0 ≥ 0 â Ω. (1.3.9)
Òîäi áiëiíiéíà ôîðìà s(σ; · , · ) : H ×H → R âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè

s(σ; u, v) = s(σ; v, u) ∀u, v ∈ H (ñèìåòðè÷íiñòü) ,

| s(σ; u, v)| ≤ ‖σ‖∞ ‖u‖H ‖v‖H ∀u, v ∈ H (íåïåðåðâíiñòü) ,

s(σ; v, v) ≥ 0 ∀v ∈ H (íåâiä'¹ìíiñòü) .

(1.3.10)

Âïðàâà 1.3.3. Äîâåäiòü òiëüêè ùî ñôîðìóëüîâàíó ëåìó 1.3.2.

Ëåììà 1.3.3. ïðî áiëiíiéíó ôîðìó ìåõàíiçìó êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ
Íåõàé çàäàíèé âåêòîð øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ

β ∈ B := { γ ∈ L∞(Ω)d ∩H(div; Ω) : ∇. γ = 0 â Ω }.

Òîäi áiëiíiéíà ôîðìà b ( β; · , · ) : V × V → R âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè
b (β; u, v) = −b (β; v, u) ∀u, v ∈ V (êîñîñèìåòðè÷íiñòü) ,

| b (β; u, v)| ≤ ‖ β‖B |u|V ‖v‖H

≤ l0‖ β‖B |u|V |v|V ∀u, v ∈ V (íåïåðåðâíiñòü) .

(1.3.11)
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Äîâåäåííÿ. Iç âèçíà÷åííÿ (1.3.2), óìîâè íåñòèñëèâîñòi òà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îäåð-
æèìî

b(β; u, v) :=
∫
Ω

vβ.∇u dx =
∫
Ω

v∇. (uβ) dx

= −
∫
Ω

uβ.∇v dx

= −b(β; v, u) ∀ β ∈ B ∀u, v ∈ V.

(1.3.12)

Äàëi, ëàíöþæîê îïåðàöié ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà

| b(β; u, v)| = |
∫
Ω

vβ.∇u dx| ≤
∑
i

∫
Ω

|βi|
∣∣v ∂u

∂xi

∣∣ dx

≤
∑
i

{
‖βi‖∞

∫
Ω

∣∣v ∂u

∂xi

∣∣ dx

}

≤
{ ∑

i

‖βi‖2
∞

} 1
2
{ ∑

i

(
∫
Ω

∣∣v ∂u

∂xi

∣∣ dx)2

} 1
2

≤
{ ∑

i

‖βi‖2
∞

} 1
2
{ ∑

i

∫
Ω

v2 dx
∫
Ω

| ∂u

∂xi

|2 dx

} 1
2

= ‖β‖B‖v‖H‖∇u‖H ∀ β ∈ B ∀u, v ∈ V

(1.3.13)

ïðèâîäèòü äî ïåðøî¨ ç áàæàíèõ îöiíîê ùîäî íåïåðåðâíîñòi. Ùîá ïîâíiñòþ çàâåðøèòè
äîâåäåííÿ ëåìè, ëèøà¹òüñÿ çâåðíóòèñü äî íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå-Ôðiäðiõñà (1.3.4).

Òåîðåìà 1.3.1. ïðî åíåðãåòè÷íó íîðìó çàäà÷i ìiãðóâàííÿ
Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ ëåì 1.3.1 - 1.3.3.
Òîäi áiëiíiéíà ôîðìà c( · , · ) : V × V → R âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.3.1) ïðî ìiãðóâàííÿ

ñóáñòàíöi¨ â íåñòèñëèâîìó ñåðåäîâèùi
(I) ¹ íåïåðåðâíîþ íà ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié V , áiëüø òî÷íî,

| c (u, v)| ≤
{
‖µ‖+ l0‖β‖B + l20‖σ‖∞

}
‖∇u‖H ‖∇v‖H ∀u, v ∈ V ; (1.3.14)

(II) ïîðîäæó¹ åíåðãåòè÷íó íîðìó

‖v‖V := c(v, v)
1
2 =

{
a(µ; v, v) + s(σ; v, v)

} 1
2 ∀ v ∈ V, (1.3.15)

ÿêà åêâiâàëåíòíà íîðìi | · |V ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié V .

Áiëüøå öüîãî,

µ0‖∇v‖2
H ≤ ‖v‖2

V ≤
{
‖µ‖+ l20‖σ‖∞

}
‖∇v‖2

H ∀ v ∈ V. (1.3.16)

Äîâåäåííÿ.

Âïðàâà 1.3.4.
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1.3.3 Êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i

Òåïåð ìè ãîòîâi ñôîðìóëþâàòè êëþ÷îâèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ
ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨, ÿêèé, ïî-ñóòi, âèçíà÷à¹ âñþ ïîäàëüøó ïðîãðàìó íàøîãî äîñëiäæåííÿ.
Òåîðåìà 1.3.2. ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíîãî ôîðìóëþâàííÿ

çàäà÷i ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨
Íåõàé ùîäî äàíèõ êðàéîâî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.1.1) âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùå-

ííÿ ëåì 1.3.1 - 1.3.3 i íà äîäàòîê äî öüîãî iíòåíñèâíiñòü ðîçïîäiëåíèõ äæåðåë f ∈ H =
L2(Ω).

Òîäi âiäïîâiäíà âàðiàöiéíà çàäà÷à (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (1.3.2) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V i ïðè öüîìó

‖∇u‖H ≤ l0
µ0

‖f‖H . (1.3.17)
Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà ïðèïóùåííÿ ëåì 1.3.1 - 1.3.3 áóäóòü âiðíèìè âèñíîâêè òåîðåìè
1.3.1, ÿêi çàñâiä÷óþòü, ùî áiëiíiéíà ôîðìà âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.3.1) çàäîâîëüíÿ¹ ãiïîòåçè
òåîðåìè Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà ïðî äîñòàòíi óìîâè êîðåêòíîñòi àáñòðàêòíî¨ âàðiàöié-
íî¨ çàäà÷i, äèâ., íàïðèêëàä, [?].

Ëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë l : V → R, âèçíà÷åíèé ó (1.3.2), ¹
îáìåæåíèì íà ïðîñòîði V . Öå äiéñíî òàê, îñêiëüêè

| < l, v > | = |(f, v)| ≤ ‖f‖H‖v‖H ≤ l0‖f‖H‖∇v‖H ∀v ∈ V

i, îòæå, ‖l‖∗ ≤ l0‖f‖H < +∞. Öå é äîâîäèòü ïðàâèëüíiñòü âèñíîâêó òåîðåìè.
Âïðàâà 1.3.5.

1.3.4 Çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè

Íåõàé u ∈ V ¹ ðîçâ'ÿçêîì âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðóâàííÿ (1.3.1). Ïiäñòàâèâøè â ¨¨ ðiâ-
íÿííÿ v := u i âðàõóâàâøè êîñîñèìåòðè÷íiñòü ôîðìè b(β; · , · ), çíàõîäèìî ðiâíiñòü

a(µ; u, u) + s(σ; u, u) =< l, u > (1.3.18)
àáî çãiäíî âèçíà÷åííÿ åíåðãåòè÷íî¨ íîðìè

‖u‖2
V =< l, u > . (1.3.19)

Îäåðæàíi ðiâíîñòi âèðàæàþòü ñîáîþ çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè ñóáñòàíöi¨, íàêîïè÷åíî¨ â
îáëàñòi Ω. Âîíè äîçâîëÿþòü íàäàòè ïåâíó ôiçè÷íó iíòåðïðåòàöiþ ôîðìàëüíî ââåäåíîìó
íàìè ïîíÿòþ åíåðãåòè÷íî¨ íîðìè

‖v‖V := c(v, v)
1
2 =

{
a(µ; v, v) + s(σ; v, v)

} 1
2 ∀ v ∈ V. (1.3.20)

Äiéñíî, ç îñòàííüîãî çàïèñó ïîìiòíî, ùî çíà÷åííÿ âåëè÷èíè öi¹¨ íîðìè ñêëàäà¹òüñÿ iç
äâîõ äîäàíêiâ, ïåðøèõ iç ÿêèõ iäåíòèôiêó¹ òó ÷àñòêó ìàñè ñóáñòàíöi¨, ÿêà áåðå ó÷àñòü â
ïðîöåñi äèôóçi¨, à äðóãèé � òó, ÿêà çàäiÿíà â áiîõiìi÷íèõ ðåàêöiÿõ ç åëåìåíòàìè äîâêiëëÿ.
Âiäçíà÷èìî òóò, ùî âñÿ ìàñà ñóáñòàíöi¨ ïåðåíîñèòüñÿ ðàçîì iç ÷àñòèíêàìè ñóöiëüíîãî ñåðå-
äîâèùà, ïåðåðîçïîäiëÿþ÷è ¨¨ áåç âòðàò; òîìó ïðèðîäíî, ùî áiëiíiéíà ôîðìà êîíâåêòèâíîãî
ïåðåíåñåííÿ b ( β; · , · ) : V ×V → R íå ïðèñóòíÿ ó âèçíà÷åííi åíåðãåòè÷íî¨ íîðìè (1.3.20)
� çãàäàíà íîðìà âèìiðþ¹ ëèøå âòðàòè ìàñè ñóáñòàíöi¨, ñïðè÷èíåíi ìåõàíiçìàìè äèôóçi¨
òà ðåàêöié.
Âïðàâà 1.3.6.
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1.3.5 Ãëîáàëüíà ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

ßêùî âiäîìî, ùî äàíi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðóâàííÿ (1.3.1) ìàþòü áiëüøèé çàïàñ ãëàä-
êîñòi, íiæ ìè âèìàãàëè äî öüîãî ìîìåíòó, òî ìîæíà ñïîäiâàòèñÿ, ùî é ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u ∈
V := H1

0 (Ω) ¹ áiëüø ðåãóëÿðíîþ ôóíêöi¹þ, íàïðèêëàä, íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Hs(Ω) ç
ïåâíèì s > 1.

Äiéñíî, ÿêùî ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó ìåæà Γ ¹ äîñòàòíî ãëàäêîþ êðèâîþ i
µij, βi ∈ Cs+1(Ω), σ ∈ Cs(Ω), f ∈ Hs(Ω), s = 0, 1, . . . ,

òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çíàéäåòüñÿ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî
‖u‖s+2,Ω ≤ C‖f‖s,Ω ; (1.3.21)

iíøèìè ñëîâàìè, â äàíîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.3.1) áóäå íàëåæàòè ïðîñòîðóHs+2(Ω).
Çîêðåìà, ÿêùî âñi äàíi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèìè ôóíêöiÿìè,
òî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u ∈ V ∩ C∞(Ω). Äåòàëüíèé àíàëiç öi¹¨ òà ïîäiáíèõ ñèòóàöié ðîçãëÿíóòî
Ãiëáàðãîì, Òðóäiíãåðîì.

Íèæ÷å ìè îáìåæèìîñÿ êîðîòêèì êîìåíòàðåì ñèòóàöi¨, êîëè íåäîñòàòíié çàïàñ ãëàä-
êîñòi äàíèõ çìåíøó¹ ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Âií ñïðàâäi âàæëèâèé äëÿ ïðàêòèêè
îá÷èñëåíü, îñêiëüêè
íåðåãóëÿðíiñòü øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìîæå çàíèæóâàòè
î÷iêóâàíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi éîãî ÷èñëîâèõ àïðîêñèìàöié.

ßêùî ìåæà Γ ¹ íåäîñòàòíî ãëàäêîþ (íàïðèêëàä, îáëàñòü Ω ñêëàäåíà ç ìíîãîêóòíèêiâ),
òî îöiíêà (1.3.21) ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ íàâiòü äëÿ s = 0. Êîëè ìåæà Γ ìà¹ êóòîâó òî÷êó,
òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i àáî éîãî ïîõiäíi, âçàãàëi êàæó÷è, ìàòèìóòü ñèíãóëÿðíîñòi â îêîëi öüîãî
êóòà. Áiëüø òî÷íî, ðîçâ'ÿçîê u âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.3.1) ç ãëàäêèìè äàíèìè â îêîëi êóòà
ç ðîçõèëîì ω ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó

u(r, ϕ) = rγα(ϕ) + w(r, ϕ), γ :=
π

ω
, (1.3.22)

äå α i w ¹ ðåãóëÿðíèìè ôóíêöiÿìè ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò (r, ϕ) ç öåíòðîì ó âåðøèíi ðîçãëÿ-
äóâàíîãî êóòà. ßêùî α âiäìiííà âiä òîòîæíüîãî íóëÿ, òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà óìîâè
ω > π ôóíêöiÿ âèãëÿäó (1.3.22) íå íàëåæèòü ïðîñòîðó H2(Ω); áiëüøå öüîãî,

u ∈ Hs(Ω) òîäi i ëèøå òîäi, ÿêùî s < 1 + γ = 1 +
π

ω
. (1.3.23)

Çîêðåìà, çâiäñè ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî îöiíêà (1.3.21) ëèøà¹òüñÿ âiðíîþ ç s = 0, ÿêùî
îáëàñòü Ω ¹ îïóêëèì ïîëiãîíîì (â öüîìó âèïàäêó êîæåí iç êóòiâ ω < π).
Âïðàâà 1.3.7.

1.3.6 ×óòëèâiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äî çáóðåíü äàíèõ çàäà÷i

Ïðîàíàëiçó¹ìî ìîæëèâi ïðè÷èíè âòðàòè ñòiéêîñòi (íåïåðåðâíèõ òà äèñêðåòèçîâàíèõ)
çàäà÷ ìiãðóâàííÿ ç ïîçèöié ¨õ ÷óòëèâîñòi äî çáóðåíü øâèäêîñòi ðóõó ÷àñòèíîê äîâêië-
ëÿ òà\àáî øâèäêîñòi ïåðåáiãó áiîõiìi÷íèõ ðåàêöié øëÿõîì ïîáóäîâè íàëåæíèõ àïðiîðíèõ
îöiíîê. Îñîáëèâiñòü íàøî¨ ïîáóäîâè ïîëÿãà¹ ó îá÷èñëåííi ÿâíèõ çàëåæíîñòåé òàêèõ îöi-
íîê âiä õàðàêòåðèñòèê ïàðàìåòðiâ ïðîöåñiâ ìiãðóâàííÿ òà ¨õ óçãîäæåíîñòi iç âiäîìèìè â
ãiäðîäèíàìiöi êðèòåðiÿìè ïîäiáíîñòi.
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1.×óòëèâiñòü äî êîíâåêòèâíèõ çáóðåíü

Äîáðå âiäîìî, ùî çàäà÷i ìiãðóâàííÿ ñòàþòü ñèíãóëÿðíî çáóðåíèìè çà óìîâ çíà÷íîãî
ïåðåâàæàííÿ øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ íàä øâèäêiñòþ äèôóçi¨. Âiäíîøåííÿ
çãàäàíèõ øâèäêîñòåé âiäîìå â ãiäðîäèíàìiöi ïiä íàçâîþ êðèòåðiþ ïîäiáíîñòi Ïåêëå, ÿêèé
ìè âèáåðåìî ó âèãëÿäi

Pe :=
l0‖β‖B

µ0

=
‖β‖B

µ0

l0

=
{øâèäêiñòü êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ}
{øâèäêiñòü äèôóçiéíîãî ïåðåíåñåííÿ}

. (1.3.24)

Ïðè ÷èñëàõ Ïåêëå Pe → ∞ êîíâåêòèâíå ïåðåíåñåííÿ äîìiíó¹ â ïðîöåñi ìiãðóâàííÿ ñóá-
ñòàíöi¨ é åëiïòè÷íèé îïåðàòîð çàäà÷i âèðîäæó¹òüñÿ â ãiïåðáîëi÷íèé îïåðàòîð ïåðøîãî
ïîðÿäêó. Ðîçâ'ÿçêè òàêèõ çàäà÷ áóäóòü ìiñòèòè ÷iòêî ëîêàëiçîâàíi ïðèìåæîâi òà âíóòði-
øíi øàðè, â ìåæàõ ÿêèõ íàãðîìàäæó¹òüñÿ îñíîâíà ÷àñòèíà ìàñè ñóáñòàíöi¨. Ãðàäi¹íòè
¨¨ êîíöåíòðàöi¨ â îêîëi òàêèõ øàðiâ ìîæóòü äîñÿãàòè âåëè÷åçíèõ çíà÷åíü i ñèëüíî ðiçíè-
òèñÿ çà ñâî¹þ ñòðóêòóðîþ ïðè çáóðåííÿõ âåêòîðà êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ β. Ïåâíå
óÿâëåííÿ ïðî íàñëiäêè òàêèõ çáóðåíü ïîäà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.3.3. ïðî àïðiðíi îöiíêè âïëèâó êîíâåêòèâíèõ çáóðåíü

íà ïðîöåñ ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨
Íåõàé ùîäî äàíèõ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè

ñêëàäíèêàìè (1.3.2) âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 1.3.1 i u ∈ V - ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç u∗ ∈ V ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ç âåêòîðîì êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ β = 0.

Òîäi áóäóòü iñòèííèìè òàêi òâåðäæåííÿ.
(I)

‖u‖V ≤ ‖u∗‖V ∀ β ∈ B. (1.3.25)
(II)

‖u∗‖2
V − ‖u‖2

V = b(β; u, u∗) ≥ 0 ∀ β ∈ B. (1.3.26)
(III)

‖u∗ − u‖V

‖u∗‖V

≤ Pe ∀ β ∈ B. (1.3.27)

Äîâåäåííÿ. ßêùî u∗ ∈ V � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìiãðóâàííÿ çà âiäñóòíîñòi êîíâåêòèâíîãî
ïåðåíåñåííÿ, òîáòî ïðè β = 0, òî

a(µ; u∗, v) + s(σ; u∗, v) =< l, v > ∀ v ∈ V (1.3.28)
i

|∇u∗|H ≤ µ−1
0 |f |H .

Ïî÷ëåííå âiäíiìàííÿ ðiâíÿíü (1.3.1) òà (1.3.28) ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòi
b(β; u, v) = a(µ; u∗ − u, v) + s(σ; u∗ − u, v) ∀ v ∈ V, (1.3.29)

íà ÿêié i ãðóíòó¹òüñÿ íàøå äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè.
Äiéñíî, ïiäñòàíîâêà v = u â (1.3.29) ïîêàçó¹, ùî

‖u‖2
V = a(µ; u∗, u) + s(σ; u∗, u), (1.3.30)

çâiäêè çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà ïðèõîäèìî äî îöiíêè (1.3.25).
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Ïîäiáíèì ÷èíîì (1.3.29) ç v = u + u∗ ïiñëÿ âðàõóâàííÿ êîñîñèìåòðè÷íîñòi áiëiíiéíî¨
ôîðìè êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ ïðèâîäèòü äî

b(β; u, u + u∗) = b(β; u, u∗) = ‖u∗‖2
V − ‖u‖2

V ∀ β ∈ B. (1.3.31)
Îäåðæàíà ðiâíiñòü ðàçîì iç (1.3.25) âñòàíîâëþ¹ iñòèííiñòü (1.3.26).

Íàðåøòi, â ðiâíÿííi (1.3.29) ïîêëàäåìî v = u∗− u; òîäi íà îñíîâi åêâiâàëåíòíîñòi íîðì
‖u∗ − u‖2

V = b(β; u, u∗ − u)

= −b(β; u∗ − u, u∗) ≤ ‖β‖B‖∇(u∗ − u)‖H‖u∗‖H

≤ l0‖β‖B‖∇(u∗ − u)‖H‖∇u∗‖H

≤ l0‖β‖B
µ0

‖u∗ − u‖V ‖u∗‖V ∀ β ∈ B

(1.3.32)

i ïiñëÿ î÷åâèäíîãî ñïðîùåííÿ ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó (1.3.27).
Íàñëiäîê 1.3.1. ïðî ÷óòëèâiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìiãðóâàííÿ

äî çáóðåíü âåêòîðà êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ
Íåõàé âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 1.3.3.
Òîäi âiäíîñíå âiäõèëåííÿ êîíöåíòðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ äîïóñêà¹ íàñòóïíó îöiíêó

‖∇(u∗ − u)‖H

‖∇u∗‖H

≤ Pe ∀ β ∈ B. (1.3.33)

Âïðàâà 1.3.8. Ñêîðèñòàâøèñü (1.3.32) òà åêâiâàëåíòíiñòþ åíåðãåòè÷íî¨ íîðìè ‖v‖V i
‖∇v‖H , ïåðåêîíàéòåñü ó ïðàâèëüíîñòi íàñëiäêó 1.3.1.

Íàñëiäîê 1.3.2. ïðî îðòîãîíàëüíiñòü ðîçâ'ÿçêó çáóðåíî¨ çàäà÷i
Ðîçâ'ÿçîê çáóðåíî¨ çàäà÷i îðòîãîíàëüíèé (âiäíîñíî åíåðãåòè÷íîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó)

äî âiäõèëåííÿ i ïðè öüîìó âiðíà ðiâíiñòü Ïiôàãîðà

‖u∗‖2
V = ‖u‖2

V + ‖u∗ − u‖2
V ∀ β ∈ B. (1.3.34)

Âïðàâà 1.3.9. Ñêîðèñòàâøèñü (1.3.29) , ïåðåêîíàéòåñü ó ïðàâèëüíîñòi íàñëiäêó 1.3.2.

Íàñëiäîê 1.3.3. ïðî âiäíîñíå âiäõèëåííÿ êîíöåíòðàöié,
çóìîâëåíå ðiçíèöåþ âåêòîðiâ êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {un} ⊂ V âèçíà÷à¹ íàáið ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ìiãðàöi¨
ñóáñòàíöi¨, ÿêi ðiçíÿòüñÿ ìiæ ñîáîþ ëèøå âåêòîðàìè øâèäêîñòåé êîíâåêòèâíîãî ïåðå-
íåñåííÿ {βn} ⊂ B.

Òîäi âiäíîñíå âiäõèëåííÿ êîíöåíòðàöié äîïóñêà¹ íàñòóïíó îöiíêó

‖un − um‖V

‖um‖V

≤ l0‖βn − βm‖B
µ0

∀ βn, βm ∈ B. (1.3.35)

Âïðàâà 1.3.10. Ïîêàæiòü, ùî

b(βn − βm; un, v)− b(βm; un − um, v)

= a(µ; un − um, v) + s(σ; un − um, v) ∀ v ∈ V,
(1.3.36)

i äîâåäiòü íàñëiäîê 1.3.3.
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2.×óòëèâiñòü äî çáóðåíü áiîõiìi÷íîãî ðîçïàäó

Ïðîàíàëiçó¹ìî çìiíè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ìiãðóâàííÿ âíàñëiäîê çáóðåííÿ ¨¨ êîåôiöi¹íòà
áiîõiìi÷íîãî ðîçïàäó σ = σ(x) çà äîïóùåííÿ, ùî óìîâè êîíâåêòèâíîãî òà äèôóçiéíîãî
ïåðåíåñåííÿ ñóáñòàíöi¨ çàëèøàþòüñÿ ñòàëèìè äëÿ îáîõ ïðîöåñiâ. Â öié ñèòóàöi¨ âàæëèâå
çíà÷åííÿ ìàþòü êðèòåði¨ ïîäiáíîñòi Ôóð'¹ òà Ñòðóõàëÿ.
Òåîðåìà 1.3.4. ïðî àïðiðíi îöiíêè âïëèâó áiîõiìi÷íèõ çáóðåíü

íà ïðîöåñ ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨
Íåõàé ùîäî äàíèõ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè

ñêëàäíèêàìè (1.3.2) âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 1.3.1 i u ∈ V - ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç u∗ ∈ V ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìiãðóâàííÿ ç êîåôiöi¹íòîì áiîõiìi÷íîãî ðîçïàäó
σ = 0.

Òîäi áóäóòü iñòèííèìè òàêi îöiíêè âiäíîñíèõ âiäõèëåíü:
(I)

‖u∗ − u‖V

‖u∗‖V

≤ 1

Fu
= ShPe ∀σ ∈ Σ. (1.3.37)

(II)
‖∇u∗‖H − ‖∇u‖H

‖∇u‖H

≤ 1

Fu
+ 2Pe = {2 + Sh}Pe ∀σ ∈ Σ. (1.3.38)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ðiçíèöÿ çãàäàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ u∗ − u çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-
íÿííÿ

b(β; u∗ − u, v) + a(µ; u∗ − u, v) = s(σ; u, v) ∀ v ∈ V. (1.3.39)
Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè v = u∗ − u, îäåðæèìî îöiíêè

‖u∗ − u‖2
V = s(σ; u∗, u∗ − u)

≤ ‖σ‖‖u∗‖H‖u∗ − u‖H

≤ l20‖σ‖
µ0

‖u∗‖V ‖u∗ − u‖V ,

(1.3.40)

ÿêi é ïðèâîäÿòü íàñ äî áàæàíî¨ íåðiâíîñòi (1.3.37).
Áåçïîñåðåäíüî iç íàâåäåíîãî âèùå äîâåäåííÿ îäåðæó¹ìî

Íàñëiäîê 1.3.4.

‖∇(u∗ − u)‖H

‖∇u∗‖H

≤ 1

Fu
= ShPe ∀σ ∈ Σ. (1.3.41)

1.4 Êëàñè÷íi àïðîêñèìàöi¨ Ãàëüîðêiíà

Îñíîâíà iäåÿ ìåòîäó Ãàëüîðêiíà ïîëÿãà¹ â ïåðåíåñåííi ðîçâ'ÿçóâàííÿ âàðiàöiéíî¨ çà-
äà÷i (1.3.2) ç íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié V â íàëåæíèì ÷èíîì
âèáðàíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið Vh ⊂ V . Íà öüîìó øëÿõó ìè äîñÿãà¹ìî âåëè÷åçíî-
ãî ñïðîùåííÿ: âàðiàöiéíà çàäà÷à âðåøòi-ðåøò ïåðåôîðìóëüîâó¹òüñÿ â çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè
àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêèõ ¹ äîáðå ðîçâèíåíèìè i ðåàëiçîâàíèìè â
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ïîòóæíèõ ïàêåòàõ ïðîãðàì. Çà íàäàíi íàì ìîæëèâîñòi ïîòðiáíî ðîçðàõîâóâàòèñÿ � çà-
ìiñòü òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈ V âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìè îäåðæó¹ìî ëèøå uh ∈ Vh, òå, ùî ç
íàéêðàùèõ ìiðêóâàíü ìîæíà íàçâàòè "íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì" öi¹¨ çàäà÷i â ïðîñòîði V .

ßê òiëüêè ìè îá÷èñëèëè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i, îäðàçó âèíèêà¹
äîðå÷íå çàïèòàííÿ ïðî ÿêiñòü öüîãî ðåçóëüòàòó i òóò êðèòåði¹ì äëÿ îá'¹êòèâíèõ îöiíîê
ìîæå ñëóãóâàòè íàäiéíèé àíàëiç ïîõèáêè

e := u− uh ∈ V

çíàéäåíîãî íàáëèæåííÿ.

1.4.1 Àáñòðàêòíà ñõåìà ìåòîäó

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ {Vh} ç ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ
ôóíêöié V òàêó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó ïîâíîòè dimVh = N(h) = N →∞ ïðè h → 0,⋃

h>0

Vh ùiëüíî âêëàäåíå â V.
(1.4.1)

Íèæ÷å êîæåí iç ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ Vh ⊂ V áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòîðîì
àïðîêñèìàöié ñõåìè Ãàëüîðêiíààáî êîðîòøå ïðîñòîðîì àïðîêñèìàöié.

Äàëi, äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h > 0 âèçíà÷èìî
àïðîêñèìàöiþ Ãàëüîðêiíà uh â ïðîñòîði Vh ÿê ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíî¨ çàäà÷i{

çíàéòè uh ∈ Vh òàêó, ùî
c(uh, v) =< l, v > ∀v ∈ Vh.

(1.4.2)

Õî÷à ôîðìóëþâàííÿ äèñêðåòèçîâàíî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi (1.4.2) íå ïiäêàçó¹ ÿâíî ñïîñîáó
êîíñòðóêòèâíîãî âiäøóêàííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó, ñõåìà Ãàëüîðêiíà, ÿê íåçàáàðîì áóäå ïîêàçàíî
íèæ÷å(äèâ. ï.1.6.5), íàäà¹ åôåêòèâíèé àëãîðèòì éîãî îá÷èñëåííÿ ÿê òiëüêè çàôiêñîâàíî
áóäü-ÿêèé iç áàçèñiâ ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié.

Îñêiëüêè ñõåìà Ãàëüîðêiíà ëèøå ïåðåíîñèòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i â ïåâíèì
÷èíîì âèáðàíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié, òî ç îãëÿäó
íà òåîðåìó 1.3.2 ïåðåêîíó¹ìîñÿ â iñòèííîñòi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ, ÿêå äåìîíñòðó¹, ùî
öÿ ïðîöåäóðà çáåðiãà¹ ôóíäàìåíòàëüíi âëàñòèâîñòi âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.
Òåîðåìà 1.4.1. ïðî êîðåêòíiñòü äèñêðåòèçîâàíèõ çà Ãàëüîðêiíèì

âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨
Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ãiïîòåçè òåîðåìè 1.3.2 ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìi-

ãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (1.3.2).
Òîäi êîæíà äèñêðåòèçîâàíà çà Ãàëüîðêiíèì çàäà÷à (1.4.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê uh ∈

Vh i ïðè öüîìó

‖∇uh‖H ≤ l0
µ0

‖f‖H ∀h > 0. (1.4.3)
Òåïåð, êîëè ìè ïåðåêîíàëèñÿ ó îäíîçíà÷íié ðîçâ'ÿçóâàíîñòi äèñêðåòèçîâàíèõ çà Ãà-

ëüîðêiíèì âàðiàöiéíèõ çàäà÷, ñàìå ÷àñ ðîçãëÿíóòè öþ ñõåìó ç ïîçèöié ñòiéêîñòi, àïðîêñè-
ìàòèâíîñòi i çáiæíîñòi3.

3Íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî çíàìåíèòî¨ òåîðåìè Ôiëiïîâà-Ëàêñà iç âëàñòèâîñòåé ñòiéêîñòi òà àïðîêñèìàòèâ-
íîñòi ÷èñëîâî¨ ñõåìè âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ¨¨ íàáëèæåíü äî øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.
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1.4.2 Còiéêiñòü ïîñëiäîâíîñòi àïðîêñèìàöié

Çàðàç ìè ïåðåôîðìóëþ¹ìî âèñíîâîê òåîðåìè 1.4.1 ïðî êîðåêòíiñòü äèñêðåòèçîâàíèõ
çàäà÷ (1.4.2) â òåðìiíàõ îäíîãî iç ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîíÿòü îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè,
à ñàìå, ïîíÿòòÿ ñòiéêîñòi ÷èñëîâî¨ ñõåìè.
Íàñëiäîê 1.4.1. ïðî ñòiéêiñòü ñõåìè Ãàëüîðêiíà

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ãiïîòåçè òåîðåìè 1.3.2 ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìi-
ãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (1.3.2) i u ∈ V - ¨¨ ðîçâ'ÿçîê.
Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà {uh} ⊂ V ïîáóäîâàíà iç
ðîçâ'ÿçêiâ äèñêðåòíèõ çàäà÷ (1.4.2) ïðè h → 0.

Òîäi ñõåìà Ãàëüîðêiíà ñòiéêà, iíøèìè ñëîâàìè, ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ àïðîêñèìàöié {uh} ⊂
V óòâîðþ¹ îáìåæåíó ìíîæèíó â ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié V i ïðè öüîìó ìà¹ ìà¹
ìiñöå îöiíêà (1.4.3).

Âïðàâà 1.4.1. Íåõàé u ∈ V - òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.3.1). Äîâåäiòü, ùî

‖∇uh‖H ≤ ‖∇u‖H ∀h > 0. (1.4.4)
Âïðàâà 1.4.2. Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòîðiâ àïðîêñèìàöié {V n} ç âëàñòèâiñòþ

V 1 ⊂ V 2 ⊂ . . . ⊂ V n ⊂ V n+1 ⊂ . . . ⊂ V

i íåõàé un ∈ V n, n = 1, 2, . . . , - çíàéäåíà â íèõ ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà.
Ïåðåêîíàéòåñü, ùî

‖∇un‖H ≤ ‖∇un+1‖H ≤ . . . ≤ ‖∇u‖H ∀n ∈ N. (1.4.5)
i

‖∇un‖H → ‖∇u‖H ðàçîì iç h → 0. (1.4.6)
Îòæå, ñõåìà Ãàëüîðêiíà äîçâîëÿ¹ îäíîçíà÷íî ïîáóäóâàòè îáìåæåíó íåñêií÷åííó ïîñëi-

äîâíiñòü íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {uh}h>0 ⊂ V âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) -
(1.3.2). Äîáðå âiäîìî, ùî ç òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà âèáðàòè õî÷à á îäíó çáiæíó ïiäïîñëi-
äîâíiñòü. Àëå ÷è áóäå ¨¨ ãðàíèöÿ ðîçâ'ÿçêîì âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i? ßê ìè ïîáà÷èìî
íèæ÷å, äëÿ ñòâåðæóâàëüíî¨ âiäïîâiäi îäíi¹¨ ñòiéêîñòi ñõåìè çàìàëî - ïîòðiáíà ùå ïîòåí-
öiàëüíà ìîæëèâiñòü ñõåìè ÿê çàâãîäíî òî÷íî âiäòâîðþâàòè áóäü-ÿêèé åëåìåíò ïðîñòîðó
äîïóñòèìèõ ôóíêöié. Öþ âëàñòèâiñòü ìè áóäåìî íàçèâàòè àïðîêñèìàòèâíiñòþ ÷èñëîâî¨
ñõåìè.

1.4.3 Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi àïðîêñèìàöié

Ìè ðîçïî÷íåìî ç âàæëèâîãî äîïîìiæíîãî òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1.4.2. ïðî âëàñòèâîñòi ïîõèáêè ñõåìè Ãàëüîðêiíà

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ãiïîòåçè òåîðåìè 1.3.2 ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìi-
ãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (1.3.2) i u ∈ V - ¨¨ ðîçâ'ÿçîê.
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Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà {uh} ⊂ V ïîáóäîâàíà iç
ðîçâ'ÿçêiâ äèñêðåòíèõ çàäà÷ (1.4.2) ïðè h → 0.

Òîäi ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ Ãàëüîðêiíà

eh := u− uh ∈ V

"îðòîãîíàëüíà"4 äî âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié Vh,

c(u− uh, v) = 0 ∀v ∈ Vh ∀h > 0. (1.4.7)
Áiëüøå öüîãî,

‖u− uh‖V ≤ inf
v∈Vh

‖u− v‖V +
‖β‖
√

µ0

inf
v∈Vh

‖u− v‖H ∀h > 0 (1.4.8)

àáî â iíøié ðåäàêöi¨

‖∇(u− uh)‖H ≤

{
‖µ‖
µ0

+ ShPe

} 1
2

inf
v∈Vh

‖∇(u− v)‖H +
‖β‖
µ0

inf
v∈Vh

‖u− v‖H ∀h > 0. (1.4.9)

Äîâåäåííÿ. Îðòîãîíàëüíiñòü àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà, çàïèñàíà ðiâíÿííÿì (1.4.7), âñòà-
íîâëþ¹òüñÿ ïî÷ëåííèì âiäíiìàííÿì ðiâíÿíü âàðiàöiéèõ çàäà÷ (1.3.1) i (1.4.2) ç áóäü-ÿêèì
v ∈ Vh.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îðòîãîíàëüíiñòü ïîõèáêè àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà, íåðiâíiñòü Êîøi-
Áóíÿêîâñüêîãî -Øâàðöà i ïiäïîðÿäêîâàíiñòü íîðì

√
µ0‖∇(u− uh)‖H ≤ ‖u− uh‖V (1.4.10)

îá÷èñëþ¹ìî îöiíêè
‖u− uh‖2

V := c(u− uh, u− uh)

= c(u− uh, u− v − (uh − v)) = c(u− uh, u− v)

= a(µ; u− uh, u− v) + s(σ; u− uh, u− v) + b(β; u− uh, u− v)

≤ ‖u− uh‖V ‖u− v‖V + ‖β‖‖∇(u− uh)‖H‖u− v‖H

≤ ‖u− uh‖V ‖u− v‖V +
‖β‖
√

µ0

‖u− uh‖V ‖u− v‖H ∀ v ∈ Vh,

(1.4.11)

çâiäêè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó (1.4.8).
Òåîðåìà 1.4.3. ïðî çáiæíiñòü ñõåìè Ãàëüîðêiíà

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ãiïîòåçè òåîðåìè 1.3.2 ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìi-
ãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (1.3.2) i u ∈ V - ¨¨ ðîçâ'ÿçîê.
Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà {uh} ⊂ V ïîáóäîâàíà â
ïðîñòîðàõ àïðîêñèìàöié {Vh}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíié óìîâi àïðîêñèìàòèâíîñòi

∀v ∈ V inf
vh∈Vh

‖∇(v − vh)‖H → 0 ðàçîì iç h → 0. (1.4.12)
Òîäi ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà {uh} ⊂ V çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó u ∈ V

âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ (1.3.1), òîáòî

‖∇(u− uh)‖H → 0 ðàçîì iç h → 0. (1.4.13)
4Öÿ ïîõèáêà îðòîãîíàëüíà äî ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié â çâèêëîìó ðîçóìiííi ëèøå òîäi, êîëè áiëiíiéíà

ôîðìà c( · , · ) : V × V → R ¹ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íà ïðîñòîði V .
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Äîâåäåííÿ. Òiëüêè ùî îòðèìàíà íåðiâíiñòü (1.4.9) òà ùiëüíiñòü (÷è àïðîêñèìàòèâíiñòü)
ïðîñòîðiâ àïðîêñèìàöié, ÿêó âèðàæà¹ ïðèïóùåííÿ (1.4.12), äîçâîëÿ¹ ïðèéòè äî âèñíîâêó,
ùî

‖∇(u− uh)‖H ≤
{‖µ‖

µ0

+ (1 + Sh)Pe
}

inf
vh∈Vh

‖∇(u− vh)‖H → 0 ðàçîì iç h → 0. (1.4.14)

Öå é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
Êîðèñòóþ÷èñü íàãîäîþ, âiäçíà÷èìî, ùî îäåðæàíà íàìè â ïðîöåñi äîâåäåíÿ îöiíêà (??)

íåäâîçíà÷íî ïîïåðåäæà¹, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà ìîæå áóòè
äóæå ïîâiëüíîþ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨. Öå âëàñíå òîé
âèïàäîê, êîëè êðèòåðié ïîäiáíîñòi Ïåêëå Pe → ∞ àáî êðèòåðié Ñòðóõàëÿ Sh → ∞ àáî
÷èñëî îáóìîâëåíîñòi ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ cond(µ) := ‖µ‖µ−1

0 →∞.
Íà ïðîòèâàãó öié ñèòóàöi¨, íàïðèêëàä, ïðè êðèòåði¨ Ïåêëå Pe = 0, çáiæíîñòü ñõåìè

Ãàëüîðêiíà ìîæå ñòàòè äóæå øâèäêîþ. ×îìó öå òàê?
Âïðàâà 1.4.3. Äàéòå âiäïîâiäü íà îñòàíí¹ çàïèòàííÿ.

1.4.4 Ïîáóäîâà äèñêðåòíèõ ðiâíÿíü

Ïðîàíàëiçó¹ìî, â ÿêèé ñïîñiá çíàõîäèòüñÿ äîâiëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi àïðîêñèìàöié
Ãàëüîðêiíà.

Çàôiêñó¹ìî êîíêðåòíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h > 0 i äåòàëiçó¹ìî ñòðóêòóðó
äèñêðåòèçîâàíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.4.2). Ç öi¹þ ìåòîþ âèáåðåìî áóäü-ÿêèé áàçèñ

φ1(x), . . . , φN(x), N = N(h) := dimVh,

ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié Vh i ïîáóäó¹ìî íàñòóïíó ìàòðèöþ Ãðàìà G = {gij}N
i,j=1 öi¹¨ ñèñòåìè

gij :=

∫
Ω

∇φi .∇φj dx i, j = 1, . . . , N. (1.4.15)

Âïðàâà 1.4.4. Äîâåäiòü, ùî áiëiíiéíà ôîðìà

g(u, v) :=

∫
Ω

∇u .∇v dx ∀u, v ∈ V (1.4.16)

âèçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié V .

Âiäçíà÷èìî òóò, ùî âíàñëiäîê ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi åëåìåíòiâ áàçèñó {φi} ìàòðèöÿ
Ãðàìà G äîäàòíî âèçíà÷åíà, òîáòî, çíàéäåòüñÿ γ0 = const > 0 òàêà, ùî

ξ. Gξ :=
N∑

i,j=1

gijξiξj ≥ γ0‖ξ‖2
RN ∀ξ = {ξi}N

i=1 ∈ RN . (1.4.17)

Îñêiëüêè øóêàíà àïðîêñèìàöiÿ Ãàëüîðêiíà uh íàëåæèòü äî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðî-
ñòîðó Vh, òî âîíà îäíîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ éîãî áàçèñó

uh(x) :=
N∑

j=1

qjφj(x) ∀h > 0 (1.4.18)



1.4. Êëàñè÷íi àïðîêñèìàöi¨ Ãàëüîðêiíà 27

ç íåâiäîìèìè ïîêè ùî êîåôiöi¹íòàìè
q = (q1, . . . , qN).

Äëÿ ¨õíüîãî âiäøóêàííÿ ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ñèñòåìó iç N àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü.
Ùîá ïîáóäóâàòè ðiâíÿííÿ òàêîãî ñîðòó, ïiäñòàâèìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ (1.4.18) ó âàðià-

öiéíå ðiâíÿííÿ çàäà÷i (1.4.2) i ïiñëÿ öüîãî ïîñëiäîâíî ïðèéìåìî â íèõ v := φ1(x), . . . , φN(x);
â ðåçóëüòàòi íåâåëè÷êèõ ïåðåòâîðåíü ìè ïðèâåäåìî äèñêðåòèçîâàíó âàðiàöiéíó çàäà÷ó
(1.4.2) äî çàäà÷i ëiíiéíî¨ àëãåáðè âèãëÿäó

çíàéòè âåêòîð q = {qi}N
i=1 ∈ RN òàêèé, ùî

N∑
j=1

c(φj, φi)qj =< l, φi > i = 1, . . . , N.
(1.4.19)

Îñêiëüêè îäåðæàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ¹ ëèøå iíøîþ ôîðìîþ çàïèñó
êîðåêòíî ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i ñõåìè Ãàëüîðêiíà (1.4.2), òî

çàäà÷à (1.4.19) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê q ∈ RN ,
ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ¨¨ äàíèõ.

Âïðàâà 1.4.5. Äîâåäiòü, ùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi C = {c(φj, φi)}N
j,i=1 ñèñòåìè ðiâíÿíü

Ãàëüîðêiíà (1.4.19) âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Âiäçíà÷èìî òóò, ùî ìíîæèíà äàíèõ äèñêðåòíî¨ çàäà÷i ïîâíiñòþ óñïàäêîâó¹ äàíi íåïå-
ðåðâíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.3.1) i äîïîâíþ¹ ¨õ áàçèñîì {φi}N

i=1 ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié Vh.
Âëàñíå êîíêðåòíèé âèáið áàçèñó ìîæå â öiëîìó ïîñëàáèòè íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü àïðîêñè-
ìàöié Ãàëüîðêiíà uh ∈ Vh âiä äàíèõ çàäà÷i àáî, â òåðìiíîëîãi¨ ÷èñëîâîãî àíàëiçó, ïîñëàáèòè
ñòiéêiñòü ÷èñëîâèõ àïðîêñèìàöié. Â öüîìó êîíòåêñòi ñòà¹ çðîçóìiëèì, ùî âðåøòi-ðåøò ïî-
ãiðøåííÿ ÿêîñòi çíàéäåíèõ íàáëèæåíü ñëiä øóêàòè â íàêîïè÷åííi ïîõèáîê àðèôìåòè÷íèõ
îïåðàöié, ÿêi âèêîíóþòüñÿ êîìï'þòåðîì iç íåìèíó÷èì çàîêðóãëåííÿì ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi
ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (1.4.19).

1.4.5 Îáóìîâëåíiñòü ìàòðèöi äèñêðåòíèõ ðiâíÿíü

Äîáðå âiäîìî, ùî òî÷íiñòü îá÷èñëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü
ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè ÷èñëà îáóìîâëåíîñòi ¨ ¨ ìàòðèöi C, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

cond(C) := ‖C‖‖C−1‖.

×èì áiëüøå çíà÷åííÿ ÷èñëà îáóìîâëåíîñòi ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü, òèì áiëüøå ïðîÿâëÿ-
¹òüñÿ âïëèâ ïîõèáîê çàîêðóãëåííÿ íà ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííi ïðÿìèìè ÷è iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè
ëiíiéíî¨ àëãåáðè; òàê, ïðè äîñòàòíî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ cond(C) ìîæóòü òðàïëÿòèñü âèïàä-
êè, êîëè çíàéäåíèé ðîçâ'ÿçîê íå ìà¹ íi÷îãî ñïiëüíîãî ç òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i. Òîìó
ñèñòåìè ðiâíÿíü ç òàêèìè ìàòðèöÿìè íàçèâàþòü ïîãàíî îáóìîâëåíèìè.

Â çâ'ÿçêó ç öèì êîðèñíó õàðàêòåðèñòèêó ñòðóêòóðè ðiâíÿíü (1.4.19) ñõåìè Ãàëüîðêiíà
ïîäà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.4.4. ïðî âëàñòèâîñòi ìàòðèöi

ñèñòåìè ðiâíÿíü Ãàëüîðêiíà
Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ãiïîòåçè òåîðåìè 1.3.2 ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìi-

ãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (1.3.2).
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Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h > 0
(I) ìàòðèöÿ C := {c(φi, φj)}N

i,j=1 ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ñõåìè Ãà-
ëüîðêiíà (1.4.19) äîäàòíî âèçíà÷åíà 5, áiëüø òî÷íî,

ξ. Cξ ≥ µ0γ0‖ξ‖2
RN ∀ξ = {ξi}N

i=1 ∈ RN , (1.4.20)
äå ñòàëi µ0, γ0 > 0 õàðàêòåðèçóþòü åëiïòè÷íiòü ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ {µij}d

i,j=1

òà ìàòðèöi Ãðàìà G := {(∇φi,∇φj)}N
i,j=1 âèáðàíîãî áàçèñó ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié Vh

âiäïîâiäíî;
(II) ÷èñëî îáóìîâëåíîñòi ìàòðèöi C ñèñòåìè (1.4.19) çàëåæèòü âiä äàíèõ âèõiäíî¨

âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i òà âèáîðó áàçèñó {φi}N
i=1 ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié íàñòóïíèì ÷èíîì

cond(C) =
‖c‖
µ0

‖G‖
γ0

≤

{
‖µ‖
µ0

+
l0‖β‖B

µ0

+
l20‖σ‖∞

µ0

}
‖G‖
γ0

=

{
‖µ‖
µ0

+ (1 + Sh)Pe

}
cond(G).

(1.4.21)

Äîâåäåííÿ. Ëàíöþæîê ïåðåòâîðåíü

ξ. Cξ =
N∑

i,j=1

c(φi, φj)ξiξj = c(
N∑

i=1

ξiφi,
N∑

j=1

ξjφj)

≥ µ0‖
N∑

i=1

ξi∇φi‖2
H = µ0

N∑
i,j=1

ξiξj

∫
Ω

∇φi .∇φj dx

= µ0

N∑
i,j=1

gijξiξj ≥ µ0γ0‖ξ‖2
RN ∀ξ = {ξi}N

i=1 ∈ RN

(1.4.22)

äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè.
Äðóãà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 1.3.1 ïðî åíåðãåòè÷íó íîðìó i òàêèõ

îöiíîê

ξ. Cξ =
N∑

i,j=1

c(φi, φj)ξiξj = c(
N∑

i=1

ξiφi,
N∑

j=1

ξjφj)

≤
{
‖µ‖+ l20‖σ‖∞

}
‖

N∑
i=1

ξi∇φi‖2
H

=
{
‖µ‖+ l20‖σ‖∞

} N∑
i,j=1

gijξiξj =
{
‖µ‖+ l20‖σ‖∞

}
ξ. Gξ

≤
{
‖µ‖+ l20‖σ‖∞

}
‖G‖ξ‖2

RN ∀ξ = {ξi}N
i=1 ∈ RN

(1.4.23)

Îäåðæàíà íàìè îöiíêà (1.4.21) ñâiä÷èòü, ùî ïðè÷èíàìè ïîãàíî¨ îáóìîâëåíîñòi ñèñòåìè
ðiâíÿíü Ãàëüîðêiíà (1.4.19) ìîæóòü âèñòóïàòè:

1. âåëèêi çíà÷åííÿ ÷èñëà îáóìîâëåíîñòi ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ µ ñóáñòàíöi¨;
5Çîêðåìà, äîäàòíà âèçíà÷åíiñòü ìàòðèöi ãàðàíòó¹, ùî ¨¨ êîæíå âëàñíå ÷èñëî ìà¹ äîäàòíó äiéñíó ÷à-

ñòèíó.
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2. âåëèêi çíà÷åííÿ êðèòåði¨â ïîäiáíîñòi Ïåêëå òà/àáî Ñòðóõàëÿ äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî
ïðîöåñó ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨;

3. âåëèêi çíà÷åííÿ ÷èñëà îáóìîâëåíîñòi ìàòðèöi Ãðàìà G, óòâîðåíî¨ âèáðàíèìè áàçè-
ñíèìè ôóíêöiÿìè φi ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié.

ßêùî ïåðøi äâà ôàêòîðè çóìîâëåíi îá'¹êòèâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðîçãëÿäóâàíîãî
ïðîöåñó ìiãðóâàííÿ ñóáñòàíöi¨, òî îñòàííié ñëiä ðîçãëÿäàòè ÿê çàñòåðåæåííÿ ùîäî íàñëiä-
êiâ íàøîãî ñóá'¹êòèâíîãî âèáîðó ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié ñõåìè Ãàëüîðêiíà. Â öüîìó êîí-
òåêñòi âiäìiííi ïðèêëàäè ïîáóäîâè áàçèñiâ ïðîñòîðiâ àïðîêñèìàöié íàäàþòü ðiçíîìàíiòíi
ñõåìè ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

1.4.6 Äåêîìïîçèöiÿ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i

Íà öüîìó åòàïi ñòà¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî ñõåìà Ãàëüîðêiíà çäiéñíþ¹ äåêîìïîçèöiþ
ðîçâ'ÿçêó u ∈ V âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ (1.3.1) äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó

u := uh + eh,

äå eh � ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ Ãàëüîðêiíà uh ∈ Vh. Îñêiëüêè îñòàííÿ îðòîãîíàëüíà äî
ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié Vh, òî, ââîäÿ÷è éîãî äîïîâíåííÿ

E := V \Vh,

çàäà÷ó ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) ìîæíà êîíêðåòèçóâàòè äî òàêî¨ ñèñòåìè âàðiàöiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

çàäàíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h > 0;
çíàéòè u := uh + eh ∈ Vh ⊕ E òàêèé, ùî

c(uh, v) =< l, v > ∀v ∈ Vh,

c(uh, w) + c(eh, w) =< l, w > ∀w ∈ E .

(1.4.24)

Ñòðóêòóðà íàâåäåíî¨ íàìè äåêîìïîçèöi¨ íàî÷íî ïîêàçó¹, ùî ñõåìà Ãàëüîðêiíà ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.3.1) iãíîðó¹ íàÿâíiñòü äðóãîãî ðiâíÿííÿ â ñè-
ñòåìi (1.4.24), äîñÿãàþ÷è â öåé ñïîñiá îá÷èñëþâàëüíî¨ åôåêòèâíîñòi ó âiäøóêàííi ¨¨ íàáëè-
æåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïîðÿä ç öèì çãàäàíå ðiâíÿííÿ çàñëóãîâó¹ íà óâàãó, ÿêùî ìè ñòàâèìî
ñîái ìåòó âiäøóêàòè ïåâíi àïîñòåðiðíi õàðàêòåðèñòèêè ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ Ãàëüîðêiíà.

Äiéñíî, ÿêùî àïðîêñèìàöiÿ Ãàëüîðêiíà uh ∈ Vh îá÷èñëåíà iç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (1.4.24),
òî äðóãå ç íèõ äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè çàäà÷ó ïðî ïîõèáêó ñõåìè Ãàëüîðêiíà:

çàäàíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h > 0
òà àïðîêñèìàöiþ Ãàëüîðêiíà uh ∈ Vh;

çíàéòè ïîõèáêó eh ∈ E òàêó, ùî

c(eh, ε) =< l, ε > −c(uh, ε) ∀ε ∈ E .

(1.4.25)

Äàëi ùîéíî ïîáóäîâàíà çàäà÷à ïðî ïîõèáêó àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà (1.4.25) áóäå ñëó-
ãóâàòè íàì îñíîâîþ äëÿ ðîçâèòêó ñòàáiëiçîâàíèõ òà àäàïòèâíèõ ñõåì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèí-
ãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨.
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1.4.7 Ôóíêöiîíàë äæåðåë ïîõèáîê

Ôóíêöiîíàë ρ(uh) : V → R ðiâíÿííÿ çàäà÷i ïðî ïîõèáêó (1.4.25) , âèçíà÷åíèé çãiäíî
ïðàâèëà

v → < ρ(uh), v > :=< l, v > −c(uh, v), ∀v ∈ V (1.4.26)
÷àñòî íàçèâàþòü ôóíêöiîíàëîì äæåðåë ïîõèáîê ñõåìè Ãàëüîðêiíà. Ìîòèâàöi¹þ òàêî¨ íàçâè
ñëóãó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.4.5. ïðî ôóíêöiîíàë äæåðåë ïîõèáîê
ñõåìè Ãàëüîðêiíà

Íåõàé âàðiàöiéíà çàäà÷à ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè
(1.3.2) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà i u ∈ V - ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî àïðîêñèìàöiÿ
Ãàëüîðêiíà uh ∈ Vh ïîáóäîâàíà ÿê ðîçâ'ÿçîê äèñêðåòíî¨ çàäà÷i (1.4.19) ç h > 0.

Òîäi ôóíêöiîíàë äæåðåë ïîõèáîê ρ(uh) : V → R iç (1.7.62) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òàêèìè
âëàñòèâîñòÿìè:

< ρ(uh), v >≡ 0 ∀v ∈ Vh, (1.4.27)

< ρ(uh), u− uh >= ‖u− uh‖2
V ≡ c(u− uh, u− uh) ∀h > 0. (1.4.28)

Äîâåäåííÿ. Iç âèçíà÷åííÿ (1.7.62) òà ðiâíÿííÿ çàäà÷i (1.3.1) ïðèõîäèìî äî òàêîãî äâî¨ñòîãî
ïîäàííÿ 6 ôóíêöiîíàëó ïîõèáîê

< ρ(uh), v >=< l, v > −c(uh, v) = c(u, v)− c(uh, v)

= c(u− uh, v) ∀v ∈ V ∀h > 0.
(1.4.29)

Ïiäñòàâëÿþ÷è â ïðàâó ÷àñòèíó ùîéíî îäåðæàíî¨ ðiâíîñòi (1.4.29) v ∈ Vh i çãàäóþ÷è ïðî
îðòîãîíàëüíiñòü ïîõèáêè ñõåìè Ãàëüîðêiíà äî ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié (äèâ. òåîðåìó ??),
ïðèõîäèìî äî (1.4.27).

Êëþ÷îâà âëàñòèâiñòü ôóíêöiîíàëó ïîõèáîê (1.4.28) îäåðæó¹òüñÿ iç (1.4.29) çà âèáîðó
v = u− uh.

Êîðèñòóþ÷èñü íàãîäîþ, çàóâàæèìî, ùî, íàäiëÿþ÷è ïðîñòið äîïóñòèìèõ ôóíêöié V
åíåðãåòè÷íîþ íîðìîþ ‖ · ‖V , ìè çà äîïîìîãîþ (1.4.29) ëåãêî ïðèõîäèìî äî âèðàçó äëÿ
îá÷èñëåííÿ íîðìè ôóíêöiîíàëó äæåðåë ïîõèáîê àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà

‖ρ(uh)‖∗ := sup
0 6=v∈Vh

| < ρ(uh), v > |
‖v‖V

= ‖u− uh‖V ∀h > 0. (1.4.30)

1.4.8 Àïîñòåðiîðíi îöiíêè ïîõèáîê

6
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1.4.9 Ïîñëiäîâíå óòî÷íåííÿ àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà

Òóò ìè ðîçãëÿíåìî ðåêóðåíòíó ïðîöåäóðó, ÿêà äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè àïðîêñèìàöi¨ Ãàëüîð-
êiíà ç íàïåðåä ãàðàíòîâàíîþ òî÷íiñòþ íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó u ∈ V çàäà÷i ìiãðóâàííÿ
ñóáñòàíöi¨ (1.3.1). Âîíà ãðóíòó¹òüñÿ íà ìîæëèâîñòi îá÷èñëåííÿ àïîñòåðiîðíèõ îöiíîê ïî-
õèáîê i ìiñòèòü íàñòóïíi ñêëàäîâi.

(0) Äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h > 0 ðîçâ'ÿçó¹ìî äèñêðåòèçîâà-
íó çà Ãàëüîðêiíèì çàäà÷ó (1.4.2). Çíàéäåíà àïðîêñèìàöiÿ uh ∈ Vh ìîæå âèÿâèòèñÿ äóæå
ãðóáîþ i, îòæå, âèìàãà¹ óòî÷íåííÿ. Ç öi¹þ ìåòîþ ïðèéìåìî çíà÷åííÿ ëi÷èëüíèêà êðîêiâ
óòî÷íåííÿ n = 1 i ïîêëàäåìî

un := uh, V 1 := Vh.

(1) Âèáèðà¹ìî ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið En ⊂ E := V \V n i ðîçâ'ÿçó¹ìî â íüîìó
íàñòóïíó âàðiàöiéíó çàäà÷ó ïðî àïðîêñèìàöiþ ïîõèáêè:

çàäàíî En ⊂ V \V n, dim En < +∞,
òà àïðîêñèìàöiþ Ãàëüîðêiíà uh ∈ Vh;

çíàéòè ïîõèáêó en ∈ En òàêó, ùî

c(en, w) =< ρ(un), w >:=< l, w > −c(un, w) ∀w ∈ En.

(1.4.31)

(2) Îá÷èñëþ¹ìî àïîñòåðiîðíó îöiíêó çíàéäåíî¨ ïîõèáêè â òàêèé ñïîñiá:
‖en‖2

V =< ρ(un), en >

=< l, en > −c(un, en).
(1.4.32)

(3) Óòî÷íþ¹ìî çíàéäåíó àïðîêñèìàöiþ Ãàëüîðêiíà çãiäíî ïðàâèëà
un+1 := un + en ∈ V n+1 := V n ⊕ En. (1.4.33)

(4) Îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ îöiíþâà÷à ïîõèáêè

ηn :=
‖en‖V

‖un+1‖V

· 100 (1.4.34)

i ïîðiâíþ¹ìî éîãî iç çàäàíîþ (ó âiäñîòêàõ) âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ íàáëèæåííÿ ε.

(5) ßêùî ηn ≤ ε, òî ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i çíàéäåíî iç ãàðàíòîâàíîþ òî÷íiñòþ; â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïðîäîâæó¹ìî ïðîöåñ îá÷èñëåíü, ðîçïî÷èíàþ÷è ç åòàïó (1).

Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ âèêîíàííÿ n êðîêiâ äàíîãî ðåêóðåíòíîãî àëãîðèòìó (1)-(5) ìè
çíàõîäèìî óòî÷íåíó àïðîêñèìàöiþ Ãàëüîðêiíà òàêîãî âèãëÿäó

un+1 = un + en

= uh +
n∑

m=1

em ∈ V n+1 := Vh ⊕ E1 ⊕ . . . ⊕ En.
(1.4.35)



32 Ðîçäië 1. Õiìi÷íå çàáðóäíåííÿ äîâêiëëÿ

Âïðàâà 1.4.6. Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ðåêóðåíòíå çíàõîäæåííÿ óòî÷íåíü àïðîêñèìàöié Ãà-
ëüîðêiíà îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ äëÿ ñèñòåìè âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

çàäàíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h > 0;

çíàéòè un+1 = uh +
n∑

m=1

em ∈ Vh ⊕ E1 ⊕ . . . ⊕ En òàêèé, ùî

c(uh, v) =< l, v > ∀v ∈ Vh,

c(uh, v) + c(e1, v) =< l, v > ∀v ∈ E1,

...
... . . . ...

c(uh, v) + c(e1, v) + · · · + c(en, v) =< l, v > ∀v ∈ En.

(1.4.36)

Ïîêàæiòü, ùî ìàòðèöÿ âiäïîâiäíî¨ ¨é ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ìà¹ âñi íóëüîâi áëî-
êè âèùå äiàãîíàëi.

Íèæ÷å ìè êîíêðåòèçó¹ìî ìîæëèâîñòi äàíî¨ ðåêóðåíòíî¨ ñõåìè â êîíòåêñòi òåõíîëîãi¨
ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Êîìï'þòåðíi åêñïåðèìåíòè çàñâiä÷óþòü, ùî ñòàðòóþ÷è ç äî-
âîëi ãðóáèõ íàáëèæåíü uh ∈ Vh ðåêóðåíòíà ñõåìà (1)-(4) çáiãà¹òüñÿ çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü
êðîêiâ çà äîâiëüíîãî íàïåðåä âèçíà÷åíîãî çíà÷åííÿ òîëåðàíòíîñòi äî ïîõèáêè ε.

1.5 Àíàëiç àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ

1.5.1 Òðiàíãóëþâàííÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó

1.5.2 Iíòåðïîëÿöiéíi ïðîñòîðè àïðîêñèìàöié

Âïðàâà 1.5.1.

1.5.3 Îáóìîâëåíiñòü ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü

ßê âæå âiäçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, äèâ. îöiíêó (1.4.21) ç òåîðåìè 1.4.4, îäíi¹þ iç ïðè÷èí
ïîãàíî¨ îáóìîâëåíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü Ãàëüîðêiíà (1.4.19) ìîæå ñòàòè ïîãàíà îáóìîâëå-
íiñòü ìàòðèöi Ãðàìà G, óòâîðåíî¨ áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè φi ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié Vh.
Íàãàäà¹ìî òóò, ùî ¨¨ êîåôiöi¹íòè îá÷èñëþþòüñÿ çãiäíî ïðàâèë

gij :=

∫
Ω

∇φi .∇φj dx i, j = 1, . . . , N. (1.5.1)
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Íàøà íàéáëèæ÷à ìåòà � çíàéòè àïðiîðíi îöiíêè ÷èñëà îáóìîâëåíîñòi äëÿ âèïàäêó, êîëè
áàçèñè ïðîñòîðiâ àïðîêñèìàöié ïîáóäîâàíî çà òåõíîëîãi¹þ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

Îñíîâíà ðîëü ó íàøîìó àíàëiçi íàëåæèòü íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòó.
Òåîðåìà 1.5.1. ïðî îöiíêè íîðì

íà òðèêóòíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi
Íåõàé K � äîâiëüíèé òðèêóòíèé åëåìåíò òðèàíãóëÿöi¨ Th ç ñèñòåìîþ áàðèöåíòðè-

÷íèõ êîîðäèíàò {Li}3
i=1.

Òîäi áóäóòü ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi îöiíêè íîðì

1
12
|K|‖ξ‖2 ≤ ‖v‖2

L2(K) ≤
1
3
|K|‖ξ‖2, ‖ξ‖2 :=

3∑
i=1

ξ2
i ,

‖∇v‖2
L2(K) ≤

6

ρ2
K

‖v‖2
L2(K) ∀v :=

3∑
i=1

ξiLi ∈ P1(K).

(1.5.2)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî

‖v‖2
L2(K) =

∫
K

(
3∑

i=1

ξiLi)
2 dx =

2|K|
4!

ξ. Mξ,

äå ìàòðèöÿ

M :=

 2 1 1
1 2 1
1 1 2


¹ ìàòðèöåþ Ãðàìà ñèñòåìè áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàò {Li}3

i=1 âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äî-
áóòêó â L2(K). ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè, âëàñíi ÷èñëà öi¹¨
ìàòðèöi ¹ òàêèìè

λ1 = λ2 = 1, λ3 = 4;

îòæå,
λ1‖ξ‖2 ≤ ξ. Mξ ≤ λ3‖ξ‖2 ∀ξ ∈ R3,

çâiäêè é âèïëèâàþòü äâîñòîðîííi îöiíêè ç (1.5.2).
Äàëi, ïîäiáíèì ÷èíîì çíàõîäèìî, ùî

‖∇v‖2
L2(K) =

∫
K

(
3∑

i=1

ξi∇Li)
2 dx =

1

2
ξ. Dξ,

äå ìàòðèöÿ

D :=
1

2|K|

 (b2
1 + c2

1) (b1b2 + c1c2) (b1b3 + c1c3)
(b2

2 + c2
2) (b2b3 + c2c3)

ñèìåòð. (b2
3 + c2

3)

 .

Íàéáiëüøå âëàñíå ÷èñëî öi¹¨ ìàòðèöi

λmax = κ +
√

(κ2 − 1) ≤ 2κ, κ :=
1

2|K|

3∑
i=1

(b2
i + c2

i ).
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Òîìó
‖∇v‖2

L2(K) =
1

2
ξ. Dξ ≤ 1

8|K|
3∑

i=1

(b2
i + c2

i )‖ξ‖2

≤ 12

8|K|2
3∑

i=1

(b2
i + c2

i )‖v‖2
L2(K) ∀v :=

3∑
i=1

ξiLi ∈ P1(K).

(1.5.3)

ßêùî çàóâàæèòè, ùî äîâæèíè ñòîðií |Si| òðèêóòíèêà K îá÷èñëþþòüñÿ çãiäíî ïðàâèë

|Si| = (b2
i + c2

i )
1
2 ,

òî
1

(2|K|)2

3∑
i=1

(b2
i + c2

i ) =
1

(2|K|)2

3∑
i=1

|Si|2

≤
( 1

2|K|
3∑

i=1

|Si|
)2

=
1

ρ2
K

.

(1.5.4)

Íàðåøòi, ïiäñòàíîâêà ùîéíî îäåðæàíî¨ îöiíêè (1.5.4) â (1.5.3) ïðèâîäèòü íàñ äî îñòàíüî¨
íåðiâíîñòi â (1.5.2).
Íàñëiäîê 1.5.1. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið êóñêîâî âèçíà÷åíèõ ïåðåðåðâíèõ ôóíêöié

Vh := {v ∈ H1
0 (Ω) ∩ C(Ω) : v|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th} (1.5.5)

ç áàçèñîì {φi}N
i=1, ïîáóäîâàíèì ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi îöiíêè

1
12
{min

K∈Th

|K|}‖ξ‖2
RN ≤ ‖v‖2

H ≤ C{max
K∈Th

|K|}‖ξ‖2
RN , ‖ξ‖2

RN :=
N∑

i=1

ξ2
i ,

‖∇v‖2
H ≤ C

1

min
K∈Th

ρ2
K

‖v‖2
H ∀v :=

N∑
i=1

ξiφi ∈ Vh.
(1.5.6)

çi ñòàëîþ C = const > 0 , çíà÷åííÿ ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä âåëè÷èí, ùî íàñ öiêàâëÿòü.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ñòðóêòóðà êîæíî¨ iç ïîñëiäîâíîñòi âæèòèõ íàìè òðèàíãóëÿöié
Th = {K} çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè ðåãóëÿðíîñòi:

çíàéäóòüñÿ ñòàëi τ0, τ1 > 0 òàêi, ùî
äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ h := max

K∈Th

hK

ρK := {ðàäióñ âïèñàíîãî â K êîëà} ≥ τ0hK ,

hK := diamK ≥ τ1h ∀K ∈ Th ∀h > 0.

(1.5.7)

Ïåðøà iç öèõ óìîâ ñòâåðäæó¹, ùî ñêií÷åííi åëåìåíòè êîæíî¨ òðèàíãóëÿöi¨ íå ìîæóòü ìàòè,
ïî ñóòi, ìàëèõ êóòiâ, à äðóãà � ùî âñi ñêií÷åííi åëåìåíòè K ç òðèàíãóëÿöi¨ Th ¹, çãðóáøå
êàæó÷è, îäíîãî ðîçìiðó. Òðèàíãóëÿöi¨ ç âëàñòèâîñòÿìè (1.5.7) íàçèâàþòü êâàçiðiâíîìið-
íèìè.
Òåîðåìà 1.5.2. ïðî ÷èñëî îáóìîâëåíîñòi ìàòðèöi Ãðàìà

äëÿ áàçèñíèõ ôóíêöié ÌÑÅ
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Ïðèïóñòèìî, ùî Ω ¹ ïîëiãîíàëüíîþ îáëàñòþ â ïðîñòîði R2 ç íåïåðåðâíîþ çà Ëiïøè-
öåì ìåæåþ Γ i {Th} ¹ ðåãóëÿðíîþ ñiì'¹þ òðèàíãóëÿöié, íà åëåìåíòàõ êîæíî¨ ç ÿêèõ
ïîáóäîâàíî ïðîñòîðè àïðîêñèìàöié âèãëÿäó

Vh := {v ∈ H1
0 (Ω) ∩ C(Ω) : v|K ∈ Pm(K) ∀K ∈ Th}, m ≥ 1, (1.5.8)

ç áàçèñàìè
φ1(x), . . . , φN(x), N = N(h) := dimVh.

Òîäi äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi Ãðàìà G, óòâîðåíî¨ áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè φi ïðîñòîðó àïðî-
êñèìàöié Vh, çíàéäåòüñÿ C = const > 0 òàêà, ùî

cond(G) =
‖G‖
γ0

≤ C{min
K∈Th

|K|}−1

≤ Ch−2 ∀h > 0.

(1.5.9)

Äîâåäåííÿ.

1.5.4 Àïðiîðíi îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi

Òåîðåìà 1.5.3. ïðî çáiæíiñòü àïðîêñèìàöié ÌÑÅ
äëÿ çàäà÷ ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ãiïîòåçè òåîðåìè 1.3.2 ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìi-
ãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (1.3.2). Íà äîäàòîê äî öüîãî ïðè-
ïóñòèìî, ùî Ω ¹ ïîëiãîíàëüíîþ îáëàñòþ â ïðîñòîði Rd (d = 2 àáî 3) ç íåïåðåðâíîþ çà
Ëiïøèöåì ìåæåþ Γ i {Th} ¹ ðåãóëÿðíîþ ñiì'¹þ òðèàíãóëÿöié, íà åëåìåíòàõ êîæíî¨ ç
ÿêèõ ïîáóäîâàíî ïðîñòîðè àïðîêñèìàöié âèãëÿäó

Vh := {v ∈ H1
0 (Ω)

⋂
C(Ω) : v|K ∈ Pm(K) ∀K ∈ Th}, m ≥ 1. (1.5.10)

Òîäi
(I) ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ {uh} ⊂ V , êîæåí ÷ëåí

{uh} ∈ Vh ÿêî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî iç (1.4.19), çáiãà¹òüñÿ ïðè h → 0 äî ðîçâ'ÿçêó
u ∈ V âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ (1.3.1)-(1.3.2), çîêðåìà,

‖∇e‖H = ‖∇(u− uh)‖H → 0 ïðè h → 0 ; (1.5.11)
(II) ÿêùî ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i u ∈ V ∩Hs(Ω) ç äåÿêèì s ≥ 1,

òî øâèäêiñòü çáiæíîñòi àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
íàñòóïíîþ àïðiîðíîþ îöiíêîþ

‖∇(u− uh)‖H ≤ Khp‖u‖s,Ω , (1.5.12)
äå

p := min{m, s− 1} (1.5.13)
òà

K := {cond(µ) + (1 + Sh)Pe}. (1.5.14)
Äîâåäåííÿ.
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1.5.5 Àïîñòåðiîðíi îöiíêè ïîõèáîê

1.6 Ñòàáiëiçîâàíi ñõåìè ÌÑÅ äëÿ çàäà÷ ìiãðàöi¨

Íàøà ìåòà - âèñâiòëèòè îñíîâíi iäå¨, ÿêèì ÷èíîì çàäà÷i ìiãðàöi¨ äîìiøîê ç âåëèêèìè
÷èñëàìè Ïåêëå òà Ñòðóõàëÿ ìîæóòü áóòè çàäîâiëüíî ðîçâ"ÿçàíi çà äîïîìîãîþ ñòàáiëiçî-
âàíèõ ñõåì ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó ìè ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê u ∈ V âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
(1.3.1)-(1.3.2) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó ðåãóëÿðíîñòi

u ∈ V ∩Hm+1(Ω), m ≥ 1.

Òîäi, ÿê âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 1.6.1, ÿêiñòü êëàñè÷íèõ àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åííèõ
åëåìåíòiâ uh ∈ Vh õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíîþ àïðiîðíîþ îöiíêîþ ïîõèáêè

‖∇(u− uh)‖H ≤ {cond(µ) + (1 + Sh)Pe}hm‖u‖m+1,Ω . (1.6.1)
Çà óìîâ, ñêàæiìî, äîìiíóþ÷î¨ êîíâåêöi¨, ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ îöiíêè ñòà¹ âåëèêîþ i ÷èñëîâi
ðåçóëüòàòè äåìîíñòðóþòü ïàðàçèòè÷íi îñöèëÿöi¨ àáî iíøi íåäîëiêè íàáëèæåíü íåôiçè÷íîãî
ïîõîäæåííÿ.

1.6.1 Óçàãàëüíåííÿ ñõåìè Ãàëüîðêiíà

Ñòàáiëiçîâàíi ìåòîäè â öüîìó âèïàäêó ïîêðàùóþòü àïðîêñèìàöi¨ ìåòîäó ñêií÷åííèõ
åëåìåíòiâ çà äîïîìîãîþ ïåâíîãî óçàãàëüíåííÿ ñõåìè Ãàëüîðêiíà, ïðè ÿêîìó, íàïðèêëàä,
áiëiíiéíà ôîðìà òà ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.2) çàìiíþþòüñÿ âiä-
ïîâiäíî íà ôîðìè

ch(u, v) := c(u, v) +
∑
K∈Th

∫
K

(Lu)(τLξv) dx,

< lh, v >:=< l, v > +
∑
K∈Th

∫
K

f(τLξv) dx ∀ u, v ∈ Vh

(1.6.2)

ç îïåðàòîðîì ñòàáiëiçàöi¨
Lξv := −ξ∇. {µ∇v}+ β.∇v + σv, ξ = const, (1.6.3)

òà êóñêîâî âèçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ ñòàáiëiçàöi¨ τ = τ(x) ç âëàñòèâiñòþ

τ |K := τK(x) := λ
hK

|β(x)|
, λ = const > 0. (1.6.4)

Òàêèì ÷èíîì, ñòàáiëiçîâàíi ñõåìè ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çàìiíþþòü çàäà÷ó ïðî
âiäøóêóâàííÿ àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà (1.4.19) çàäà÷åþ

çàäàíî òðèàíãóëÿöiþ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ Th = {K},
ïîâ'ÿçàíèé ç íåþ ïðîñòið àïðîêñèìàöié Vh òà
ïàðàìåòðè ñòàáiëiçóâàííÿ ξ = const i λ = const > 0;

çíàéòè àïðîêñèìàöiþ u∗h ∈ Vh òàêó, ùî

ch(u
∗
h, v) =< lh, v > ∀v ∈ Vh.

(1.6.5)
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Ïiäêðåñëèìî òóò, ùî, ïî ñóòi, ðîçãëÿíóòèé íàìè ñïîñiá óçàãàëüíåííÿ ñõåìè Ãàëüîðêiíà
¹ íi÷èì iíøèì ÿê çáóðåííÿì âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ êëàñè÷íî¨ ñõåìè Ãàëüîðêiíà çà äîïîìî-
ãîþ äîäàâàííÿ ïåâíèõ áiëiíiéíèõ ôîðì òà ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ, âèçíà÷åíèõ íà iñíóþ÷ié
òðèàíãóëÿöi¨ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Òàêèì ÷èíîì, ðåàëiçàöiÿ ïîäiáíèõ óçàãàëüíåíèõ ñõåì
âèìàãà¹ ëèøå ïåâíî¨ äîðîáêè iñíóþ÷èõ ïðîãðàì äëÿ îá÷èñëåííÿ çâèêëèõ àïðîêñèìàöié
ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Îñíîâíà ñïåöèôiêà öèõ äîîïðàöþâàíü, âçàãàëi êàæó÷è, ïî-
â'ÿçàíà iç íåîáõiäíiñòþ îïåðóâàòè ç ÷àñòêîâèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó íà êîæíîìó
ñêií÷åííîìó åëåìåíòi.

1.6.2 Ñóìiñíi ñòàáiëiçîâàíi ñõåìè

Çàóâàæèìî òóò, ùî, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i ïîäië Th = {K}, ðiâíÿ-
ííÿ çàäà÷i óçàãàëüíåíî¨ ñõåìè Ãàëüîðêiíà (1.6.5) ìîæíà çàïèñàòè òàê:∑

K∈Th

∫
K

(Lu∗h − f)(v + τLξv) dx =
∑
K∈Th

(Lu∗h − f, v + τLξv)K = 0 ∀ v ∈ Vh. (1.6.6)

Öåé çàïèñ ÿâíî ïîêàçó¹ ñïåöèôiêó ñòàáiëiçîâàíèõ ñõåì ÌÑÅ: âîíè íàìàãàþòüñÿ îðòîãîíà-
ëiçóâàòè íåâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ìiãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨

R(v) := (Lv − f)|K ∀ v ∈ V ∀K ∈ Th (1.6.7)
íå äî åëåìåíòiâ âèáðàíîãî áàçèñó ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié, à äî äåÿêî¨ ¨õíüî¨ ëiíiéíî¨ êîì-
áiíàöi¨ çà ó÷àñòþ êóñêîâî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà ñòàáiëiçóâàííÿ Lξ òà ôóíêöi¨ ñòàáiëiçàöi¨
τ . Íàéáiëüø âiäîìèìè âàðiàíòàìè âèáîðó öüîãî îïåðàòîðà ¹ òàêi:
(!) ξ = 0 � äîáðå âiäîìà ñõåìà Áðóêñà-Õ'þçà (1982), íàçâàíà íèìè SUPG-ñõåìîþ (âîíà
ïîâíiñòþ âèëó÷à¹ äèôóçiþ ç îïåðàòîðà ñòàáiëiçóâàííÿ);
(!!) ξ = −1 � DWG-ñõåìà Äóãëàñà-Âîíãà (1989) (âîíà âèêîðèñòîâó¹ çà îïåðàòîð ñòàáiëiçó-
âàííÿ ñïðÿæåíèé îïåðàòîð ìiãðóâàííÿ, çãðóáøå êàæó÷è, çìiíþ¹ çíàê âåêòîðà êîíâåêòèâ-
íîãî ïåðåíåñåííÿ íà ïðîòèëåæíèé);
(!!!) ξ = +1 � ñõåìà çáàëàíñîâàíîãî øòðàôóâàííÿ íåâ'ÿçêè íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó
åëåìåíòi çà äîïîìîãîþ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ( GaLS-ñõåìà çà Ôðàíêà-Õ'þçîì (1993) àáî
ËÍÊ-ñõåìà â òåðìiíîëîãi¨ àâòîðiâ ñòàòòi (1999)).

Çàóâàæèìî, ùî âñi òðè ñõåìè ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ, ÿêùî ïðîñòið àïðîêñèìàöié ïî-
áóäîâàíî íà êóñêîâî ëiíiéíèõ ôóíêöiÿõ Êóðàíòà. Ñïiëüíîþ ðèñîþ öèõ ñõåì ¹ òå, ùî ¨õíi
çáóðþþ÷i äîäàíêè àíóëþþòüñÿ íà ðîçâ'ÿçêó íåïåðåðâíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðóâàííÿ. Çà
öi¹þ îçíàêîþ ñòàáiëiçîâàíi ñõåìè (1.6.5) íàçèâàþòü ñòðîãî ñóìiñíèìè (ç çàäà÷åþ (1.3.1)).
Áiëüøå öüîãî, îñêiëüêè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V ïðèâîäèòü íåâ'ÿçêó äî âèãëÿäó

R(v) := L(v − u)|K ∀ v ∈ V ∀K ∈ Th, (1.6.8)
òî ðiâíÿííþ çàäà÷i óçàãàëüíåíî¨ ñõåìè Ãàëüîðêiíà (1.6.5) ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó

c(u∗h, v) +
∑
K∈Th

∫
K

L(u∗h − u)(τKLξv) dx =< l, v > ∀ v ∈ Vh (1.6.9)

àáî ∑
K∈Th

∫
K

L(u∗h − u)(v + τKLξv) dx = 0 ∀ v ∈ Vh. (1.6.10)

Ç iíøîãî áîêó, çà âèáîðó ôóíêöi¨ ñòàáiëiçàöi¨ τ → 0, òî÷íiøå, ¨¨ ïàðàìåòðà λ → 0,
ñóìiñíi ñòàáiëiçîâàíi ñõåìè âèðîäæóþòüñÿ äî çâèêëî¨ ñõåìè Ãàëüîðêiíà.
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1.6.3 Ëîêàëiçîâàíi íàéìåíøi êâàäðàòè

Òóò ìè äåòàëüíiøå ïðîàíàëiçó¹ìî ñòàáiëiçîâàíó ñõåìó (1.6.5) ç ïàðàìåòðîì ξ = +1. Â
öüîìó âèïàäêó âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ ñõåìè ìà¹ íàñòóïíó ñòðóêòóðó

c(u∗h, v) +
∑
K∈Th

∫
K

τKL(u∗h − f)(Lv) dx =< l, v > ∀ v ∈ Vh. (1.6.11)

Çáóðþþ÷èé äîäàíîê öüîãî ðiâíÿííÿ ñòàíîâèòü ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü
ôóíêöiîíàëó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ äëÿ çâàæåíî¨ ìiíiìiçàöi¨ íåâ'ÿçîê (1.6.7) íà êîæíîìó
ñêií÷åííîìó åëåìåíòi K òðèàíãóëÿöi¨ Th. Âiäïîâiäíî âàãè τK öi¹¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ìîæíà
iíòåðïðåòóâàòè ÿê øòðàôíi ìíîæíèêè,ÿêi ïðèçíà÷àþòüñÿ çà íåâèêîíàííÿ àïðîêñèìàöi¹þ
u∗h ðiâíÿííÿ ìiãðàöi¨ íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi.

Ç iíøîãî áîêó, âèáið âåëè÷èíè òàêèõ øòðàôiâ τK ïîâèíåí çäiéñíþâàòèñÿ â òàêèé ñïîñiá,
ùîá çàëèøàòè ñõåìi (1.6.5) äîñòàòíî ìîæëèâîñòåé äëÿ íàëåæíîãî âiäòâîðåííÿ àïðîêñèìà-
öi¹þ u∗h ∈ Vh ñòðóêòóðè ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ (1.3.1)-(1.3.2). Òîìó â
öiëîìó ñõåìó ëîêàëiçîâàíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ (1.6.11) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåâíó ðå-
ãóëÿðèçàöiþ êëàñè÷íî¨ ñõåìè ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çà äîïîìîãîþ çáàëàíñîâàíîãî
øòðàôóâàííÿ íåâ'ÿçîê (1.6.7) íà åëåìåíòàõ òðèàíãóëÿöi¨ Th.

Òåïåð ìè õî÷åìî äàòè âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ, ÿê äëÿ çàäàíî¨ òðèàíãóëÿöi¨ Th = {K}
òà âèáðàíîãî áàçèñó ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié Vh âèçíà÷èòè ôóíêöiþ ñòàáiëiçóâàííÿ τ =
τ(x) ñõåìè ëîêàëiçîâàíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ (1.6.11) â òàêèé ñïîñiá, ùîá íàéêðàùå
íàáëèçèòèñÿ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈ V çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.2) â ñåíñi íîðìè ‖ . ‖V .

Òåîðåìà 1.6.1. ïðî çáiæíiñòü ñòàáiëiçîâàíî¨ ñõåìè
ëîêàëiçîâàíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ãiïîòåçè òåîðåìè 1.3.2 ïðî êîðåêòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìi-
ãðàöi¨ ñóáñòàíöi¨ (1.3.1) çi ñòðóêòóðíèìè ñêëàäíèêàìè (1.3.2). Íà äîäàòîê äî öüîãî ïðè-
ïóñòèìî, ùî Ω ¹ ïîëiãîíàëüíîþ îáëàñòþ â ïðîñòîði Rd (d = 2 àáî 3) ç íåïåðåðâíîþ çà
Ëiïøèöåì ìåæåþ Γ i {Th} ¹ ðåãóëÿðíîþ ñiì'¹þ òðèàíãóëÿöié, íà åëåìåíòàõ êîæíî¨ ç
ÿêèõ ïîáóäîâàíî ïðîñòîðè àïðîêñèìàöié âèãëÿäó

Vh := {v ∈ H1
0 (Ω)

⋂
C(Ω) : v|K ∈ Pm(K) ∀K ∈ Th}, m ≥ 1. (1.6.12)

Òîäi
(I) ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ {uh} ⊂ V , êîæåí ÷ëåí

{uh} ∈ Vh ÿêî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî iç (1.4.19), çáiãà¹òüñÿ ïðè h → 0 äî ðîçâ'ÿçêó
u ∈ V âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ (1.3.1)-(1.3.2), çîêðåìà,

‖∇e‖H = ‖∇(u− uh)‖H → 0 ïðè h → 0 ; (1.6.13)
(II) ÿêùî ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i u ∈ V ∩Hs(Ω) ç äåÿêèì s ≥ 1,

òî øâèäêiñòü çáiæíîñòi àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
íàñòóïíîþ àïðiîðíîþ îöiíêîþ

‖∇(u− uh)‖H ≤ Khp‖u‖s,Ω , (1.6.14)
äå

p := min{m, s− 1} (1.6.15)
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òà

K := {cond(µ) + (1 + Sh)Pe}. (1.6.16)

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ {u∗h} ðåãóëÿðèçîâàíèõ çàäà÷ (1.6.11) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
íàñòóïíîþ àïðiîðíîþ îöiíêîþ âiäõèëåíü âiä òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈ V çàäà÷i ìiãðàöi¨

‖u− u∗h‖2
V + µ−1

∑
K∈Th

τK |Lu∗h − f |20,K

≤ Ch2p

{
[1 + Pe2

h + µ−1σh2] |u|2p+1,K

+
∑
K∈Th

τKµh−2
K [1 + Pe2

K + (µ−1σh2
K)2] |u|2p+1,K

}
∀ h > 0.

(1.6.17)

Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî ïîõèáêà ñõåìè ëîêàëiçîâàíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

e∗h := u− u∗h (1.6.18)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

c(e∗h, v) +
∑
K∈Th

∫
K

τK(Le∗h)(Lv) dx = 0 ∀ v ∈ Vh, (1.6.19)

çâiäêè

c(e∗h, e
∗
h) +

∑
K∈Th

τK‖Le∗h‖2
0,K

= c(e∗h, u− v) +
∑
K∈Th

∫
K

τK(Le∗h)[L(u− v)] dx ∀ v ∈ Vh ∀ h > 0.
(1.6.20)

Çàñòîñîâóþ÷è äëÿ îöiíêè äîäàíêiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (1.6.20) åëåìåíòàðíó íåðiâíiñòü

ab ≤ 1

4ε
a2 + εb2 ∀ ε > 0 ∀ a, b ∈ R, (1.6.21)

ïðèâåäåìî ¨¨ äî âèãëÿäó

1.7 Àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ äëÿ çàäà÷ ìiãðàöi¨

Àäàïòèâíi ñõåìè ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ñòàâëÿòü ñîái çà ìåòó çíàéòè íàáëèæå-
íèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.3.1)-(1.3.2) ç íàïåðåä ãàðàíòîâàíîþ
òî÷íiñòþ. Ç îãëÿäó íà öþ îáñòàâèíó âîíè â çàãàëüíîìó âèïàäêó çîði¹íòîâàíi íà ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ íàñòóïíî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ÷èñåëüíî¨ ñõåìè ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ:
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çàäàíî äîïóñòèìèé ðiâåíü (òîëåðàíòíiñòü) ïîõèáêè ε = const > 0
äëÿ àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ;

çíàéòè òðèàíãóëÿöiþ çi ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ Th = {K} òà
ïîâ'ÿçàíèé ç íåþ ïðîñòið àïðîêñèìàöié Vh

òàêi, ùî äîçâîëÿþòü
ç ìiíiìàëüíèìè îá÷èñëþâàëüíèìè âèòðàòàìè
çíàéòè ðîçâ'ÿçîê uh ∈ Vh ðiâíÿííÿ

ch(uh, v) =< lh, v > ∀v ∈ Vh,

çäàòíèé çàäîâîëüíèòè êðèòåðié

‖u− uh‖V ≤ ε.

(1.7.1)

Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî òiëüêè ùî ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à äëÿ ïîáóäîâè ñõåìè ÌÑÅ ¹
íàäçâè÷àéíî ñêëàäíîþ â ïðàêòè÷íié ðåàëiçàöi¨ i ïîâèííà ìàòè ñåðéîçíå ìàòåìàòè÷íå ïiä-
ãðóíòÿ äëÿ ìîæëèâîñòi óñïiøíèõ çàñòîñóâàíü äî øèðîêîãî êîëà ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì.
Áiëüøå öüîãî, òàêi i ïîäiáíi íåëiíiéíi çàäà÷i äîáðå ðîçâ'ÿçóþòüñÿ iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè,
òîìó îäðàçó ôóíäàìåíòàëüíîãî çíà÷åííÿ íàáóâàþòü:
(i) ãíó÷êiñòü àëãîðèòìiâ òðiàíãóëþâàííÿ îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêi
ñàìi ïî ñîái ìîæóòü áóòè ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè;
(ii) íàäiéíiñòü àïîñòåðiîðíèõ îöiíîê ïîõèáêè çíàéäåíîãî íàáëèæåííÿ, çäàòíèõ âiäòâîðþ-
âàòè ¨¨ ðîçïîäië ìiæ åëåìåíòàìè òðiàíãóëÿöi¨;
(iii) .

Ñåðåä ïîøèðåíèõ ÷àñòêîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ (1.7.1) ìè âiäçíà÷èìî

• h−àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ, ÿêi çà äîïîìîãîþ ëîêàëüíîãî çãóùåííÿ-ðîçðiäæåííÿ ñêií-
÷åííèõ åëåìåíòiâ çíàõîäÿòü òàêó òðiàíãóëÿöiþ, ùî çäàòíà âiäòâîðèòè ñòðóêòóðó
øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó ç àïðiîði çàôiêñîâàíèì âèãëÿäîì ïîëiíîìiàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨
íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi ;

•• p−àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ, ÿêi íà àïðiîði âèáðàíié òðiàíãóëÿöi¨ íàëåæíèì ÷èíîì
ïiäâèùóþòü-ïîíèæóþòü ïîðÿäêè ïîëiíîìiàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨ íà êîæíîìó ñêií÷åí-
íîìó åëåìåíòi ;

• hp−àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ, ÿêi â òîé ÷è iíøèé ñïîñiá êîìáiíóþòü ïåðåâàãè îäíîãî
òà iíøîãî çi çãàäàíèõ âèùå ïiäõîäiâ.

Çàóâàæåííÿ 1.7.1. ïðî ñòàíîâëåííÿ êîíöåïöi¨ àäàïòèâíèõ ñõåì ÌÑÅ Àäàïòèâíi ñõåìè
ÌÑÅ âåäóòü ñâîþ iñòîðiþ âiä ïiîíåðñüêî¨ ïðàöi Áàáóøêè-Ðåéíáîëäòà [???]. Ïiñëÿ ïîÿâè
ïðàöü

Íèæ÷å ìè çóïèíèìîñÿ ëèøå íà h−àäàïòèâíié ñõåìi ÌÑÅ, âiäñèëàþ÷è çà iíøèìè âåð-
ñiÿìè ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ äî ïðàöü [???].
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1.7.1 Ìîäåëüíà çàäà÷à

Ùîá ïîÿñíèòè ñóòü h-àäàïòèâíî¨ ñõåìè ÌÑÅ â äåòàëÿõ, ìè ðîçïî÷íåìî ç òàêîãî ïðè-
êëàäó 

çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x) òàêó, ùî

Lu := −{µu′}′ + βu′ + σu = f â Ω := (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.

(1.7.2)

Êðàéîâà çàäà÷à (1.7.2) äîïóñêà¹ âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ âèãëÿäó{
çíàéòè u ∈ V òàêèé, ùî

c(u, v) =< l, v > ∀v ∈ V.
(1.7.3)

ç òàêèìè ñòðóêòóðíèìè åëåìåíòàìè

V := H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v(0) = v(1) = 0},

c(u, v) := a(µ; u, v) + b (β; u, v) + s(σ; u, v),

a(µ; u, v) :=
1∫
0

µu′ v′ dx ,

b (β; u, v) :=
1∫
0

βu′ v dx ,

s(σ; u, v) :=
1∫
0

σuv dx ,

< l, v >:=
1∫
0

fv dx ∀ u, v ∈ V.

(1.7.4)

1.7.2 Êóñêîâî ëiíiéíi àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ

Çàôiêñóâàâøè íàòóðàëüíå N , ïîäiëèìî âiäðiçîê [0, 1] íà ñêií÷åííi åëåìåíòè 7 Ki+ 1
2

:=

(xi, xi+1) äîâæèíè hi+ 1
2

:= xi+1−xi, i = 0, . . . , N − 1. Íà êîæíîìó ç íèõ âèáåðåìî ëiíiéíó
àïðîêñèìàöiþ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i ìiãðàöi¨ ó âèãëÿäi 8

u(x) ' ui+ 1
2
(x) := qi[1− ωi+ 1

2
(x)] + qi+1ωi+ 1

2
(x)

= qi + hi+ 1
2
ωi+ 1

2
(x)q̇i+ 1

2

= qi+ 1
2

+ [ωi+ 1
2
(x)− 1

2
]hi+ 1

2
q̇i+ 1

2
,

ωi+ 1
2
(x) :=

x− xi

hi+ 1
2

∀x ∈ K̄i+ 1
2

= [xi, xi+1], i = 0, . . . , N − 1.

(1.7.5)

7Òóò i äàëi äðîáîâèì iíäåêñîì ìè âiäçíà÷à¹ìî íîìåð ñêií÷åííîãî åëåìåíòà i ïåâíi éîãî õàðàêòåðèñòèêè,
ñêàæiìî, xi+ 1

2
:= 1

2 (xi+1 + xi) - öå öåíòð âàãè ñêií÷åííîãî åëåìåíòà Ki+ 1
2

:= [xi, xi+1]. Ïîäiáíèì ÷èíîì,

gi+ 1
2
≡ {g(x)}i+ 1

2
:= g(xi+ 1

2
).

8Ëåãêî áà÷èòè, ùî ëiíiéíi ôóíêöi¨
Li(x) := ωi+ 1

2
(x), Li+1(x) := 1− ωi+ 1

2
(x)

óòâîðþþòü ñèñòåìó áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàò íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+ 1
2

:= [xi, xi+1].
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Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü ïîçíà÷åííÿìè
qi+ 1

2
:= 1

2
(qi+1 + qi),

q̇i+ 1
2

:=
1

hi+ 1
2

(qi+1 − qi)
(1.7.6)

äëÿ âåëè÷èí, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ àïðîêñèìàöi¨ uh(x) òà øâèäêîñòi ¨¨
çìiíè íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+ 1

2
.

Íà äîïîâíåííÿ äî (1.7.5) ïðèíàãiäíî âiäçíà÷èìî, ùî
u′(x) ' u′

i+ 1
2
(x) = q̇i+ 1

2
∀x ∈ Ki+ 1

2
, i = 0, . . . , N − 1. (1.7.7)

Âðåøòi-ðåøò, âðàõîâóþ÷è ãîëîâíi êðàéîâi óìîâè âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.7.3), îäåðæèìî, ùî
q0 = 0, qN = 0, (1.7.8)

i çàïèøåìî êóñêîâî ëiíiéíó àïðîêñèìàöiþ uh(x) ó òàêèé ñïîñiá

uh(x) :=
N−1∑
i=0

ui+ 1
2
(x)} =

N−1∑
i=0

{qi[1− ωi+ 1
2
(x)] + qi+1ωi+ 1

2
(x)}

=
N−1∑
n=1

qnφn(x).

(1.7.9)

Â îñòàííié ñóìi ìè ÿâíî çàïèñó¹ìî àïðîêñèìàöiþ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ÿê ëiíiéíó
êîìáiíàöiþ êóñêîâî âèçíà÷åíèõ áàçèñíèõ ôóíêöié Êóðàíòà

φn (x) :=


0, ÿêùî x ∈ [0, xn−1],

ωn− 1
2
(x), ÿêùî x ∈ (xn−1, xn],

1− ωn+ 1
2
(x), ÿêùî x ∈ (xn, xn+1],

0, ÿêùî x ∈ (xn+1, 1]

n = 1, . . . , N − 1. (1.7.10)

Âëàñíå öÿ ñèñòåìà ôóíêöié i ôîðìó¹ áàçèñ âèáðàíîãî íàìè ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié

Vh :=
{

v ∈ V ∩ C([0, 1]) : v ∈ P1(Ki+ 1
2
), i = 0, . . . , N − 1.

}
,

ïîêàçóþ÷è, ùî dim Vh = N − 1.

1.7.3 Äîïîìiæíi îá÷èñëåííÿ íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi

Äëÿ âèêîíàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ îá÷èñëåíü íà ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ íàì áóäóòü ïîòðiáíi
ñêëàäîâi âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ci+ 1
2
(u, v) :=

xi+1∫
xi

{µu′ v′ + βu′ v + σuv} dx,

< li+ 1
2
, v >:=

xi+1∫
xi

fv dx, i = 0, . . . , N − 1.

(1.7.11)
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Ùîá ðåçóëüòàòè íàøèõ îá÷èñëåíü áóëè íàî÷íèìè i äîïóñêàëè ïðîçîðó ôiçè÷íó iíòåð-
ïðåòàöiþ, ìè áóäåìî âèêîíóâàòè iíòåãðóâàííÿ â (1.7.11) íàáëèæåíî iç âæèâàííÿì òåîðåìè
ïðî ñåðåäí¹ â òàêèé ñïîñiá

ci+ 1
2
(u, v) :=

xi+1∫
xi

{µu′ v′ + βu′ v + σuv} dx,

= µ(z1)
xi+1∫
xi

u′ v′ dx + β(z2)
xi+1∫
xi

u′ v dx + σ(z3)
xi+1∫
xi

uv dx

'
{
µ

xi+1∫
xi

u′ v′ dx + β
xi+1∫
xi

u′ v dx + σ
xi+1∫
xi

uv dx
}

i+ 1
2

,

< li+ 1
2
, v >=

xi+1∫
xi

fv dx

'
{
f

xi+1∫
xi

v dx
}

i+ 1
2

, i = 0, . . . , N − 1,

(1.7.12)

äå òî÷êè zn ∈ Ki+ 1
2
, n = 1, 2, 3.

Âïðàâà 1.7.1. Çíàéòè îöiíêè ïîõèáîê äëÿ âæèòèõ íàìè àïðîêñèìàöié áiëiíiéíî¨ ôîðìè
òà ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i.

Íàïðèêëàä, áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çíà÷åííÿ öèõ ñêëà-
äîâèõ íà àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ (1.7.5) îá÷èñëþþòüñÿ çãiäíî ïðàâèë

ci+ 1
2
(uh, uh) = {h[ µ(1 +

1

12
Pe Sh)q̇2 + βq̇q + σq2 ]}i+ 1

2
(1.7.13)

òà
< li+ 1

2
, uh >= (f, uh)i+ 1

2
:= {hfq}i+ 1

2
. (1.7.14)

Òóò ìè ââåëè ïîçíà÷åííÿ
Pe :=

hβ

µ
, Sh :=

hσ

β

äëÿ ñiòêîâèõ êðèòåði¨â Ïåêëå òà Ñòðóõàëÿ âiäïîâiäíî.
Âïðàâà 1.7.2. Ïîáóäóâàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ äëÿ îá÷èñëå-
ííÿ àïðîêñèìàöi¨ (1.7.10).

Íàðåøòi ìè ðîçãëÿíåìî êóñêîâî êâàäðàòè÷íó áàáë-ôóíêöiþ b = b(x), âèçíà÷åíó â òàêèé
ñïîñiá

b(x) ≡ bi+ 1
2
(x) := 4[1− ωi+ 1

2
(x)]ωi+ 1

2
(x) ∀x ∈ [xi, xi+1], i = 0, . . . , N − 1. (1.7.15)

Ç îãëÿäó íà òå, ùî 
(b, b)i+ 1

2
:=

xi+1∫
xi

b2 dx = 8
15

hi+ 1
2
,

(b′, b′)i+ 1
2

= 16
3
h−1

i+ 1
2

, i = 0, . . . , N − 1,

(1.7.16)

íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
ci+ 1

2
(b, b) = {16

3

µ

h
+ 8

15
σh}i+ 1

2
,

= 8
15
{ µ

h
(10 + Pe Sh)}i+ 1

2
,

< li+ 1
2
, b >= {hf}i+ 1

2
, i = 0, . . . , N − 1.

(1.7.17)
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1.7.4 Ñèñòåìà äèñêðåòíèõ ðiâíÿíü

Çàðàç ìè îá÷èñëèìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåí-
òiâ äëÿ çàäà÷i ìiãðàöi¨ äîìiøîê,ÿêà äîçâîëÿ¹ çíàéòè ðîçâ'ÿçîê uh â ïðîñòîði àïðîêñèìàöié
Vh ç áàçèñîì Êóðàíòà (1.7.10).

Ùîá öå çðîáèòè, ïiäñòàâèìî, íàïðèêëàä, (1.7.5) â (1.7.11) i äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî

ci+ 1
2
(uh, v) =

{
µ

xi+1∫
xi

u′h v′ dx + β
xi+1∫
xi

u′h v dx + σ
xi+1∫
xi

uhv dx
}

i+ 1
2

=
{
µq̇

xi+1∫
xi

v′ dx + βq̇
xi+1∫
xi

v dx

+ σ
xi+1∫
xi

[
qi+ 1

2
+ (ωi+ 1

2
− 1

2
)hi+ 1

2
q̇i+ 1

2

]
v dx

}
i+ 1

2

=
{
µq̇

xi+1∫
xi

v′ dx + [ βq̇ + σ(q − 1
2
hq̇) ]

xi+1∫
xi

v dx

+ σq̇h
xi+1∫
xi

ωi+ 1
2
v dx

}
i+ 1

2

=
{

q̇
[
µ

xi+1∫
xi

v′ dx + (β − 1
2
σh)

xi+1∫
xi

v dx + σh
xi+1∫
xi

ωi+ 1
2
v dx

]
+ σq

xi+1∫
xi

v dx
}

i+ 1
2

(1.7.18)

Ç îãëÿäó íà âëàñòèâîñòi áàçèñíèõ ôóíêöié φi ∈ Vh


supp φi := [xi−1, xi+1] = Ki− 1

2
∩Ki+ 1

2
,

φi := ωi− 1
2

íà Ki− 1
2
,

φi := 1− ωi+ 1
2

íà Ki+ 1
2

(1.7.19)

ðiâíÿííÿ Ãàëüîðêiíà

c(uh, φi) =< l, φi >, i = 1, . . . , N − 1, (1.7.20)

íàáóâàþòü ñóòò¹âî ïðîñòiøî¨ äëÿ îá÷èñëåíü ôîðìè

ci− 1
2
(uh, ωi− 1

2
) + ci+ 1

2
(uh, 1− ωi+ 1

2
)

=< li− 1
2
, ωi− 1

2
> + < li+ 1

2
, 1− ωi+ 1

2
>, i = 1, . . . , N − 1.

(1.7.21)

Îñòàííié çàïèñ ïîêàçó¹, ùî çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ êîæíîãî iç ðiâíÿíü öi¹¨ ñèñòåìè
âèìàãà¹ îá÷èñëåíü ëèøå íà äâîõ ñóñiäíiõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ. Òàê, âèêîðèñòîâóþ÷è
(1.7.18), ïiñëÿ íåñêëàäíî¨ àëãåáðè çíàõîäèìî, ùî
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ci− 1
2
(uh, ωi− 1

2
) =

{
h
[ µ

h

(
1 + 1

2
Pe + 1

12
PeSh

)
q̇ + 1

2
σq

] }
i− 1

2

,

ci+ 1
2
(uh, 1− ωi+ 1

2
) =

{
h
[ µ

h

(
−1 + 1

2
Pe− 1

12
PeSh

)
q̇ + 1

2
σq

] }
i+ 1

2

,

< li− 1
2
, ωi− 1

2
>= 1

2

{
hf

}
i− 1

2

,

< li+ 1
2
, 1− ωi+ 1

2
>= 1

2
{hf}i+ 1

2
, i = 1, . . . , N − 1.

(1.7.22)

Òåïåð, ñêîðèñòàâøèñü âèçíà÷åííÿìè (1.7.5),(1.7.6) òà (1.7.22), ìè íàäàìî äèñêðåòíèì
ðiâíÿííÿì (1.7.21) àëãåáðè÷íîãî âèãëÿäó

[ µ

h

(
−1− 1

2
Pe + 1

6
PeSh

) ]
i− 1

2

qi−1

+

{[ µ

h

(
1 + 1

2
Pe + 1

3
PeSh

) ]
i− 1

2

+
[ µ

h

(
1− 1

2
Pe + 1

3
PeSh

) ]
i+ 1

2

}
qi

+
[ µ

h

(
−1 + 1

2
Pe + 1

6
PeSh

) ]
i+ 1

2

qi+1,

= 1
2

{
[hf ]i− 1

2
+ [hf ]i+ 1

2

}
, i = 1, . . . , N − 1.

(1.7.23)

Îäåðæàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü äîïîâíþ¹òüñÿ äâîìà óìîâàìè (1.7.8), ÿêi
ïîêàçóþòü, ùî iñòèííèìè íåâiäîìèìè öi¹¨ ñèñòåìè çàëèøàþòüñÿ ëèøå âóçëîâi çíà÷åííÿ
q1, . . . , qN−1 àïðîêñèìàöi¨ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (1.7.5).

Âiäçíà÷èìî òóò âèçíà÷íó âëàñòèâiñòü ðiâíÿíü ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ - ¨õíÿ ìà-
òðèöÿ ìà¹ òðèäiàãîíàëüíó ñòðóêòóðó. Iíøèìè ñëîâàìè, íåíóëüîâi êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ìàòðèöi
ëîêàëiçîâàíi ëèøå íà ãîëîâíié òà äâîõ ñóñiäíiõ ç íåþ äiàãîíàëÿõ.

Iíøèé íàî÷íèé ôàêò, ÿêèé çàñëóãîâó¹ óâàãè â öüîìó êîíòåêñòi, - öå ÷àñòêîâèé âèïàäîê
ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i (1.7.2) ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè µ, β òà σ. ßêùî ïîäië íà ñêií÷åííi
åëåìåíòè ðiâíîìiðíèé, òîáòî

hi+ 1
2

:= xi+1 − xi = h = const, i = 0, . . . , N − 1,
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òî ðiâíÿííÿ (1.7.23) íàáóâàþòü îñîáëèâî ïðîñòîãî çàïèñó, ÿêîìó ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó

µ

h

[ (
−1− 1

2
Pe + 1

6
PeSh

)
qi−1

+ 2
(
1 + 1

3
PeSh

)
qi

+
(
−1 + 1

2
Pe + 1

6
PeSh

)
qi+1

]
=

h

2

{
[f ]i− 1

2
+ [f ]i+ 1

2

}
, i = 1, . . . , N − 1,

(1.7.24)

àáî â iíøié ðåäàêöi¨

h
[
− µ

qi−1 − 2qi + qi+1

h2
+ β

qi+1 − qi−1

2h
+ σ

qi−1 + 4qi + qi+1

6

]
=

h

2

{
[f ]i− 1

2
+ [f ]i+ 1

2

}
, i = 1, . . . , N − 1.

(1.7.25)

Îñòàííié çàïèñ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ íàî-
÷íî ïîêàçó¹ éîãî çâÿçîê ç ìåòîäîì ñêií÷åííèõ ðiçíèöü, ÿêèé çàìiíþ¹ ïîõiäíi âèõiäíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1.7.2) âiäïîâiäíèìè ðiçíèöåâèìè ñïiââiäíî-
øåííÿìè ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó O(h2).

1.7.5 Ôóíêöiîíàë äæåðåë ïîõèáîê

Ëåììà 1.7.1. ïðî äåêîìïîçèöiþ ôóíêöiîíàëà äæåðåë ïîõèáêè
Íåõàé àïðîêñèìàöiþ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ çíàéäåíî ó âèãëÿäi

uh(x) :=
N−1∑
i=0

{qi[1− ωi+ 1
2
(x)] + qi+1ωi+ 1

2
(x)}

=
N−1∑
i=0

{qi+ 1
2

+ [ωi+ 1
2
(x)− 1

2
]q̇i+ 1

2
},

q0 = 0, qN = 0

(1.7.26)

ç
ωi+ 1

2
(x) :=

x− xi

{h}i+ 1
2

, supp ωi+ 1
2

:= [xi, xi+1], i = 0, . . . , N − 1. (1.7.27)

Òîäi ñòðóêòóðó ôóíêöiîíàëó äæåðåë ïîõèáîê õàðàêòåðèçó¹ íàñòóïíèé ëàíöþæîê ðiâ-
íîñòåé

< ρ(uh), v >:=< l, v > −c(uh, v)

=
N−1∑
i=0

{< li+ 1
2
, v > −ci+ 1

2
(uh, v)}

=
N−1∑
i=0

{< ρi+ 1
2
(uh), v >},

(1.7.28)
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äå

< ρi+ 1
2
(uh), v >:=< li+ 1

2
, v > −ci+ 1

2
(uh, v)

=
xi+1∫
xi

{(f − βu′h − σuh)v − µu′h v′} dx, i = 0, . . . , N − 1.
(1.7.29)

Ïðè öüîìó, çîêðåìà,

< ρi+ 1
2
(uh), b >=

2

3
{h(f − βq̇ − σq)}i+ 1

2
+ O(h3). (1.7.30)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî
xi+1∫
xi

[
ωi+ 1

2
(x)− 1

2

]
b(x) dx = 0. (1.7.31)

Äàëi, íàïðèêëàä, ðîçãîðòàþ÷è çàäàíó ôóíêöiþ f = f(x) çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà â îêîëi
òî÷êè x = xi+ 1

2
, iç âðàõóâàííÿì îñòàííüîãî ôàêòó çíàõîäèìî, ùî

xi+1∫
xi

fb dx =
xi+1∫
xi

{f(xi+ 1
2
) + [ωi+ 1

2
(x)− 1

2
]f ′(xi+ 1

2
) + O(h2)}b(x) dx

= 2
3
{hf}i+ 1

2
+ O(h3).

(1.7.32)

Ç iíøîãî áîêó, ç îãëÿäó íà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i íóëüîâi çíà÷åííÿ áàáëà íà êiíöÿõ
âiäðiçêà

< ρi+ 1
2
(uh), b >=

xi+1∫
xi

{(f − βu′h − σuh)b− µu′h b′} dx

=
xi+1∫
xi

{(f − βu′h − σuh + (µu′h)
′}b dx =

xi+1∫
xi

{f − Luh}b dx

= (f − Luh, b)i+ 1
2

= 2
3
{h(f − βq̇ − σq)}i+ 1

2
+ O(h3).

(1.7.33)

1.7.6 Àïðîêñèìàöiÿ ïîõèáêè ÌÑÅ:

àïîñòåðiîðíèé îöiíþâà÷ ïîõèáêè

Áóäåìî øóêàòè íàáëèæåííÿ äî iñòèííî¨ ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ eh := u − uh ∈ V \Vh ó
âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ êâàäðàòè÷íèõ áàáë-ôóíêöié (1.7.15)

eh(x) ' εh(x) :=
N−1∑
i=0

λi+ 1
2
bi+ 1

2
(x) (1.7.34)
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ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè {λi+ 1
2
}N−1

i=0 . Äëÿ ¨õíüîãî çíàõîäæåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñõåìîþ
Ãàëüîðêiíà, ÿêó çàñòîñó¹ìî äî çàäà÷i ïðî ïîõèáêó 9

çàäàíî Eh ⊂ V \Vh, dim Eh = N,
òà àïðîêñèìàöiþ Ãàëüîðêiíà uh ∈ Vh;

çíàéòè ôóíêöiþ εh ∈ Eh òàêó, ùî

c(εh, v) =< ρ(uh), v > ∀v ∈ Eh.

(1.7.35)

Âíàñëiäîê ïðèðîäíî¨ îðòîãîíàëüíîñòi ñèñòåìè áàáë-ôóíêöié {bi+ 1
2
(x)}N−1

i=0 , çóìîâëåíî¨
òèì, ùî

supp bi+ 1
2

:= [xi, xi+1], (1.7.36)
iç ðiâíÿííÿ çàäà÷i (1.7.35) áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëþ¹ìî

λi+ 1
2

= εh(xi+ 1
2
) =

< ρi+ 1
2
(uh), b >

ci+ 1
2
(b, b)

, i = 0, . . . , N − 1. (1.7.37)

Íàðåøòi, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (1.7.17) òà (1.7.30), íàâåäåìî îñòàòî÷íèé âèãëÿä çíàéäåíîãî
íàáëèæåííÿ äî ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ Ãàëüîðêiíà

eh(x) ' εh(x) :=
N−1∑
i=0

λi+ 1
2
bi+ 1

2
(x)

=
N−1∑
i=0

< ρi+ 1
2
(uh), b >

ci+ 1
2
(b, b)

bi+ 1
2
(x)

=
N−1∑
i=0

2
3
{h(f − βq̇ − σq)}i+ 1

2

8
15
{ µ

h
(10 + Pe Sh)}i+ 1

2

bi+ 1
2
(x)

= 5
4

N−1∑
i=0

{
h2

µ

(f − βq̇ − σq)

(10 + Pe Sh)

}
i+ 1

2

bi+ 1
2
(x).

(1.7.38)

Çíàéäåíó òóò êóñêîâî âèçíà÷åíó ôóíêöiþ εh(x) íàçèâàþòü àïîñòåðiîðíèì îöiíþâà÷åì
ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ uh(x). Åïiòåò àïîñòåðiîðíèé, ÿê çàâæäè, îçíà÷à¹, ùî íàáëèæåííÿ
εh(x) äî iñòèííî¨ ïîõèáêè eh := u− uh ∈ V \Vh ìîæíà îá÷èñëèòè ëèøå ïiñëÿ òîãî, ÿê çíà-
éäåíî àïðîêñèìàöiþ uh(x).

Ïîáóäîâàíèé îöiíþâà÷ εh(x) âîëîäi¹ íèçêîþ âàæëèâèõ îá÷èñëþâàëüíèõ õàðàêòåðè-
ñòèê, ÿêi òóò âàðòî âiäçíà÷èòè.

• Çãiäíî âèçíà÷åííÿ (1.7.34)
εh(xi) = 0, i = 0, 1, . . . N ;

iíøèìè ñëîâàìè, ñòðóêòóðà äàíîãî îöiíþâà÷à àïðiîði ïåðåäáà÷à¹, ùî âóçëîâi çíà÷å-
ííÿ uh(xi) ≡ qi çíàéäåíî êëàñè÷íîþ ñõåìîþ ÌÑÅ íàñòiëüêè àêóðàòíî, ùî íà öüîìó
åòàïi âîíè íå ïîòðåáóþòü óòî÷íåííÿ.

9Ïîäàííÿ íàáëèæåííÿ äî ïîõèáêè ó âèãëÿäi (1.7.34) ïîêàçó¹, ùî ìè âèáðàëè ñèñòåìó ôóíêöié
{bi+ 1

2
(x)}N−1

i=0 çà áàçèñ ïiäïðîñòîðó Eh.
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• Âíàñëiäîê îðòîãîíàëüíîñòi áàçèñó {bi+ 1
2
(x)}N−1

i=0 îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ îöiíþâà-
÷à {λi+ 1

2
}N−1

i=0 äà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ öiíîþ � äëÿ öüîãî ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó
ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ç äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ; iíøèìè ñëîâàìè, êîæåí êî-
åôiöi¹íò λi+ 1

2
îá÷èñëþ¹òüñÿ íåçàëåæíî âiä iíøèõ íà îêðåìî âçÿòîìó ñêií÷åííîìó

åëåìåíòi Ki+ 1
2
âèáðàíîãî ïîäiëó, ùî çàáåçïå÷ó¹ àâòîíîìíiñòü íåîáõiäíèõ îá÷èñëåíü.

• Êîåôiöi¹íòè λi+ 1
2
àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáêè εh(x) äîïóñêàþòü íàî÷íó ôiçè-

÷íó iíòåðïðåòàöiþ � âîíè ïîäàþòü íàáëèæåíi çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ïîõèáêè àïðîêñèìà-
öi¨ ÌÑÅ â öåíòðàõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, òîáòî

eh(xi+ 1
2
) ' λi+ 1

2
≡ εh(xi+ 1

2
), i = 0, 1, . . . N − 1.

• Ç iíøîãî áîêó, ÿê ìîæíà çàóâàæèòè iç îá÷èñëåíü â (1.7.38), êîåôiöi¹íòè îöiíþâà÷à

λi+ 1
2

=
5

4

{
h2

µ

(f − βq̇ − σq)

(10 + Pe Sh)

}
i+ 1

2

, i = 0, 1, . . . N − 1. (1.7.39)

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ¨õíÿ ðîçìiðíiñòü ñïiâïàäà¹ ç
ðîçìiðíiñòþ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêè, ñêàæiìî, kg

m3 .
• Áiëüøå öüîãî, ïîäàííÿ (1.7.39) ïîêàçó¹, ùî

λi+ 1
2

= O(h2
i+ 1

2
).

Îòæå, îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ñâiä÷èòü, ùî ïîáóäîâàíèé íàìè àïîñòåðiîðíèé îöiíþ-
âà÷ ïîõèáêè âiäòâîðþ¹ ñòðóêòóðó iñòèííî¨ ïîõèáêè êóñêîâî ëiíiéíèõ àïðîêñèìàöié
ÌÑÅ ç òèì ñàìèì ïîðÿäêîì çáiæíîñòi, ùî ïåðåäáà÷àþòü àïðiîðíi îöiíêè ïîõèáêè.

• Äàëi, îñêiëüêè íåâ'ÿçêà ðiâíÿííÿ ìiãðàöi¨ íà êóñêîâî ëiíiéíié àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ
äîïóñêà¹ ïîäàííÿ

Rh(x) := f(x)− Luh(x)

= f(x)− βq̇i+ 1
2
− σuh(x) ∀x ∈ Ki+ 1

2
, i = 0, 1, . . . N − 1,

(1.7.40)

òî ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ çíà÷åííÿì îöiíþâà÷à ïîõèáêè â
öåíòðàõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ òà íåâ'ÿçêîþ ðiâíÿííÿ ìiãðàöi¨ äîìiøêè

εh(xi+ 1
2
) ≡ λi+ 1

2
=

5

4

{
h2

µ

Rh(x)

(10 + Pe Sh)

}
i+ 1

2

, i = 0, 1, . . . N − 1. (1.7.41)

Òàêèì ÷èíîì,
çíà÷åííÿ ïîáóäîâàíîãî àïîñòåðiîíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáêè (1.7.38)
êóñêîâî ëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ
â öåíòði âàãè êîæíîãî ñêií÷åííîãî åëåìåíòà K ∈ Th

çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè íåâ'ÿçêè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ â öié òî÷öi
ç êîåôiöi¹íòîì ïðîïîðöiéíîñòi ïîðÿäêó O(h2

K).

(1.7.42)
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1.7.7 Ïðèðîäíå óòî÷íåííÿ àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ

Òåïåð, êîëè ìè âiäøóêàëè îöiíþâà÷ ïîõèáêè (1.7.38) äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ìåòîäó ñêií-
÷åííèõ åëåìåíòiâ (1.7.5), ìîæíà óòî÷íèòè çíàéäåíèé íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨
çàäà÷i íà òiëüêè ùî âæèòîìó ïîäiëi çãiäíî ïðàâèëà

u (x) = uh (x) + eh (x) ' u∗h (x) := uh (x) + εh(x) ∀x ∈ Ω. (1.7.43)
Ç îãëÿäó íà êóñêîâó ëiíiéíiñòü àïðîêñèìàöi¨ uh(x) òà âèùåçãàäàíi âëàñòèâîñòi íàøîãî
îöiíþâà÷à εh(x) ìîæíà ïðîãíîçóâàòè, ùî íàéáiëüøèé åôåêò òàêîãî óòî÷íåííÿ äîñÿãà¹òüñÿ
â öåíòðàõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ Ki+ 1

2
, òîáòî äîöiëüíî îá÷èñëèòè

u∗h

(
xi+ 1

2

)
:= uh

(
xi+ 1

2

)
+ λi+ 1

2
, i = 0, 1, . . . N − 1. (1.7.44)

Óòî÷íåíå íàáëèæåííÿ u∗h(x) ìà¹ êóñêîâî êâàäðàòè÷íó ñòðóêòóðó, ÿêà óñïàäêîâó¹ âiä
êëàñè÷íî¨ àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ çíà÷åííÿ ó âóçëàõ âæèòîãî ïîäiëó Th. Iíøèìè ñëîâàìè,

u∗h = uh + εh ∈ V ∗
h := Vh ⊕ Eh.

Âàðòiñòü âèêîíàíîãî óòî÷íåííÿ àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ ìîæíà îöiíèòè çà äîïîìîãîþ îá÷è-
ñëåííÿ çâè÷àéíî¨ âiäíîñíî¨ ïîõèáêè

ηh :=
‖εh‖V

‖uh + εh‖V

.

1.7.8 Óòî÷íåííÿ âóçëîâèõ çíà÷åíü àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ

Ç îãëÿäó íà ðîçãëÿíóòi âëàñòèâîñòi àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáîê ìè ìîæåìî
ñïðîáóâàòè óòî÷íèòè çíàéäåíi ðàíiøå âóçëîâi çíà÷åííÿ

uh(xi) ≡ qi, i = 1, . . . , N − 1,

àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ â íàñòóïíèé ñïîñiá.
Ðîçãëÿíåìî íîâèé ïîäië âiäðiçêà [0, 1] çi ñêií÷åííèìè åëåìåíòàìè òàêî¨ ñòðóêòóðè

K0 := (0, x 1
2
), K1 := (x 1

2
, x 3

2
), . . . , Ki := (xi− 1

2
, xi+ 1

2
), . . . , KN := (xN− 1

2
, xN).

Â öüîìó âèïàäêó, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè êðàéîâi óìîâè Äiðiõëå, áóäåìî øóêàòè àïîñòåðiîð-
íèé îöiíþâà÷ ïîõèáêè äëÿ àïðîêñèìàöi¨ u∗h(x) ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨

eh(x) ' εh(x) :=
N−1∑
i=1

λibi(x) (1.7.45)

áàáë-ôóíêöié bi(x) òàêî¨ ïðèðîäè

bi(x) := 4
(x− xi− 1

2
)

hi− 1
2

(xi+ 1
2
− x)

hi+ 1
2

∀x ∈ K̄i = [xi− 1
2
, xi+ 1

2
], i = 1, . . . , N − 1. (1.7.46)

Ç îãëÿäó íà òå, ùî
(b, b)i :=

x
i+1

2∫
x

i− 1
2

b2 dx =
2

3(hi+ 1
2
hi− 1

2
)2

(hi+ 1
2

+ hi− 1
2
)3 = 2

3

|Ki|3

(hi+ 1
2
hi− 1

2
)2

,

(b′, b′)i = 16
3
h−1

i+ 1
2

, i = 0, . . . , N − 1,

(1.7.47)
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íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
ci+ 1

2
(b, b) = {16

3

µ

h
+ 8

15
σh}i+ 1

2
,

= 8
15
{ µ

h
(10 + Pe Sh)}i+ 1

2
,

< li+ 1
2
, b >= {hf}i+ 1

2
, i = 0, . . . , N − 1.

(1.7.48)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåäóðó Ãàëüîðêiíà, çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè öüîãî îöiíþâà÷à ó âè-
ãëÿäi

λi = εh(xi) =
< ρi(u

∗
h), b >

ci(b, b)
, i = 1, . . . , N − 1. (1.7.49)

1.7.9 Ôóíäàìåíòàëüíà âëàñòèâiñòü

àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáêè

Çàðàç ìè õî÷åìî äàòè âiäïîâiäü íà êëþ÷îâå çàïèòàííÿ:
Íàñêiëüêè àêóðàòíî ïîáóäîâàíèé íàìè â (1.7.38)
àïîñòåðiîíèé îöiíþâà÷ ïîõèáêè εh(x)
âiäòâîðþ¹ iñòèííó ïîõèáêó eh := u− uh ∈ V \Vh

êóñêîâî ëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ uh ∈ Vh ?

(1.7.50)

Äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî,ùî âèçíà÷åííÿ (1.7.28) ôóíêöiîíàëó äæåðåë ïîõèáêè ρ(uh)
ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè äî âèãëÿäó

< ρ(uh), v >:=< l, v > −c(uh, v)

= c(u, v)− c(uh, v)

= c(u− uh), v >= c(eh, v) ∀v ∈ V.

(1.7.51)

Òîäi ç îãëÿäó íà çàäà÷ó ïðî ïîõèáêó (1.7.35) íèçêà ïåðåòâîðåíü
‖εh‖2

V = c(εh, εh) =< ρ(uh), εh >

= c(eh, εh)

≤ ‖eh‖V ‖εh‖V ∀v ∈ V

(1.7.52)

ïðèâîäèòü äî îöiíêè âåõíüî¨ ìåæi çíà÷åíü íîðìè îöiíþâà÷à
‖εh‖V ≤ ‖eh‖V ∀h > 0. (1.7.53)

Çãiäíî âèçíà÷åíü îöiíþâà÷à òà ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ îñòàííþ îöiíêó ìîæíà ïîäàòè
â òàêîìó çàïèñi

‖u∗h − uh‖V ≤ ‖u− uh‖V ∀h > 0. (1.7.54)
Ç iíøîãî áîêó, ìîæíà ñïîäiâàòèñÿ,ùî óòî÷íåíi íàáëèæåííÿ u∗h çáiãàþòüñÿ øâèäøå äî

ðîçâ'ÿçêó u íiæ êëàñè÷íi àïðîêñèìàöi¨ uh, îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ
Vh ⊂ V ∗

h .
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Â çâ'ÿçêó ç öèì ìè äàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà íàñè÷åíîñòi:
çíàéäåòüñÿ äîäàòíà ñòàëà γ < 1,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà h, òàêà, ùî
‖u− u∗h‖V ≤ γ‖u− uh‖V .

(1.7.55)

Ç îãëÿäó íà öþ óìîâó 10 òà íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà ìà¹ìî, ùî

‖u− uh‖V = ‖u− u∗h + u∗h − uh‖V ≤ ‖u− u∗h‖V + ‖u∗h − uh‖V

≤ γ‖u− uh‖V + ‖u∗h − uh‖V .
(1.7.56)

Çâiäñè çíàõîäèìî áàæàíó îöiíêó

(1− γ)‖u− uh‖V ≤ ‖u∗h − uh‖V ∀h > 0 (1.7.57)

àáî â iíøîìó çàïèñi
(1− γ)‖eh‖V ≤ ‖εh‖V ∀h > 0. (1.7.58)

Çáèðàþ÷è ðàçîì îäåðæàíi îöiíêè, ïðèõîäèìî äî âàæëèâîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.7.1. ïðî äâîñòîðîííi îöiíêè ïîõèáêè ÌÑÅ
Íåõàé u ∈ V - ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (1.7.3) i uh ∈ Vh - éîãî êóñêîâî ëiíiéíà àïðî-

êñèìàöiÿ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, çíàéäåíà íà ïîäiëi Th.Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî
(i) àïîñòåðiîðíèé îöiíþâà÷ ïîõèáêè εh çíàéäåíî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.7.34) â ïðîñòîði
Eh, áàçèñ ÿêîãî óòâîðþþòü êâàäðàòè÷íi áàáë-ôóíêöi¨ (1.7.15);
(ii) àïðîêñèìàöiÿ uh ∈ Vh òà ¨¨ óòî÷íåííÿ u∗h = uh + εh ∈ Vh ⊕ Eh çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
íàñè÷åííÿ (1.7.55) äëÿ êîæíîãî h > 0.

Òîäi âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ïîõèáêîþ àïðîêñèìàöi¨

eh := u− uh ∈ V Vh

òà àïîñòåðiîðíèì îöiíþâà÷åì ïîõèáêè εh ∈ Eh õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíèìè äâîñòî-
ðîííiìè îöiíêàìè

‖εh‖V ≤ ‖eh‖V ≡ ‖u− uh‖V ≤
1

1− γ
‖εh‖V ∀h > 0. (1.7.59)

Òiëüêè ùî äîâåäåíà òåîðåìà çîêðåìà âêàçó¹ íà ïåâíó åêâiâàëåíòíiñòü îá÷èñëåííÿ åíåð-
ãåòè÷íèõ íîðì îöiíþâà÷à ïîõèáêè òà âëàñíå ñàìî¨ ïîõèáêè àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åí-
íèõ åëåìåíòiâ. Öèì ñàìèì âîíà ïåðåòâîðþ¹ àïîñòåðiîðíi îöiíþâà÷i ïîõèáîê â ïðàêòè÷íî
âæèâàíèé iíñòðóìåíò ÷èñëîâîãî àíàëiçó, ÿêèé íà îñíîâi äàíèõ âèõiäíî¨ çàäà÷i i çíàéäåíèõ
íàáëèæåíèõ ðîçâÿçêiâ äîçâîëÿ¹ îïåðóâàòè âiðîãiäíîþ iíôîðìàöi¹þ ïðî ÿêiñòü îá÷èñëå-
íèõ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ. Îñòàííÿ ìîæå óñïiøíî âæèòà äëÿ îáãðóíòóâàííÿòèõ ÷è iíøèõ
ðiøåíü ñòîñîâíî ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó.

10Â ñòàíäàðòíèõ ïðîñòîðàõ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ç àïðîêñèìàöiÿìè âèùèõ ïîðÿäêiâ ìîæíà ïî-
áà÷èòè, ùî γ = O(hr) äëÿ ïåâíîãî r > 0. Â öüîìó âèïàäêó γ → 0 ïðè h → 0, ùî ¹ áiëüø ñèëüíîþ
âëàñòèâiñòþ, íiæ âèìàãà¹òüñÿ íàøîþ óìîâîþ íàñè÷åíîñòi (1.7.55).



1.7. Àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ äëÿ çàäà÷ ìiãðàöi¨ 53

1.7.10 Îá÷èñëåííÿ íîðì àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à:

iíäèêàòîðè ïîõèáêè

ßê ñâiä÷èòü òåîðåìà ïðî äâîñòîðîííi îöiíêè ïîõèáêè, â çàñòîñóâàííÿõ âàæëèâó ðîëü
ìîæå âiäiãðàâàòè åíåðãåòè÷íà íîðìà àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáêè ÌÑÅ. Çóïèíèìîñÿ
íà ¨¨ îá÷èñëåííi äåòàëüíiøå.

Ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ îöiíþâà÷à (1.7.38) òà (1.7.17) áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè
çíàõîäèìî, ùî

‖εh‖2
V = c(εh, εh)

=
N−1∑
i=0

ci+ 1
2
(εh, εh) =

N−1∑
i=0

λ2
i+ 1

2

ci+ 1
2
(b, b)

= 25
16

8
15

N−1∑
i=0

{
h2

µ

(f − βq̇ − σq)

(10 + Pe Sh)

}2

i+ 1
2

{µ

h
(10 + Pe Sh)}i+ 1

2

= 5
6

N−1∑
i=0

{
h3

µ

(f − βq̇ − σq)2

(10 + Pe Sh)

}
i+ 1

2

.

(1.7.60)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

ηi+ 1
2

:=
√

ci+ 1
2
(εh, εh) =

√√√√5

6

{
h3

µ

(f − βq̇ − σq)2

(10 + Pe Sh)

}
i+ 1

2

, i = 0, 1, . . . N − 1, (1.7.61)

äëÿ âåëè÷èí, ÿêi âèìiðþþòü çíà÷åííÿ åíåðãåòè÷íî¨ íîðìè àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïî-
õèáêè íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+ 1

2
. Îñêiëüêè ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë {ηi+ 1

2
}N−1

i=0

îïèñó¹ ðîçïîäië íîðìè îöiíþâà÷à íà åëåìåíòàõ âèáðàíîãî ïîäiëó Th, òî ¨õ ÷àñòî íàçèâàþòü
iíäèêàòîðàìè ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ uh íà ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ i âèêîðèñòîâóþòü ÿê
îñíîâó äëÿ ñòâîðåííÿ ñèñòåìè êîíòðîëþ ÿêîñòi àïðîêñèìàöié ÌÑÅ.
Âiäçíà÷èìî òóò äåÿêi iç âëàñòèâîñòåé iíäèêàòîðiâ.

• ßêùî íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi ðîçãëÿíóòè îïåðàòîðè ëèøêiâ âèãëÿäó
Ri+ 1

2
(uh) :=

{
|f − βq̇ − σq|

}
i+ 1

2

, i = 0, 1, . . . N − 1, (1.7.62)
òî ìîæíà çàóâàæèòè, ùî âîíè âèìiðþþòü ïîòóæíiñòü íåâðiâíîâàæåíèõ äæåðåë
äîìiøêè, ïîðîäæåíèõ àïðîêñèìàöi¹þ uh â öåíòðàõ âàã ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Ïîðÿä
iç öèì çíà÷åííÿ iíäèêàòîðiâ ïîõèáêè ïðîïîðöiéíi âåëè÷èíàì öèõ ëèøêiâ i íà äîäàòîê

ηi+ 1
2

= Ri+ 1
2
(uh)

{ √
h3

12µ

}
i+ 1

2

, i = 0, 1, . . . N − 1. (1.7.63)

• Îñòàííÿ ôîðìà ïîäàííÿ iíäèêàòîðiâ ïîêàçó¹, ùî
ηi+ 1

2
= O(h

3
2

i+ 1
2

) , i = 0, 1, . . . N − 1. (1.7.64)
Öåé ôàêò îçíà÷à¹, ùî iíäèêàòîðè, à îòæå i àïîñòåðiîðíèé îöiíþâà÷ ïîõèáêè, çäà-
òíi àêóðàòíî âiäòâîðþâàòè ïåðåäáà÷óâàíi òåîði¹þ àïðiîðíi îöiíêè ïîðÿäêó çáiæíî-
ñòi àïðîêñèìàöié ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ.
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• Íåõàé íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+ 1
2
ïðîöåñ ìiãðàöi¨ äîìiøêè ðåàëiçó¹òüñÿ ëèøå ìå-

õàíiçìîì äèôóçi¨, iíøèìè ñëîâàìè, σ = 0, β = 0. Â öüîìó âèïàäêó iíäèêàòîð ïîõèáêè
íàáóâà¹ âèãëÿäó

ηi+ 1
2

:=

{
|f |

√
h3

12µ

}
i+ 1

2

.

• Ïðèïóñòèìî, ùî íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+ 1
2
âiäñóòíi äæåðåëà äîìiøîê i ñàìi äî-

ìiøêè ¹ õiìi÷íî ïàñèâíèìè, òîáòî f = 0 i σ = 0,; òîäi

ηi+ 1
2

:=

{
Pe|q̇|

√
hµ

12

}
i+ 1

2

.

• ßêùî äîìiøêà ïîøèðþ¹òüñÿ â íåðóõîìîìó ñåðåäîâèùi çà âiäñóòíîñòi ðîçïîäiëåíèõ
äæåðåë, òîáòî β = 0 i f = 0, òî

ηi+ 1
2

:=

{
Fu−1q

√
µ

12h

}
i+ 1

2

.

Ïîäiáíèì ÷èíîì ìîæíà îá÷èñëèòè ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó íîðìó àïîñòåðiîðíîãî îöiíþ-
âà÷à ïîõèáêè. Äiéñíî,
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15

h}i+ 1
2

= 5
6

N−1∑
i=0

{
h5

µ2

(f − βq̇ − σq)2

(10 + Pe Sh)2

}
i+ 1

2

.

(1.7.65)

Òåïåð ìè ñïðîìîæíi ââåñòè âiäïîâiäíi iíäèêàòîðè ïîõèáîê àïðîêñèìàöi¨ íà ñêií÷åííèõ
åëåìåíòàõ

δi+ 1
2

:= Ri+ 1
2
(uh)

{ √
5h

6

h2

µ

1

(10 + Pe Sh)

}
i+ 1

2

, i = 0, 1, . . . N − 1, (1.7.66)

ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ðîçïîäië ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ íîðìè îöiíþâà÷à ìiæ åëåìåíòàìè âè-
áðàíîãî ïîäiëó Th. Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî

δi+ 1
2
≤

{
h2

µ

√
h

120

}
i+ 1

2

Ri+ 1
2
(uh), i = 0, 1, . . . N − 1.

Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî
δi+ 1

2
= O(h

5
2

i+ 1
2

) ,

òîáòî ïîðÿäêè âåëè÷èí îöiíþâà÷iâ çíîâó ïîâíiñòþ óçãîäæóþòüñÿ iç àïðiîðíèìè îöiíêàìè
ïîðÿäêiâ ïîõèáîê êóñêîâî ëiíiéíèõ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íié íîðìi.
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1.7.11 Ðåêóðåíòíå ïîêðàùåííÿ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ:

ñòðàòåãiÿ àäàïòóâàííÿ òðiàíãóëÿöié

Ïiäñóìîâóþ÷è îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî àïîñòåðiðíèõ îöiíþâà÷iâ ïîõèáîê àïðî-
êñèìàöié òà ¨õíiõ iíäèêàòîðiâ, íà öüîìó åòàïi ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî íàìè ïîáóäîâàíî
íàäiéíèé i çðó÷íèé iíñòðóìåíòàðié äëÿ êîíòðîëþâàííÿ âåëè÷èí ÿê ãëîáàëüíèõ, òàê i ëî-
êàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ïîõèáîê íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷.
Íàïðèêëàä, â iíæåíåðíié ïðàêòèöi ÷àñòî âèìàãà¹òüñÿ îá÷èñëèòè íàáëèæåíèé ðîçâÿçîê iç
íàïåðåä çàäàíîþ äîïóñòèìîþ ïîõèáêîþ. Â öié ñèòóàöi¨ ãîëîâíîþ ìåòîþ îá÷èñëþâàëüíîãî
åêñïåðèìåíòó ìîæå ñòàòè ïîáóäîâà ïîñëiäîâíîñòi òðiàíãóëÿöié ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ÿêi
áóäóòü ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëÿòè ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ìiæ ñêií÷åííèìè åëåìåíòàìè i, ÿê
íàñëiäîê, çìåíøóâàòè îá÷èñëþâàëüi âèòðàòè. Âðåøòi-ðåøò iíäèêàòîðè ïîõèáîê ìîæóòü
çàñòîñîâóâàòèñÿ â êðèòåðiÿõ ëîêàëüíî¨ ìîäèôiêàöi¨ òðiàíãóëÿöié çà äîïîìîãîþ çãóùåí-
íÿ (à iíîäi é ðîçðiäæåííÿ) ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Öÿ ïðîöåäóðà ïðèðîäíî ïðèâîäèòü äî
îá÷èñëþâàëüíîãî öèêëó âèãëÿäó:

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ→ Îöiíþâàííÿ→ Çãóùåííÿ→ Ðîçâ'ÿçóâàííÿ→ . . . .
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