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1. Вступ 

1.1. Місце функціонального аналізу в наукових дослідженнях 

Центральним етапом наукового аналізу чи проектування дові-
льної системи є побудова математичної моделі. Під словом “модель” 
ми будемо розуміти деякий опис, який відображає особливості проце-
су, що вивчається і цікавить дослідника. Якщо при описі моделі (яви-
ща) використовується мова математики, то говорять про математичні 
моделі. Вивчення математичних моделей завжди пов’язане з деякою 
“алгеброю” – правилами дій над об’єктами, що вивчаються, які відо-
бражають зв’язки між причинами та наслідками. Опис явища, побудо-
ва моделі – суттєво залежать від дослідника, його досвіду, таланту. 
Тому говорять, що процес моделювання має феноменологічну основу. 
Модель повинна достатньо правильно відображати явище, але цього 
недостатньо. Вона повинна бути зручною для використання. Для опису 
явища необхідно виділити реальні рухи з множини уявно допустимих і 
сформулювати принципи їх відбору. Термін “рух” вживається в широ-
кому розумінні: зміна взагалі, довільна взаємодія матеріальних 
об’єктів. У різних галузях знань принципи класифікації рухів різні. У 
неживій матерії основними принципами відбору є закони збереження 
маси, імпульсу, енергії і дані експерименту. Але закони збереження не 
виокремлюють єдиного руху. Необхідно враховувати другий закон 
термодинаміки, принципи мінімуму дисипації енергії та стійкості. 
Принцип мінімуму дисипації енергії виділяє з множини можливих ру-
хів, які підпорядковуються законам збереження, тільки такі, реалізація 
яких призведе до мінімального росту ентропії. Принцип стійкості до-
зволяє зосередити увагу дослідника на вивченні форм руху, характер-
ний час існування яких достатньо великий. 

Закони, справедливі для неживої матерії, зберігають свою си-
лу і для живої матерії. Це твердження довгий час було дискусійним. 
Особливо багато труднощів викликав другий закон термодинаміки. 
Дане питання було вирішене Берталанфом у 30-х роках XX століття. 
Він показав, що живі істоти є відкритими системами. Це означає, що 
вони не можуть існувати без обміну речовиною та енергією з довкіл-
лям. Цим і пояснюється зменшення в них ентропії. Нехай, наприклад, 
мова йде про деяку біологічну макросистему. Вперше динаміку таких 
систем почав вивчати італійський математик Вольтерра. Найхарактер-
нішими для біосистем є процеси вживання їжі. Це означає, що закони 
збереження маси і енергії повинні бути з’ясовані в термінах трофічних 
зв’язків – хто кого з’їсть і в якій кількості. 
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Закони збереження маси, імпульсу, енергії + 
експериментальні дані 

1. Опис явища 

2. Математичне 
моделювання 

Диференціальні рівняння + крайові умови + початкові 
умови 

Чи існує розв’язок задачі? 
Чи розв’язок задачі єдиний? 
Чи він неперервно залежить від вхідних даних задачі? 

3. Дослідження 
математичної 

моделі 

4.1. Вибір чисельної схеми для побудови наближених 

розв’язків ( ) ( ) ( )
0

N

i i N
i

f x a x f xϕ
=

≈ ⋅ =∑ . 

4.2. Наскільки сильно послідовність наближених 
розв’язків буде залежати від вхідних даних задачі і чи 
буде вона збігатися з точним розв’язком, тобто чи 

( ) ( )Nf x f x→ ? 

4. Методи 
розв’язування 

5. Розробка 
програм 

Наскільки адекватно одержані результати відображають 
реальні фізичні процеси? 
Чи не слід уточнити вихідну математичну модель? 

6. Аналіз 
результатів 

 

Уявімо собі, що в деякому ареалі живуть популяції зайців та 
вовків, причому зайці не відчувають нестачі їжі упродовж свого життя. 
Нас цікавить, як будуть змінюватися з часом ( ]0,t T∈  популяції зай-

ців  та вовків ( )z t ( )v t , якщо відомо, що в нульовий момент часу 

 ( ) 00z z= , ( ) 00v v= . (1.1) 
Єдиною їжею вовків можуть бути спіймані ними зайці. Щоб отримати 
рівняння, які наближено описують еволюцію цих популяцій, будемо 

вважати, що швидкість зростання кількості зайців ( ) dzz t
dt

′ =  пропор-

ційна їх кількості без урахування взаємодії з вовками 
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 ( )z t zα′ = ⋅ , (1.2) 

де α  – коефіцієнт приросту популяції зайців, причому b dα α α= − , 

де коефіцієнти bα , dα  характеризують народжуваність та природну 

смертність зайців. Будемо вважати, що 0constα = > . Тоді, внаслі-
док (1.2), (1.1), ( ) 0

tz t z eα= ⋅ , і ми маємо справу із досить здоровим 
видом. Рівняння виду (1.2) мають сенс лише в тому випадку, коли кі-
лькість зайців досить велика і функцію ( )z t  можна вважати непе-
рервною. 

Припустимо, що зустріч вовка із зайцем – смертельна для зай-
ця, а ймовірність зустрічі пропорційна чисельності цих видів. Тоді рів-
няння еволюції популяції зайців буде мати вигляд 
 ( )z t z z vα γ′ = ⋅ − ⋅ ⋅  ( ]0,t∀ ∈ T , (1.3) 

де 0constγ = > . Подібним чином складемо рівняння для популяції 
вовків: 
 ( )v t v z vβ γ′ = − ⋅ + ⋅ ⋅  ( ]0,t∀ ∈ T , (1.4) 

де 0constβ = > . 
Задача Коші (1.3), (1.4), (1.1) відома як модель Лотке-

Вольтерра для прогнозування взаємодії “жертв” із “хижаками”. Ми не 
будемо обговорювати фізичного, точніше біологічного, змісту цієї мо-
делі. Вона, звичайно, досить умовна. 

Наступним етапом наукового аналізу є дослідження матема-
тичної моделі, в процесі якого намагаються дати відповіді на такі за-
питання. 

♦ Чи існує розв’язок задачі? 
♦ Чи розв’язок задачі єдиний? 
♦ Чи він неперервно залежить від вхідних даних задачі? 

В нашому прикладі від 0 0, , , ,z vα β γ . Якщо так, то задача коректно 
поставлена. 

Далі відбувається вибір чисельної схеми для побудови набли-

жених розв’язків ( ) ( ) ( )
0

N

i i N
i

f x a x fϕ
=

≈ =∑ x . Тут виникає питання: 

наскільки суттєво послідовність наближених розв’язків залежить від 
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даних задачі і чи буде вона збігатися до точного розв’язку 
( ) ( )Nf x f x→  ? 

Наступні пункти – розробка програми та аналіз результатів. 
Останній етап повинен дати відповідь на запитання: наскільки адеква-
тно отримані результати відображають реальні фізичні процеси і чи не 
слід уточнити вихідну математичну модель? 

Методи функціонального аналізу дають змогу одержати від-
повіді на запитання пунктів 3 і 4.2, причому конструктивні способи 
доведення існування розв’язків часто підказують саму чисельну схему 
знаходження розв’язків, тобто дають відповідь на запитання пункту 
4.1. 

У прикладній математиці функціональний аналіз відіграє роль 
“18” верблюда з відомої східної притчі: “помираючи батько залишає 
17 верблюдів і заповідає своїм трьом синам розділити їх між собою у 
відношенні 1 1 1

2 3 9: :  за старшинством”. 

1.2. Множини 

Великими буквами латинського алфавіту будемо позначати 
множини, а малими – елементи множин. Спеціальні символи  
резервуємо за множинами комплексних, дійсних та натуральних чисел 
відповідно. Якщо елемент 

, ,

x  належить множині X , то це включення 
буде фіксувати так x X∈ . Запис H B⊂  буде означати, що всі еле-
менти множини H  є одночасно елементами множини B . 
1.2.1. Означення. Множина  називається прямим добутком мно-
жин 

V
X  та , якщо вона має таку структуру: Y

( ){ }, ,V x y x X y Y X= ∈ ∈ = Y× . 

Очевидно, що X Y Y X× ≠ ×  – прямий добуток не є комута-
тивним. Прямий добуток множини X  самої на себе прийнято запису-
вати як . Зокрема, множина 2X n

n

= × ×…  складається з еле-

ментів вигляду ( ) {1 1
, , n

n i i
x x x x } =
= =… , де ix ∈ . 

1.2.2. Означення. Дві множини X  та  називаються еквівалент-
ними (

Y
X Y∼ ), якщо між елементами цих множин  можна встано-

вити взаємно однозначну відповідність. 
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1.2.3. Означення. Множина називається зліченною, якщо вона екві-
валентна множині натуральних чисел. 

Якщо еквівалентні дві скінченні множини, то вони мають од-
накову кількість елементів. Якщо еквівалентні довільні дві множини, 
то говорять, що вони мають однакову потужність. Потужність це те 
спільне, що є у довільних еквівалентних множин. Для скінченних 
множин потужність – це кількість елементів. Потужність множини на-
туральних чисел позначається символом  (алєф нуль). Про множи-

ни, які еквівалентні множині всіх дійсних чисел відрізку 
0ℵ

[ ]0,1  гово-

рять, що вони мають потужність континуума ℵ . 

1.3. Оператор, функціонал, функція 

Нехай відображення A  діє з множини X  у множину . Це 
будемо записувати як 

Y
:A X Y→ . Через ( )D A X⊂  позначимо об-

ласть визначення цього відображення. 
1.3.1. Означення. Відображення :A X Y→  називається операто-

ром з ( )D A X⊂ , якщо ( )x D A∀ ∈  !y Y∃ ∈  ( )y A x= . При 

цьому множину ( ) ( ) ( ){ },R A y Y y A x x D A Y= ∈ = ∈ ⊂  прийня-

то називати областю значень оператора A . 
 Тепер відображення :A X Y→  можна записати так: 
 ( ) ( ) ( )x D A X y A x R A Y∀ ∈ ⊂ → = ∈ ⊂ ,  

де x  – прообраз  в множині y X , який позначатимемо як ( )1A y− , а 

 це образ y x  в множині Y . 

1.3.2. Означення. Відображення :A X Y→  називається функціо-
налом з , якщо, по-перше, ( )D A X⊂ A  – оператор і, по-друге, 

 або ( )R A = ( )R A = . 

 Функціонал будемо записувати так: 
 : Xϕ → , або ( ) ,x X x xϕ ϕ∈ → = ∈ .  
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1.3.3. Означення. Відображення :A X Y→  називається функцією, 
якщо, по-перше, A  – функціонал і, по-друге, ( ) nD A ⊂ . 

У цьому випадку множина nX = Ω⊂ , а множина . Функ-
цію будемо позначати так: 

Y ⊂

 , або :f Ω→ ( )1, , nx f f x x∈Ω→ = ∈… .  

1.1. Приклад. Розглянемо оператор :A X Y→ , де nX = , 
, тобто , або mY = : n mA →

 .  { } { }1 1
1 1

m
n

n mn m
i i iji i

j i

x x y y a x
= =

= =

⎧ ⎫
∀ = ∈Ω ⊂ → = = ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ j

У скінченновимірних просторах лінійний оператор можна подати у 
вигляді матриці. 

1.2. Приклад. Нехай на множині nΩ⊂  визначено функцію 
, або, що еквівалентно, . Задаючись мультиінде-

ксом 

:u Ω→ ( )u u x=

( )1, , nα α α= … 0iα >, , зі значенням 1

def

nα α α= + +…  і 

ввівши для часткової похідної iα -го порядку функції  за змінною u

ix  позначення 
i

i

i

def

i
ix

α
α

α

∂
∂ =

∂
, розглянемо оператор диференціювання 

 1

11
1

n

n

def

n
n

D u
x x

α
ααα

αα

∂
= ∂ ∂ =

∂ ∂
…

…
,  

який визначає часткову похідну функції u  порядку α . 
 Символ ( )C Ω  будемо надалі вживати для позначення мно-

жини неперервних обмежених функцій, визначених на Ω . Через 

 ( ) ( ){ }:
def

mC u D u C mα αΩ = Ω→ ∈ Ω ∀ ≤ ∈   

позначимо множину, елементами якої є функції, що володіють непере-
рвними обмеженими частковими похідними до m-го порядку включно. 
Вірогідно, що 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 0m mC C C C−Ω ⊂ Ω ⊂ ⊂ Ω = Ω… ,  
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і якщо ( ) ( )m mD D C= Ω , то ( ) ( )mR D C= Ω . 

1.4. Інтегровані функції. Інтеграл Лебега 

Поняття інтеграла і пов’язане з ним поняття інтегрованої фун-
кції є основними в математичному аналізі. У зв’язку з потребами при-
кладних наук, та й самої математики, ці поняття в процесі свого роз-
витку зазнавали значні зміни. Для розв’язування одних задач досить 
було вміти інтегрувати неперервні чи навіть аналітичні функції, для 
розв’язування інших – доводилося ці множини розширювати, а іноді 
розглядати і множину всіх функцій інтегрованих за Ріманом. Більше 
того, для математичного опису окремих явищ виявляється недостат-
ньою навіть останнє. Природно, що ця множина недостатня і для пот-
реб самої математики. 

Зокрема, на практиці деякі процеси вдається наближено опи-

сати за допомогою послідовності функцій { } 1n n
u ∞

=
, про яку можна 

стверджувати лише збіжність у деякому інтегральному сенсі. Напри-

клад, послідовність { } 1n n
u ∞

=
 може володіти однією з таких властивос-

тей: 0k su u dx− →∫  при  (фундаментальність послідов-

ності в середньому), 

,k s →∞

( )2 0k su u dx− →∫  (фундаментальність у сере-

дньому квадратичному) або, у складніших випадках, прямують до нуля 
інтеграли, що містять похідні від функцій (фундаментальність за енер-
гією). Ці властивості, зокрема фундаментальність у середньому квад-
ратичному, самі по собі можуть не гарантувати збіжності в звичайному 
розумінні: послідовність може не збігатися в жодній точці. Проте, мо-
жна показати, що існує єдина функція, до якої розглянута послідов-
ність збігається (у середньому квадратичному). Гранична функція, вза-
галі кажучи, неінтегрована за Ріманом, тому інтеграл в означенні збіж-
ності доводиться розуміти в ширшому розумінні – за Лебегом. Остан-
ній побудував свою теорію інтегралу використавши поняття міри. 
1.4.1. Означення. Множина nΩ⊂  називається множиною (n-
мірної) міри нуль, якщо її можна покрити зліченною системою (n-
мірних) відкритих кубів з як завгодно малою сумою об’ємів (сумарним 
об’ємом), тобто 0ε∀ >  можна знайти таку зліченну систему кубів 
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1 2, ,K K … , що , а сумарний об’єм цих кубів 
1

i
i

K
∞

=

Ω ⊂∪
1

i
i

K ε
∞

=

<∑ , 

де iK  – об’єм куба. 
Безпосередньо з означення випливає, що множина, яка склада-

ється зі зліченного числа точок, є множиною міри нуль. Перетин й 
об’єднання зліченної кількості множин міри нуль є множина міри 
нуль. Гладкі поверхні розмірності k n<  теж являють собою множини 
міри нуль. 
1.4.2. Лема про множину міри нуль. Множина Ω  є множиною міри 
нуль тоді і лише тоді, коли існує таке її покриття зліченною систе-
мою кубів з конечним сумарним об’ємом, при якому кожна точка ви-
являється покритою безмежною множиною цих кубів. 

Доведення. Припустимо спочатку, що покриття, про яке 
йдеться в лемі, існує. Викидаючи з нього скінченну кількість кубів з 
максимальними об’ємами, можна домогтися, щоби сумарний об’єм 
покриття, яке залишилося, був як завгодно малий. Отже, Ω  є множина 
міри нуль. Навпаки, якщо Ω  – множина міри нуль, то її можна покри-
ти зліченною кількістю кубів із сумарним об’ємом, меншим 2 k− , при 
будь-якому цілому . Потрібне нам покриття отримаємо після 
об’єднання за 

1k ≥
1,2,k = …  цих покрить.  

1.4.3. Означення. Якщо будь-яка властивість виконується для всіх 
точок x  з деякої множини X , за винятком множини міри нуль, то 
говорять, що ця властивість виконується для майже всіх точок 
x X∈ , майже скрізь у X , майже усюди в X  ( ). ess X

1.3. Приклад. Функція Діріхле ( )xχ , рівна одиниці для точок, у яких 
усі координати раціональні, і нулю у всіх інших точках, дорівнює ну-
лю майже скрізь у . n

Нехай  – деяка область простору . Поряд з функціями, 
визначеними всюди в 

Ω n

Ω  (тобто такими, що мають у кожній точці Ω  
скінченне значення), ми будемо розглядати і такі, що визначені майже 
скрізь у , тобто функції, не визначені на множинах міри нуль. При 
цьому функції 

Ω
u v+ , u v⋅  ( u  і v  визначені майже скрізь) визначені в 

тих точках, у яких визначені обидві функції u  і v . 
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1.4.4. Означення. Нехай Ω  – обмежена зв’язна множина в . По-
слідовність визначених майже скрізь у  функцій 

n

Ω { }nu  називається 

збіжною майже скрізь у Ω , якщо для майже всіх 0x ∈Ω  числова 
послідовність значень цих функцій у точці 0x  має (скінченну) грани-
цю. Функція ( )u x  називається границею майже скрізь збіжної по-

слідовності { }nu , ( ) ( )nu x u x→  майже скрізь у Ω  при , 

якщо для майже всіх точок 

n →∞
0x ∈Ω  ( ) ( )0 0lim nn

u x u x
→∞

= . 

Вірогідно, що у випадку, коли функції  і  є границями де-
якої майже скрізь збіжної послідовності функцій, то вони співпадають 
майже скрізь, тобто вони є тотожними, або еквівалентними. 

u v

1.4.5. Означення. Функція u  називається вимірною в Ω , якщо вона є 

границею майже скрізь збіжної послідовності функцій з ( )C Ω . 

Відзначимо деякі вірогідні властивості вимірних функцій. 

Із означення випливає, що функція , яка належить u ( )C Ω , 

вимірна. Дійсно, таку функцію можна подати у вигляді границі, до якої 

збігається в Ω  послідовність функцій з ( )C Ω . 

Лінійна комбінація вимірних функцій є вимірною; для вимір-
них  і  функції u v u v⋅  і  (остання при додатковому припущенні 

) також вимірні. Якщо  вимірна, то такою ж є функція 
/u v

0essv ≠ u u . 

Функції ( )( )max ii k
u x

≤
 і ( )( )min ii k

u x
≤

 вимірні, якщо вимірні 

. 1 2, , , ku u u…
Границя майже скрізь збіжної послідовності вимірних функцій 

є вимірною. Отже, функції ( )( ) ( )( )sup lim maxk ik i kk
u x u x

→∞ ≤
=  і 

( )( ) ( )( )inf lim minkk k i k
u x u x

→∞ ≤
= i  вимірні, якщо вимірні  . 1 2, ,u u …

Похідна вимірної функції, якщо вона існує майже скрізь, – 
вимірна функція. 

Ми будемо розглядати монотонно неспадні (незростаючі) 
майже скрізь у Ω  послідовності { }nu  вимірних функцій, тобто такі 
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послідовності, для яких при всіх  майже скрізь у 1k ≥ Ω  мають місце 
нерівності ( ) ( )1k ku x u x+ ≥  ( ( ) (1k ku x u x+ ≤ ) ). Якщо така послідо-
вність функцій майже скрізь обмежена (тобто для майже кожної точки 

 числова послідовність 0x ∈Ω { }nu  обмежена), то вона збігається 

майже скрізь до деякої функції. Позначимо через ( )Λ Ω  множину всіх 
функцій, що є границями майже скрізь збіжних монотонно неспадних 

послідовностей функцій із ( )C Ω  з обмеженими (зверху) послідовно-

стями інтегралів (Рімана). Нехай ( ) ( )u x ∈Λ Ω , a { }nu  – деяка мо-

нотонно неспадна послідовність неперервних у Ω  функцій з обмеже-
ною послідовністю інтегралів, що майже скрізь збігається до ( )u x . 

1.4.6. Означення. Точна верхня грань множини ( ){ nu x dx∫ , 

}1, 2,n = …  називається інтегралом Лебега функції ( ) ( )u x ∈Λ Ω , 
тобто 
 ( ) ( ) ( )sup limn nn

nL udx u x dx u x dx
Ω Ω Ω→∞

= =∫ ∫ ∫ .  

Зауважимо, що інтеграл Лебега від функції ( ) ( )u x ∈Λ Ω  не зале-

жить від вибору апроксимуючої послідовності { }nu . 

▲ Завдання 1.1. Показати, що коли функція ( )u x  інтегрована за Рі-
маном, то вона інтегрована і за Лебегом та 

 ( ) ( )L udx R udx
Ω

=
Ω∫ ∫ .  

Надалі значок L  перед знаком інтеграла будемо опускати, 
маючи на увазі завжди інтеграл Лебега, а також розуміючи, що інтег-
рується функція з ( )Λ Ω . Множина обмежених функцій, що входять у 

( )Λ Ω , ширше множини функцій, інтегрованих за Ріманом, оскільки, 

наприклад, функція Діріхле ( ) ( )xχ ∈Λ Ω  обмежена і неінтегрована 
за Ріманом. 
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 У разі побудови інтеграла Лебега від функції ( )u x  не перед-

бачалася її обмеженість; наприклад, необмежена функція x α−
 при 

0 nα< < ∈  належить ( )1xΛ < . У курсі математичного аналізу 

розглядається узагальнення інтеграла Рімана на необмежені функції 
(невласний інтеграл). Неважко показати, що абсолютно інтегрована за 
Ріманом (у невласному значенні) функція ( )u x  належить ( )Λ Ω  і її 
інтеграл Лебега збігається з невласним інтегралом Рімана. 
 Відзначимо, що в областях розмірності 2 і вище, для всіх фун-
кцій, для яких існує невласний інтеграл Рімана, існує й абсолютно не-
власний інтеграл. Тому тільки в одновимірному випадку з існування 
невласного інтеграла Рімана від деякої функції може не випливати ін-
тегрованість цієї функції за Лебегом. Прикладом такої функції є задана 

на  функція (0,1) 1 1sin
x x
⋅ . 

1.4.7. Множина інтегрованих функцій. Нехай Ω  – обмежена зв’язна 
множина з . Для n p∈  визначимо множину класів еквівалентних 
функцій 

 ( ) { }: ppL u u dx
Ω

Ω = Ω→ < +∞∫ , 1 p≤ < +∞ ,  

p-і степені модулів яких інтегровані за Лебегом на множині Ω . 
 Під символом 

 ( ) ( ){ }: sup
x

L u ess u x∞

∈Ω
Ω = Ω→ < +∞ , p = +∞ ,  

будемо розуміти множину функцій, модулі яких обмежені майже 
скрізь на множині Ω . 
 Цілком вірогідно, що ( ) ( )C L∞Ω ⊂ Ω  і разом з цим у мно-

жині  існують розривні обмежені функції. ( )L∞ Ω
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2. Лінійні простори 
 Якщо на деякій множині визначені ті чи інші операції над її 
елементами, то говорять, що множина наділена певними структурами, 
і таку множину прийнято називати простором. 
 Структури, навіяні звичайними алгебраїчними властивостями 
додавання векторів та множення їх на скаляр, приводять до поняття 
лінійного, або векторного, простору. 

2.1. Ознака лінійного простору 

 Нехай X  – непорожня множина і K  – поле чисел, тобто 
K =  або K = . Припустимо, що над її елементами визначено 
операції: 

• додавання 2: X X+ → , тобто кожній парі { } 2,u v X∈  мож-

на поставити у відповідність єдиний елемент u v X+ ∈ ; 
• множення на скаляр :K X X⋅ × → , тобто кожній парі 

{ },u K Xα ∈ ×  можна поставити у відповідність єдиний 

елемент u Xα ⋅ ∈ . 

Ці дві операції не виводять нас з множини X . 
2.1.1. Означення. Непорожня множина X  називається лінійним, 
або векторним, простором, якщо над її елементами визначено опе-
рації додавання та множення на скаляр так, що , ,u v w X∀ ∈ , 

, Kα β ∈  мають місце наступні аксіоми: 
  – комутативність; u v v u+ = +
 ( ) ( )u v w u v w+ + = + +  – асоціативність; 

 існує єдиний специфічний елемент  такий, що 

; 

0X

0Xu u+ =

  u X∀ ∈ ( )! u X∃ − ∈  (протилежний до ) такий, що 

;                                                                    (2.1) 

u

( ) 0Xu u+ − =

 ( ) ( )u uα β αβ⋅ = ⋅ ; 

 ( )u v u vα α α⋅ + = ⋅ + ⋅ ; 
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 ( ) u u uα β α β+ ⋅ = ⋅ + ⋅ ; 

 . 1 u u⋅ =
Якщо K = , то X  називають лінійним простором над полем 

дійсних чисел, або дійсним лінійним простором. Якщо K = , то X  
називають комплексним лінійним простором. 
2.1.2. Означення. Непорожня множина  елементів лінійного прос-
тору 

S
X  називається лінійним підпростором в X , якщо вона сама є 

лінійним простором з тими самими операціями, що визначені в X . 
▲ Завдання 2.1. Використовуючи аксіоми лінійного простору, пока-
зати, що , u X∀ ∈ , Kα β∀ ∈  мають місце такі твердження: 

♦ 0 0Xu⋅ = ; 

♦ ( )1 u u− ⋅ = − ; 

♦ 0 0X Xα ⋅ = ; 

♦ якщо u X∀ ∈  u uα β= , то α β= . 
Із завдання 2.1. випливає, що в лінійному просторі X  визна-

чена операція віднімання елементів згідно з правилом 
 ( )u v u v− = + −  ,u v X∀ ∈ .  

2.2. Приклади лінійних просторів 

2.1. Приклад. Розглянемо множину впорядкованих наборів 

( )1,..., nx x x= , ix K∈ , 1,i n= , K =  або K = . Елементи 
nx K∈  будемо називати векторами, або точками, а кожну компоне-

нту ix i− -ю координатою вектора або точки nx K∈ . На множині 
визначимо операції покомпонентного додавання 

 ( )1 1,...,
def

n nx y x y x y+ = + + , nx y K∀ ∈ ,  
і множення на скаляр 

 ( )1, ,
def

nx x xα α α⋅ = …  nx K∀ ∈ , Kα∀ ∈ .  

Тоді  буде лінійним простором. nK
2.2. Приклад. Розглянемо множину ( )C Ω  комплекснозначних непе-
рервних обмежених функцій, які мають за область визначення множи-



16  

ну . Для nΩ⊂ ( ),u v C∀ ∈ Ω , α∀ ∈  визначимо (поточково) 
нові функції  та u v+ uα  за правилами 

 . (2.2) 
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

,
def

def

u v x u x v x
x

u x u xα α

+ = +
∀ ∈Ω

= ⋅

Множина ( )C Ω  буде лінійним простором. 

2.3. Приклад. Розглянемо множину ( )mC Ω  комплекснозначних не-
перервних разом зі своїми всеможливими частковими похідними до m-
го порядку включно обмежених функцій. Для ( ), mu v C∀ ∈ Ω , 

α∀ ∈  визначимо (поточково) нові функції u v+  та uα  за прави-
лами (2.2).Тоді множина ( )mC Ω  також буде лінійним простором. 

2.4. Приклад. Розглянемо множину , елементами якої є послідовно-

сті 

2l

( ) { }1 2 1
, ,... i i

x x x x ∞

=
= = ix K∈, , K =  або K =  такі, що 

2

1
i

i
x

∞

=

< +∞∑ . Визначимо на  операції додавання 

 та множення на 

скаляр 

2l

( ) ( ) (1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , ,
def

x x y y x y x y+ = + +… … )…
def

i ii i{ } { }1 1
x xα α∞ ∞

= =
= α∀ ∈ . Тоді множина  буде ліній-

ним простором. 
2l

▲ Завдання 2.2. Показати, що для просторів, наведених у прикладах 
(2.1)-(2.4), виконуються аксіоми лінійного простору. Для прикладу 

(2.4) скористатися нерівністю ( ) . ( )2 2 22a b a b+ ≤ +

2.3. Основні структури лінійних просторів 

2.3.1. Означення. Непорожня множина , де S X⊂ X  лінійний про-
стір, називається опуклою, якщо ,u v S∀ ∈  

( ) [ ]{ }1 0,1u vα α α+ − ∈ ∈S . 
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▲ Завдання 2.3. Нехай  опукла множина в S X  і { } 1

n
i i

α
=

 набір не-

від’ємних чисел таких, що 
1

1
n

i
i
α

=

=∑ . Доведіть, що 
1

n

i i
i

u Sα
=

∈∑  

. { } 1

n
i i

u S
=

∀ ⊂

2.3.2. Означення. Множина , де S X⊂ X  лінійний простір, назива-
ється векторною сумою лінійних підпросторів  та  
(при цьому пишуть 

U X⊂ V X⊂
S U V= + ) тоді і лише тоді, коли x S∀ ∈  

{ },u v U V∃ ∈ ×  x u v= + . Якщо ця пара { },u v  єдина, то  нази-

вається прямою сумою і позначається . 

S
S U V= ⊕

▲ Завдання 2.4. Нехай  та  опуклі множини. Показати, що 
 теж опукла множина. 

U V
U V+
▲ Завдання 2.5. Нехай S U V= + . Тоді, для того, щоб 

. Довести це. 0XS U V U V= ⊕ ⇔ =∩
2.5. Приклад. Розглянемо множину функцій 

( ){ }1S u C u= ∈ Ω ≤ . Покажемо, що ця множина опукла. Дійсно, 

якщо , то ,u v S∈ 1u ≤ , 1v ≤ , ( ) ( )1w u v Cα α= ⋅ + − ⋅ ∈ Ω  і 

( ) ( ) ( )1 1 1w u v u v u vα α α α α α= ⋅ + − ⋅ ≤ ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ ≤1

S

. 

Отже, . Тому множина функцій  опукла. w S∈ S
2.3.4. Теорема. Перетин довільної кількості опуклих множин є опук-
лою множиною. 

Доведення. Нехай  і всі  – опуклі множини. Як-

що , то 

i
i

S =∩ iS

,u v S∈ , iu v S∈ . Оскільки  – опуклі множини, то 

. Отже, 
iS

( )1 iu vα α+ − ∈ S ( )1u vα α S+ − ∈ . Тому  – опукла 
множина.  

S

2.3.5. Означення. Сукупність елементів { } 1

n
i i

Xϕ
=
⊂ , де X  лінійний 

простір, лінійно залежна в X  тоді і лише тоді, коли 
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( )1,...,
n

nα α α∃ = ∈  такий, що 
2

1
0

n

i
i

α
=

≠∑  і 
1

0
n

i i X
i
α ϕ

=

=∑ . Як-

що остання рівність справджується лише при 0iα = , 1,i = n , то 
таку сукупність називають лінійно незалежною. 
2.3.6. Означення. Якщо в лінійному просторі X  існує деяка сукуп-

ність  лінійно незалежних елементів, а будь-яка сукупність із 

 елемента лінійно залежна, то ця сукупність є базисом цього 
так званого скінченновимірного простору, і його розмірність 

{ } 1

n
i i

ϕ
=

1n +

dim X n= . 

2.3.7. Означення. Якщо в лінійному просторі X  n∀ ∈  знайдеться 
 лінійно незалежних елементів, то простір n X  називають нескін-

ченновимірним і пишуть dim X = +∞ . 

2.3.8. Лема про єдиність розкладу за базисом. Нехай X  лінійний 

простір розмірності dim X n= < +∞ , а сукупність { } 1

n
i i

ϕ
=

 утворює 

його базис. Тоді u X∀ ∈  { } 1
! n

i i
u

=
∃ ⊂  

1

n

i i
i

u uϕ
=

=∑ . 

Доведення. Оскільки dim X n= , то сукупність 1, ,..., nu ϕ ϕ  

лінійно залежна в X . Отже, знайдуться числа { } 0

n
i i

α
=

 такі, що 

. Причому 0
1

0
n

i i X
i

uα α ϕ
=

+ =∑ 0 0α ≠ . Звідси 
1 0

n
i

i
i

u α ϕ
α=

= −∑ . Ввів-

ши позначення 1
0i iu α α −= − ⋅ , отримаємо 

1

n

i i
i

u uϕ
=

=∑ . 

Лишається показати, що числа { } 1

n
i i

u
=

 знаходяться однознач-

но. Допустимо, що це не так. Тоді поряд із поданням 
1

n

i i
i

u uϕ
=

=∑  мо-

жна знайти ще принаймні один набір чисел  такий, що { } 1

n
i i

v
=
⊂
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1

n

i i
i

u vϕ
=

=∑ . Запишемо їх різницю ( )
1

0
n

X i i
i

u v iϕ
=

= −∑ . З огляду на 

лінійну незалежність сукупності  остання рівність можлива 

лише за умови u v

{ } 1

n
i i

ϕ
=

i i= , 1,i n .  =

▲ Завдання 2.6. Нехай [ ] 10,1Ω = ⊂ = . Для заданого N ∈  

обчислимо 1h N=  і покриємо відрізок [ ]0,1  сіткою вузлів 

ix i h= ⋅ , 0,i = N . Позначимо через [ ]( 0,1K )  простір неперервних 

кусково-лінійних функцій, визначених на відрізку [ ]0,1 . Задамо мно-

жину { }  функцій Куранта 
0

N
i i

ϕ
=

 ( )

1

1
1

1
1

1

0, 0

,
1, 1

, 0
0, 1

i

i
i i

i
i

i i

i

x x
i Nx x

x x x
hx ix x

x x x ih
x x

−

−
−

+
+

+

N

≤ <⎧ ⎫⎫⎪⎪ ⎪=− ⎬
< ≤⎪ ⎪⎪⎪ ⎪⎭ϕ = = −⎨ ⎬− ⎫⎪ ⎪⎪< ≤ =⎬⎪ ⎪

⎪< ≤⎪ ⎪⎭⎩ ⎭

.  

 

x0=0 xN=1 x1=h xi 

1 
φ0 φi-1 φi φN 

xi+1 xi-1 
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1). Довести, що множина { } 0

N
i i

ϕ
=

 функцій Куранта лінійно незалежна 

в просторі [ ]( )0,1K . 

Доведення. Зауважимо, що ( )
1,
0,i k ki

k i
x

k i
ϕ δ

=⎧
= = ⎨ ≠⎩

. Дове-

дення проведемо від супротивного. Припустимо, що { } 0

N
i i

ϕ
=

 лінійно 

залежна. Не обмежуючи загальності, маємо ( ) ( )0
1

N

i i
i

x xϕ α ϕ
=

= −∑ , за 

припущенням, що 0 0α ≠ . Нехай 0x = , тоді 1 0= . Отримана супе-
речність доводить наше твердження. 

2). Показати, що множина { } 0

N
i i

ϕ
=

 функцій Куранта утворює базис у 

просторі [ ]( 0,1K ) . Для такого простору використаємо уточнене по-

значення [ ]( )0,1hK . 

3). Показати, що [ ]( )dim 0,1 1hK N= + . 

 Припустимо, що нам задана функція ( )f f x= , [ ]0,1x∈ . 

Побудуємо ( ) ( ) ( )
0

N

I i
i

if x f x ϕ
=

=∑ x . 

4). Намалювати графіки функцій ( )If x , ( )If x′ . 

5). Обчислити ( )
1

0
If x dx∫ . 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

0 00 0 0

0 1 1

1

0
1

1
1

0

...
2 2

2

.
2

N N

I i i i i
i i

N N

N

N i
i

N
i i

i

f x dx f x x dx f x x dx

h hf x f x h f x h f x

h f x f x h f x

f x f x
h

ϕ ϕ
= =

−

−

=

−
+

=

= =

= + + + +

= + + =

+
=

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑

∑

=

=
 

Ми отримали так звану квадратурну формулу трапеції. 

6). Обчислити ( )
1

2

0
If x dx∫ . 

xi+1 

φi φi+1

xi 

Зауважимо, що при 
[ ]1,i ix x x +∈  

( )1

def
i

i
x xx t

h
ϕ +

−
= = . Тоді 

dxdt
h

=  і 

( ) ( )
1 11

2 2 2
1

0 3

i i

i i

x x

i i
x x

hx dx t hdt x dxϕ ϕ
+ +

+ = = =∫ ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( )
1 1

1
0

1
6

i

i

x

i i
x

hx x dx h t tdtϕ ϕ
+

+ = − =∫ ∫ . Далі, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1

1

1 1 22
1 1

00

1
2 2

0

i

i

i

i

xN

I i i i i
i x

xN

i i
i x

f x dx f x x f x x dx

f x x dx

ϕ ϕ

ϕ

+

+

−

+ +
=

−

=

= +

⎛
= +⎜⎜

⎝

∑∫ ∫

∑ ∫

=
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1

2 2
1 1

2

.

i

i

i

i

x

i i i i
x

x

i i
x

f x f x x x dx

f x x dx

ϕ ϕ

ϕ

+

+

+ +

+ +

+ +

⎞
+ ⎟⎟

⎠

∫

∫
 

Для спрощення записів введемо позначення ( )i if x f= , тоді 

( ) ( )

( )

1 1
2 2 2

1 1
00

, 0 0 0

3

, .

N

I i i i i
i

N N N
T

i ij j i ij j
i j i j

hf x dx f f f f

f a f f a f q Aq

−

+ +
=

= = =

= + + =

= = =

∑∫

∑ ∑ ∑
 

Тут 
0

N

f
q

f

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

00 0

1 0,5
0,5 2 0,5

0,5 2 0,5
3

0,5 2 0,5
0,5 1

N

NN

a a
hA

a
= = . 

Покажемо, що матриця A  додатньо визначена. Нагадаємо, що 
матриця A  додатньо визначена тоді і лише тоді, коли 

0constα∃ = >  така, що ( ) 2

0
,

N

i
i

Aq q qα
=

≥ ∑ . Справді, 

( )
21

2
1

0

1 3, 0
3 2 4

N

i i i
i

hAq q f f f
−

+
=

⎛ ⎞⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ > . 
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7). Обчислити інтеграл ( )( )
1

2

0
If x d′∫ x  та подати його у вигляді 

( ),Pq q . Якими властивостями володіє матриця , зокрема, чи до-

рівнюють нулю визначники матриць  і 

P
P A  ? 

8). Обчислити ( ) ( )
1

0
I If x f x dx′∫ . Обчислення: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

2 2 2

0 0

1 1 1 0
2 2I I I I I

df x f x dx f x dx f f
dx

′ = =∫ ∫ − . 

2.3.9. Означення. Нехай X  та  лінійні простори. Тоді оператор Y
:A X Y→  називається лінійним оператором, якщо він володіє та-

кими властивостями: 
• ( )A u v Au Av+ = + , ,u v X∀ ∈  – адитивність; 

• ( )A u Auα α= u X ∀ ∈  α∀ ∈  – однорідність. 

▲ Завдання 2.7. Показати, що якщо :A X Y→  лінійний оператор, 
то ( )D A  і ( )R A  лінійні підпростори в просторах X  і  відповід-
но. 

Y

▲ Завдання 2.8. Нехай маємо множину { }iA  лінійних операторів 

. Вважаємо, що :iA X Y→ ( )iD A X= , ( )iR A Y= . Показати, що 

множина { }iA  утворює лінійний простір. 

 X R(A)=Y 
2.3.10. Означення. Довільний опера-
тор :A X Y→  називається 
сюр’єктивним, якщо 

 ( )y R A Y∀ ∈ = x X∃ ∈  

( )A x = y Y, тобто кожен y∈  є 

образом деякого елемента з X . 
X ( )R A Y⊂ 
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2.3.11. Означення. Довільний оператор :A X Y→  називається 
ін’єктивним (або взаємно однозначним з X  в ), якщо 

 

Y
( )y R A Y∀ ∈ ⊂ !x X∃ ∈  ( )A x y= . 

 
 

D(A)=X R(A)=Y  
2.3.12. Означення. Довільний опера-
тор :A X Y→  називається бієкти-
вним, якщо він є сюр’єктивним та 
ін’єктивним одночасно. 
 
 
2.3.13. Означення. Оператор 

:A X Y→  називають ізоморфізмом, а самі простори X  та  
ізоморфними, якщо він є лінійним та бієктивним одночасно. 

Y

Іншими словами, якщо задані лінійні простори X , Y  та існує 
лінійний оператор :A X Y→ , який взаємно однозначним чином ві-
дображає простір X  на , то цей оператор називають ізоморфізмом, 
а простори ізоморфними. 

Y

Однозначне подання кожного елемента скінченновимірного 

простору у вигляді лінійної комбінації 
1

n

i i
i

u uϕ
=

=∑  називають його 

розкладом за базисом. Це приводить до встановлення важливої влас-
тивості скінченновимірних лінійних просторів. 
2.3.14. Лема про ізоморфізм скінченновимірних просторів. Будь-які 
скінченновимірні простори однієї розмірності ізоморфні. Або, інакше 
кажучи, якщо X  лінійний простір розмірності 

, то ( )  ізоморфний . ndimn X n= < +∞ X

Доведення. Нехай { } 1

n
i i

ϕ
=

 довільний базис простору X . Тоді, 
у відповідності з лемою про єдиність розкладу за базисом, розглянемо 
оператор , який діє за правилом 

. Оскільки коефіцієнти роз-

: nA X →

( )1
1

n
n

i i n
i

u u X Au u uϕ
=

= ∈ → = ∈∑ …
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кладу  однозначно характеризують елемент { } 1

n
i i

u
=

u X∈ , то опера-

тор A  є бієктивним. Перевіримо його лінійність. Дійсно, якщо деякий 

елемент 
1

n

i i
i

v vϕ
=

X= ∈∑ , то ( )
1

n

i i
i

u v u v iα β α β
=

+ = +∑ ϕ , 

,α β∀ ∈  і, отже, 

( ) ( )1 1, , n nA u v u v u vα β α β α β+ = + +… =  

( ) ( )1 1, , ,n nu u v v Au Avα β α β= + = +… … ,u v X, ∀ ∈ .  

2.3.14. Означення. Нехай X  лінійний простір. Тоді функціонал 
: Xϕ →R  називається лінійним функціоналом, якщо він володіє 

такими властивостями: 
• , , ,ϕu v u vϕ ϕ+ = + ,u v X, ∀ ∈  – адитивність; 

•  , ,u uϕ α α ϕ= , u X∀ ∈ , α∀ ∈R  – однорідність. 

2.3.15. Означення. Нехай X  лінійний простір. Тоді функціонал 
: Xϕ →  називається спряжено-однорідним функціоналом, якщо 

, uϕ α α ϕ= ,u , де α  комплексно-спряжене до α ∈ . 

2.3.16. Означення. Адитивний спряжено-однорідний функціонал нази-
вається спряжено-лінійним функціоналом. 
2.6. Приклад. Наведемо приклади лінійних функціоналів. 

• Нехай ( )1, , n
nx x x= ∈… R , iϕ ∈ , 1,i = n . Тоді 

1

,
n

i i
i

x xϕ ϕ
=

=∑  лінійний функціонал в . nR

• Нехай ( )1, , n
nx x x= ∈… , iϕ ∈ , 1,i = n . Тоді 

1
,

n

i i
i

x xϕ ϕ
=

=∑  спряжено-лінійний функціонал в . n

• Нехай ( ) ( )f x C∈ Ω  деяка фіксована функція і x∈Ω . Тоді 

( ) ( ) ( ),u C u f x u x dxϕ
Ω

∈ Ω → = ∫  лінійний функціонал 
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в ( )C Ω . Лінійність цього функціоналу випливає з основних 
властивостей операції інтегрування. 

• Нехай ( ) ( )f x C∈ Ω  деяка фіксована функція і 

. Тоді 1x∈Ω = R

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0,f x C f f x f x x x dxϕ δ
∞

−∞

∈ Ω → = = −∫  

лінійний функціонал в ( )C Ω . Цей функціонал є прикладом 
узагальненої функції – так званої дельта-функції Дірака 
( ( )xδ ). 
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3. Лінійні нормовані простори 
 

3.1. Абстрактні операторні задачі 

 Сформулюємо задачу для абстрактного операторного рівнян-
ня. 

 
Задано оператор :  та  .
Знайти .

A X Y f Y
u X Au f

→ ∈⎧
⎨ ∈ =⎩

 (3.1) 

Якщо ( )f R A∉  то розв’язок задачі не існує. Якщо оператор A  

сюр’єктивний (кожен ( )f R A Y∈ =  є образом деякого елемента з 

X ), то задача (3.1) має щонайменше один розв’язок; якщо оператор 
A  ін’єктивний ( ( )f R A Y∀ ∈ ⊂  !u X Au f∃ ∈ = ) і ( )f R A∈ , 

то задача має один розв’язок. Якщо ж оператор A  бієктивний, то за-
дача завжди має один розв’язок для f Y∀ ∈ . 
 Розглянемо окремі випадки, з якими будемо мати справу в 
майбутньому. 
● Задача про нерухому точку оператора A . 

 
Задано оператор : .
Знайти .

A X X
u X Au u

→⎧
⎨ ∈ =⎩

  

● Задача про знаходження нулів оператора A . 

 
Задано оператор : .
Знайти 0 .Y

A X Y
u X Au

→⎧
⎨ ∈ =⎩

  

● Задача про власні значення оператора A . 

 ( )
Задано оператор : .
Знайти , .

A X X
u X Au uλ λ

→⎧
⎨ ∈ × =⎩

  

Як вам вже відомо, у скінченновимірних просторах лінійний оператор 
можна подати у вигляді матриці (див. приклад 1.1.). Тоді відшукання 
власних значень оператора A  зводиться до розв’язування рівняння 

. ( )det 0A Iλ− =



28  

▲ Завдання 3.1. Показати, що власні числа симетричної матриці дійс-
ні. 

3.2. Метрика 

 Під час розв’язування операторного рівняння (3.1) ми не мо-
жемо сказати, наскільки близько до  стає нев’язка рівняння 

 для певним чином вибраного елемента  з 

0Y

*Au f− *u X . Вірогідно, 
що в подібних випадках без такого геометричного поняття як відстань 
не обійтися. 
3.2.1. Означення. Нехай на множині  визначено функціонал 

 з такими властивостями: для 
V

( ), :V Vρ × →i i , ,u v w V∀ ∈  

• ; ( ), 0u vρ ≥

• ( ),u vρ 0=  тоді й лише тоді, коли u v= ; 

• ( ) ( ), ,u v v uρ ρ= ; 

• ( ) ( ) ( ), ,u v u w w vρ ρ ρ≤ + , . 

Цей функціонал ( ),ρ i i  будемо називати метрикою на , а саму 

множину V  метричним простором. 

V

Зауважимо, що визначення метричного простору не передба-
чає ніякої алгебраїчної структури на множині , проте дійсне число 

 завжди можна інтерпретувати як відстань між елементами цієї 
множини. 

V
( ),ρ i i

▲ Завдання 3.2. Нехай ( ),ρ i i  метрика на множині . Показати, що 

( ) ( )(, ln 1 ,ρ ρ= +i i i i )  також є метрикою на множині . 

3.3. Норма 

Якщо множина є лінійним простором, то наділити її геомет-
ричними структурами дозволяє 
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3.3.1. Означення. Нехай  – лінійний простір. Функціонал V
:

V
V →i  називається нормою на просторі V  тоді й лише тоді, 

коли він задовольняє наступні аксіоми: 

• 0
V

u ≥  u V∀ ∈  (невід’ємність норми); 

• 0 VV
u u= ⇔ = 0  (невиродженість норми); 

• 
V V

u uα α=  α∀ ∈  (однорідність норми); 

• 
V V

u v u v+ ≤ +
V

 (нерівність трикутника). 

У цьому випадку простір  називають лінійним нормованим прос-
тором. З означення норми випливає, що норма є нелінійним функціо-
налом. 

V

3.1. Приклад. Нехай ( )1, , n
nu u u= … ∈ . У просторі  норму 

можна ввести таким чином: 

n

• 
( )1

1,
maxn

def

ii n
u

=
= u  – показує, наскільки далеко  відхиляємо-

ся від нульового вектора; 

u

• ( )2

1
n

ndef

i
i

u u
=

= 2∑  – тут звернемо увагу на те, що 

2
i iu u= ⋅ iu . 

3.2. Приклад. Нехай ( )u C∈ Ω , де nΩ⊂ . У просторі ( )C Ω  нор-
му можна ввести так: 

• ( )
( ) ( )1 sup

def def

C
x

u u u
Ω ∞

∈Ω
= = x  – норма Чебишева; 

• ( )
( )2 2def

C
u u

Ω Ω
= ∫ dx . 

3.3. Приклад. Нехай ( )mu C∈ Ω , де . У просторі nΩ⊂ ( )mC Ω  
норму подамо так: 

• ( )
( )

( )
1 maxm

def

C Cm
u Dα

αΩ
u

Ω≤
= ; 
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• ( )
( ) 22

m

def

C
m

u Dα

α
Ω Ω

≤

= ∑∫ u dx . 

З наведених прикладів випливає, що один і той самий лінійний 
простір можна наділити різними нормами. Внаслідок один лінійний 
простір породжує різні нормовані. Однак між ними залишається 
зв’язок, який виражається таким чином. 
3.3.2. Означення. Нехай у лінійному просторі  визначено дві норми V

V
i  та 

V
i . Говорять, що норма 

V
i  підпорядкована нормі 

V
i  

(або норма 
V
i  слабкіша за норму 

V
i ), якщо 0α∃ >  така, що 

V V
u uα ≤  . u V∀ ∈

3.3.3. Означення. Нехай у лінійному просторі  визначено дві норми V

V
i  та 

V
i . Говорять, що норма 

V
i  еквівалентна нормі 

V
i , якщо 

, 0α β∃ >  такі, що 
V V V

u u uα β≤ ≤ u V ∀ ∈ . 
 Вірогідно, що дві норми в лінійному просторі еквівалентні то-
ді й лише тоді, коли кожна з них підпорядковується іншій. Для еквіва-
лентних норм часто використовують позначення 

V V
u u∼ . 

▲ Завдання 3.3. Показати, що лінійний нормований простір  стає 
метричним, якщо його наділити метрикою 

V
( ),

V
u v u vρ = −  

. ,u v V∀ ∈
▲ Завдання 3.4. Показати так звану опуклість норми, що виражаєть-
ся нерівністю 

 
V V V

u v u v− ≤ − ,u v V ∀ ∈ . (3.2) 

▲ Завдання 3.5. Показати, що наведені означення в прикладах 3.1, 
3.2, 3.3. задають норми у відповідних просторах та з’ясувати їх еквіва-
лентність. 
 Вірогідно, що еквівалентних норм не так багато. 
3.3.4. Теорема про еквівалентність норм у скінченновимірному лі-
нійному просторі. Нехай  скінченновимірний лінійний простір 
( di ). Задамо в V  дві довільні норми: 

V
mV n= < +∞ :

V
V →i  та 
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:
V

V →i . Тоді 
V
i ∼ i

V
. Іншими словами, в кожному скінченно-

вимірному лінійному просторі всі норми еквівалентні. 
Доведення. Нехай  скінченновимірний лінійний простір з 

базисом 

V
{ } 1

n
i i

ϕ
=

 та довільним чином визначеною нормою 
V
i . Оскі-

льки  u V∀ ∈ { } 1
1

!
n

n
i ii

i

u u iuϕ
=

=

∃ ⊂ =∑ , то в просторі  розгляне-

мо ще одну норму 

V

1
22

1

n

iV
i

u u
=

⎛ ⎞= ⎜
⎝ ⎠
∑ ⎟ . Покажемо, що норма 

V
i  під-

порядковується нормі 
V
i . Неважко переконатися в тому, що 

 

( )

1 1

2 22 2

1 1 1

1 1

1

1
22 2

1 1

, n nn

n n n

i i i i
i i i

n n

i i i iV V
i iV

n

i i V
i

n n

i i V
i i

нерівність

нерівність

трикутника

однорідність

норми

a b a b

КБШ a b a b

u u u

u

u

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

= = =

= =

=

= =

⋅ ≤ ⋅

≤ ⋅

⎛ ⎞
= ⋅ ≤ ≤ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = ⋅ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟≤ ≤⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
≤ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑ ∑
1 1
2 22

1

0

.
n

i V
i

u u

β

β β
=

>

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

 (3.3) 

Отже, норма 
V
i  підпорядковується нормі 

V
i . Покажемо, що норма 

V
i  також підпорядковується 

V
i . Для цього розглянемо функціонал 

:
V

V →i  на сфері 1
V

u =  (див. п. 3.4). Із опуклості норми (3.2) 

та нерівності (3.3) випливає, що 
V V V

u v u v u v− ≤ − ≤ −
V

. 

Останнє означає неперервність функціоналу, або функції 
V
i  на  

(чому?). Із курсу математичного аналізу відомо, що функція, непере-
V
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рвна на замкненій обмеженій множині в V , обмежена на ній та дося-
гає на ній своїх точних верхньої та нижньої граней. Отже, 

0 0 1
inf

V
V u

u u uα
=

∃ = =
V

. Вірогідно, що 0α > , оскільки 0 0u ≠ . 

Звідси 
V V

u
u

α ≤ , або 
V V

u uα ⋅ ≤ . Таким чином, 
V V
i ∼ i .  

3.4. Геометричні поняття та структури 

 У попередньому пункті ми вже розглянули одну геометричну 
структуру. Корисним є вивчення інших. 
3.4.1. Означення. Нехай 0r∋ > . Множину елементів з лінійного 

нормованого простору  V ( ) { },
def

V
S u r v V u v r= ∈ − <  будемо 

називати відкритою кулею радіуса  з центром у точці ur V∈ . 

3.4.2. Означення. Нехай 0r∋ > . Множину елементів з лінійного 

нормованого простору  V ( ) { },
def

V
S u r v V u v r= ∈ − ≤  будемо 

називати замкненою кулею радіуса  з центром у точці ur V∈ . 

3.4.3. Означення. Нехай 0r∋ > . Множину елементів з лінійного 

нормованого простору  V ( ) { },
def

V
u r v V u v rΣ = ∈ − =  будемо 

називати сферою радіуса r  з центром у точці u V∈ . 

Вірогідно, що ( ) ( ) ( ), ,S u r S u r u r= Σ∪ , . 

3.4.4. Означення. Множина M  обмежена в лінійному нормованому 
просторі V , якщо існує дійсне число  з проміжку r ( )0,+∞  таке, що 

має місце включення ( )0 ,VM S r⊂ . 

3.4.5. Означення. Відкриту кулю ( ),S u r  прийнято називати околом 

точки u  радіуса r  у лінійному нормованому просторі V . 

3.4.6. Означення. Множина M  називається відкритою в лінійному 

нормованому просторі , якщо V u M∀ ∈  ( ) ( ), ,S u r S u r M∃ ⊂ . 
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Точки  в даному випадку називаються внутрішніми точками мно-
жини 

u
M . Множину внутрішніх точок будемо називати внутрішні-

стю множини M . 
3.4.7. Означення. Елемент u V∈  називається граничною точкою 
множини M  з лінійного нормованого простору , якщо будь-який 
окіл 

V
( ),S u r  містить, як елементи множини M , 

так і елементи її алгебраїчного доповнення , 
тобто 

\V M
( ),S u r M ≠ ∅∩  0r∀ > . Множину грани-

чних точок будемо називати границею множини 
M і позначати символом M∂ . 

M 

u 

V 

3.4.8. Означення. Діаметром множини M  з лінійного нормованого 

простору V , називається величина 
,

diam sup
def

V
u v M

M u v
∈

= − , а від-

станню точки u V∈  до множини M  прийнято називати величину 

( )dist , inf
def

Vv M
u M u v

∈
= − . 

3.5. Простір лінійних обмежених операторів 

3.5.1. Означення. Нехай ,  – лінійні нормовані простори. Гово-
рять, що оператор 

U V
:A U V→  обмежений, якщо 

  0M const∃ = > V U
Au M u≤  ( )u D A∀ ∈ . (3.4) 

Введемо множину лінійних обмежених операторів 
 

( ) { }, : ,
def

V U
U V A U V Au M u u U M→ ≤= ∀ ∈L 0>∋

)

.(3.5) 

Визначаючи поточкові операції додавання та множення на скаляр за 
правилами 

 ,(3.6) 
( )

( )
(1 2 1 2

1 2

,
, , ,, ,

A A u A u A u
u U A A A U V

A u Au
α

α α

+ = +

=
∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈

⋅
L

ми перетворюємо множину ( ),U VL  в лінійний простір. Нерівність 
(3.4), що характеризує обмеженість оператора, можна переписати у ви-
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гляді V

U

Au
M

u
≤  ( )0U u D A∀ ≠ ∈ . Природно, що існує точна 

верхня грань лівої частини, для якої зберігається нерівність 

( )0
sup

U

V

u D A U

Au
M

u≠ ∈
≤ . Ця точна верхня грань збігається з найменшим 

значенням M  та характеризує оператор A . 

3.5.2. Означення. Функціонал ( ),U V →i : L , який обчислюєть-

ся за формулою 
( )0

sup
U

def
V

u D A U

Au
A

u≠ ∈
= , називається нормою опера-

тора A  в просторі лінійних обмежених операторів ( ),U VL . 

▲ Завдання 3.6. Показати, що норму оператора в просторі ( ),U VL  

можна ввести за правилом 
( )0 ,1

sup
U

def

V
u

A Au
∈Σ

= . 

3.6. Простір лінійних обмежених функціоналів 

Якщо в попередньому пункті у співвідношеннях (3.4), (3.5) 
замість лінійно нормованого простору V  прийняти поле комплексних 
чисел , то отримаємо множину лінійних обмежених функціоналів 

( ) { }, : , ,
def

U
U U u M u u U Mϕ ϕ= → ≤ ∀ ∈ ∋ >L 0 .  

Якщо аналогічно до (3.6) ввести поточкові операції додавання та мно-
ження на скаляр, то множина лінійних обмежених функціоналів пере-
твориться в простір лінійних обмежених функціоналів ( ),UL . 

3.6.1. Означення. Функціонал ( ),U →i
*
: L , який обчислю-

ється за формулою 
*

0

,
sup

U

def

u U U

u
u
ϕ

ϕ
≠ ∈

= , називається нормою функ-

ціонала ϕ  в просторі лінійних обмежених функціоналів ( ),UL . 
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3.6.2. Означення. Простір лінійних обмежених функціоналів 
 називається спряженим, або двоїстим, простором до лі-

нійно нормованого простору U  і позначається . 

( ,UL )

( ),
def

U U′ = L

Тобто { }, ,u U U uϕ ϕ′∈ × → ∈ . 

3.7. Простори Лебега 

 Поняття інтеграла Рімана, як відомо, можна застосовувати 
тільки до функцій, які неперервні або мають не „надто багато” точок 
розриву. До необмежених функцій, або функцій, розривних майже 
скрізь, де вони визначені, або функцій, які взагалі задані на абстракт-
ній множині, рімановська конструкцій інтегралу стає непридатною. 
Для таких функцій існує поняття інтеграла, введене Лебегом. 
 Основна ідея інтеграла Лебега полягає в тому, що точки інтег-
рування (точки x ) групуються за принципом близькості значень функ-
ції у цих точках. Основна ідея інтеграла Рімана полягає в тому, що то-
чки x  групуються за близькістю розташування на осі X . 

Лебег побудував свою теорію інтеграла використовуючи по-
няття міри. У просторі  не мають міри точки. У просторі  не 
мають міри точки і криві. У просторі  не мають міри точки, криві і 
поверхні. Крім того, інтеграл Лебега визначається однаково для функ-
цій, визначених на довільному просторі з заданою мірою, водночас, ін-
теграл Рімана визначається спочатку для функцій однієї змінної, а по-
тім з відповідними уточненнями узагальнюється на випадок багатьох 
змінних. Для функцій визначених на абстрактному просторі з заданою 
мірою інтеграл Рімана взагалі не має сенсу. 

1 2

3

Нехай  – деяка вимірна функція, що приймає значення 
, 

u
1, , nu u… iu u j≠ , при i j≠ , визначена на множині ( )D u = Ω  з 

заданою мірою ( )µ Ω . Природно, що міра є невід’ємна ( ) 0µ Ω ≥  та 

адитивна, тобто ( ) ( )
1

n

k
k

µ µ
=

Ω = Ω∑ , , 
1

n

k
k=

Ω = Ω∪ i jΩ Ω =∅∩ . 

Тоді інтеграл Лебега від функції  по множині u Ω  визначається рівні-

стю ( ) ( )
1

n

k k
k

ud uµ µ
Ω

=

Ω = Ω∑∫ , де 
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( ) ( ){ },k kx x D u u x uΩ = ∈Ω = = , за умови, що ряд справа збіга-

ється при n . →∞

 Якщо на множинах ( ) { }: ppL u u dx
Ω

Ω = Ω→ < +∞∫ , 

, та 1 p≤ < +∞ ( ) ( ){ }: sup
x

L u ess u x∞

∈Ω
Ω = Ω→ < +∞ , 

, ввести поточкові функції згідно (2.2), то ці множини будуть 
просторами Лебега, які можна наділити нормами 
p = +∞

 ( ) ( )
1

p

def p p
L p

u u u dx
Ω Ω
= = ∫ ( )pu L∀ ∈ Ω , 1 p≤ < +∞ , (3.7) 

 ( ) ( )sup
def

L
x

u u ess u x∞ Ω ∞
∈Ω

= =  ( )u L∞ Ω∀ ∈ . (3.8) 

▲ Завдання 3.7. Нехай задано простори [ ]( )0,1C  і [ ]( )0,1pL , 

, та множину 2 p≤ < +∞ { } 0

N
i i

ϕ
=

 функцій Куранта. Вірогідно, що 

[ ]( ) [ ](0,1 0,1C L∞⊂ ) . Показати, що 1iϕ ∞
= , 

1id
dx h
ϕ

∞

= , 

2

2
3i
hϕ = , 

2

2id
dx h
ϕ

= . 

 Для обґрунтування того факту, що введені нами вирази (3.7), 
(3.8) дійсно визначають норми, необхідно скористатися нерівностями 
Гьольдера та Мінковського. 
3.7.1. Означення. Числа 

 будемо називати 
спряженими індексами, якщо вони за-

довольняють умову 

[ ), 1,p q∈ +∞ ⊂

1 1 1
p q
+ = , при-

чому, якщо 1p = , приймемо q = +∞ . 

η 
b 

ξ 

1pη ξ −=  

S1 

a 

S2 

1
pq

p
=

−
, Вірогідно, що 



 37 

( )( )1 1p q− − =1. Спряжені індекси використовують у нерівності 
Юнга 

 
1 1p qab a b
p q

≤ +  (, 0,a b )∀ ∈ +∞ .  

Доведемо її. Для цього розглянемо в площині ( ),ξ η  функцію 

1pη ξ −= , 0ξ >   ⇒ 1qξ η −=   ⇒ 1
1

0

a p
p aS d

p
ξ ξ−= =∫ , 

1
2

0

b q
q bS d

q
η η−= =∫ . Отже, 1 2

1 1p qab S S a b
p q

≤ + = + .  

3.7.2. Теорема про нерівності Гьольдера та Мінковського. Нехай 
 спряжені індекси. Тоді має місце нерівність Гьольдера,p q 1

 1 p q
u v u v⋅ ≤ ⋅  ( )pu L∀ ∈ Ω , ( )qv L∀ ∈ Ω   

та нерівність Мінковського2

 
p p p

u v u v+ ≤ +  ( ), pu v L∀ ∈ Ω .  

Доведення. Розпочнемо з нерівності Гьольдера для випадку, 
коли 1p = , тоді q = +∞ , і нам треба переконатися, що 

1 1
u v u v

∞
⋅ ≤ ⋅  ( )1u L∀ ∈ Ω , ( )v L∞∀ ∈ Ω . Дійсно, 

1
u v⋅ =  

( ) 1
sup
x

u v dx u v dx ess v x u dx v u
∞Ω Ω Ω∈Ω

= ⋅ = ⋅ ≤ ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ . 

 Нехай 1p > . Для ( )pu L∈ Ω , ( )qv L∈ Ω  покладемо 

( )def

p

u x
a

u
= , 

( )def

q

v x
b

v
= . Скористаємося нерівністю Юнга 

                                                           
1 Нерівність Гьольдера показує, що норми 

p
u  і 

q
v  скінченні, а добуток функцій u  

і  інтегрований за Лебегом у просторі v ( )1L Ω . 
2 На перший погляд це нерівність трикутника. Мінковський показав, що кожен простір 

 є лінійним. ( )pL Ω
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( ) ( ) ( ) ( )1 1
p q

p q
p q p q

u x v x u x v x
ab

u v p qu v

⋅
= ≤ ⋅ + ⋅

⋅
 x∀ ∈Ω . Проінтегру-

ємо отриману нерівність за Лебегом 

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 1 1

p q p q

p q

p q

p q

u x v x u v
dx

u v u v

u x dx v x dx

p q pu v

Ω

Ω Ω

⋅ ⋅
= ≤

⋅ ⋅

1
q

≤ + =

∫

∫ ∫ + =

 

1 p q
u v u v⇒ ⋅ ≤ ⋅ . 

Тепер перейдемо до нерівності Мінковського 
1

1 1

p p p

p

p p нерівність

Гьольдера

u v u v dx u v u v dx

u u v dx v u v dx

−

Ω Ω

− −

Ω Ω

+ = + = + ⋅ + ≤

⎛ ⎞
≤ ⋅ + + ⋅ + ≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫ ≤
 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 1
1 1

1

p q p qq q
p p

p
p p

p p

u u v dx v u v dx

u v u v dx

− −

Ω Ω

−

Ω

≤ ⋅ + + ⋅ +

= + ⋅ + =

∫ ∫

∫

=
 

( ) 1p

p p p p p
u v u v u v u v−= + ⋅ + ⇒ + ≤ +

p
.  

Довівши нерівність Мінковського, ми фактично переконалися 
у правильності нерівності трикутника для означення норм (3.7), (3.8). 
Тепер неважко показати, що простори Лебега лінійні. 
3.7.3. Теорема про простори Лебега. Нехай Ω  обмежена область у 

. Тоді простори n ( )pL Ω , 1 p≤ ≤ +∞ , є лінійними нормованими 
просторами. 

Зауваження. При 2p q= =  нерівність Юнга перетворюється в еле-

ментарну нерівність ( )2 21
2

a b a b⋅ ≤ +  , а нерівність Гьо-,a b∀ ∈
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льдера в нерівність Коші-Буняковського-Шварца (КБШ) 
2 2u v dx u dx v dx

Ω Ω Ω
⋅ ≤ ⋅∫ ∫ ∫ . 

3.8. Простори Соболєва 

 С. Л. Соболєв ввів поняття узагальненої похідної, яка може 
бути інтегрована за Лебегом. Простором Соболєва прийнято називати 
множину функцій 

 ( ) ( ){ }, :
def

m p pW u D u L mα αΩ = Ω→ ∈ Ω ∀ ≤ ∈ ,  

модулі -х степенів яких разом зі своїми всіма можливими похідни-
ми до -го порядку є інтегровані за Лебегом в області 

p
m Ω . Вірогідно, 

що  
 ( ) ( ) ( ) ( ), 1, 0,m p m p p pW W W L−Ω ⊂ Ω ⊂ ⊂ Ω = Ω… .  

3.8.1. Теорема про простори Соболєва. Нехай Ω  обмежена область 
у . Тоді простір n ( ),m pW Ω , , 10m ≥ p≤ ≤ +∞  є лінійним нор-
мованим простором, якщо норму визначити згідно з правилом 

 ( ),

1

,m p

pdef p

W m p p
m

u u D uα
α

Ω
≤

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ < +∞ .  

▲ Завдання 3.8. Довести теорему про простори Соболєва. 
 З огляду на важливість просторів Соболєва з 2p =  будемо 

використовувати позначення ( ) ( ),2m mW HΩ = Ω . Це гільбертів 
простір. 

▲ Завдання 3.9. Нехай ( ),a bΩ = , . У просторі a b∞ < < < +∞

( ) ( )( ) ( ){ }1 ,
def

V v H a b v aΩ = ∈ = 0  визначимо норми 

1
2 2

2
bdef

V
a

dvv v dx
dx

⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ , 

1
2 2bdef

V
a

dvv dx
dx

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ . Показати, що 

V V
v v∼ . 
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Для доведення можна скористатися формулою Ньютона-

Лейбніца ( ) ( )
x

a

dvv x v a dt
dt

= + ∫ . Наслідком буде так звана нерівність 

Фрідріхса 
2

2

2

b b

a a

b a dvv dx dx
dx

− ⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ . 
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4. Послідовності. Поняття щільності 
 

4.1. Послідовності в лінійному нормованому просторі 

4.1.1. Означення. Послідовність елементів з лінійного нормованого 

простору { } { } 1n n n
u u ∞

=
V= ⊂  називається фундаментальною, або 

послідовністю Коші, тоді й лише тоді, коли 
,
lim 0n m Vn m

u u
→∞

− = . 

4.1.2. Означення. Послідовність елементів з лінійного нормованого 

простору { } { } 1n n n
u u ∞

=
V= ⊂  називається збіжною тоді й лише то-

ді, коли lim 0n Vn
u V u u

→∞
∃ ∈ − =  

Далі будемо говорити, що u  границя послідовності й запису-
вати  або . lim nn

u
→∞

= u →∞⎯⎯⎯→

u

n nu u

▲ Завдання 4.1. Нехай послідовність елементів лінійного нормовано-
го простору збіжна, тобто  Показати, що n nu →∞⎯⎯⎯→

• послідовність { }nu ⊂V  обмежена в просторі, тобто утворює 
обмежену множину; 

• n V V
u u→  ({ }n V

u  числова послідовність); 

• послідовність { }nu ⊂V  фундаментальна. 

▲ Завдання 4.2. Нехай лінійний простір [ ]( )1;1C −  наділено нормою 
1

1 22

2
1

def

u u d
−

⎛ ⎞
= ⎜
⎝ ⎠
∫ x ⎟ . Показати, що послідовність функцій 

( )
1

1

1

1, 1 ,
, , 1, 2,

1, 1,

n

nn

n

x
u x nx x n

x

− − ≤ < −⎧⎪= ≤ =⎨
⎪ < ≤⎩

… , фундаментальна в цьому 

просторі, але не збіжна в ньому. 
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4.2. Щільні та замкнені множини 

4.2.1. Означення. Множина  щільна в лінійному нормованому 
просторі  тоді й лише тоді, коли 

S V⊂
V u V∀ ∈ , 0ε∀ >  

V
v S u v ε∃ ∈ − < . 

 Якщо глянути на це означення з погляду апроксимації, то воно 
стверджує, що будь-який елемент простору V  можна, як завгодно до-
бре наблизити елементом з його щільної множини. Як приклад розгля-
немо теорему Вейєрштрасса. Нехай на замкненій обмеженій кулі 

nS ⊂  радіуса 0r∋ >  задано простір неперервних та обмеже-

них функцій ( )C S  з нормою ( )sup
def

x S
u u x

∞
∈

=  і множину всіляких 

поліномів з дійсними коефіцієнтами ( ) ( )P S C S⊂ . Тоді 

 0ε∀ > , ( )u C S∀ ∈  ( )p P S u p ε
∞

∃ ∈ − ≤ .  

Цей приклад пояснює структуру щільної множини. 
4.2.2. Лема про щільну множину. Нехай  щільна в лінійному 
нормованому просторі V . Тоді 

S V⊂
u V∀ ∈  знайдеться фундаментальна 

послідовність { }nu S⊂  така, що . n nu u→∞⎯⎯⎯→
Доведення. Оскільки  щільна у V , то S u V∀ ∈  та n∀ ∈  

 таке, що nu S∃ ∈
1

n V
u u

n
− ≤ . З нерівності трикутника випливає, 

що 
1 1

n m n mV V V
u u u u u u

n m
− ≤ − + − ≤ +  { }nu⇒ ⊂V  фун-

даментальна.  
4.2.3. Означення. Множина S  називається замиканням множини 

 у лінійному нормованому просторі , якщо S V⊂ V u S∀ ∈  

{ }nu S∃ ⊂ n ( u  необов’язково різні) така, що . n nu u→∞⎯⎯⎯→
4.2.4. Означення. Множина  називається замкненою у ліній-
ному нормованому просторі , якщо вона збігається зі своїм зами-
канням, тобто 

S V⊂
V

S S= . 
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4.3. Щільність простору неперервних кусково-лінійних функцій 

Нагадаємо, що через [ ]( )0,1K  ми позначили простір непе-

рервних кусково-лінійних функцій, визначених на відрізку [ ]0,1 , а че-

рез [ ]( )0,1hK  – множину функцій Куранта. Природно, що 

[ ]( ) [ ]( )0,1 0,1hK K⊂ . 

4.3.1. Теорема про щільність [ ]( )0,1K  в [ ]( )0,1C . Простір непе-

рервних кусково-лінійних функцій [ ]( )0,1K  утворює щільну множину 

в просторі [ ]( )0,1C  з нормою 
[ ]

( )
0;1

sup
def

x
u u u x

∞
∈

= = , і 

[ ]( )0,1u C∀ ∈  [ ]( )0,1h hu K∃ ∈  2
hu u Ch− ≤ , де 

, яка не залежить від вибору  чи , але може за-
лежати від функції u . 

0C const= > hu h

Доведення. Спочатку покажемо, що [ ]( )0,1u C∀ ∈ , 

0ε∀ >  [ ]( )0,1v K∃ ∈  u v ε− ≤ . За теоремою Вейєрштрасса, 

0ε∀ > , [ ]( )0,1u C∀ ∈  ( ) [ ]( )0,1p p x P∃ = ∈  
1
2

u p ε− ≤ . 

Тоді 
1
2

u v u p p v u p p v p vε− = − + − ≤ − + − ≤ + − . За-

лишилося показати, що 
1
2

p v ε− ≤ . Виберемо 

. Оскільки [ ]( ) ( ) ( ) [ ](
0

0,1 0,1
N

h i i h
i

K v u p x x Kϕ
=

∋ = = ∈∑ ) { }iϕ  – 

базис простору [ ]( )0,1hK , то ( ) ( )h j ju x p x= , 0,j = N . Позначи-

мо через ( ) ( ) ( )he x p x u x= − h  похибку апроксимації, тобто похиб-

ку наближення полінома ( )p x  до функції ( )hu x . Похибка володіє 
такими властивостями: 
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• ( ) ( )10h i h ie x e x += =  на відрізку [ ]1,i ix x + ; 

• функція ( )he x  неперервна, тому, за теоремою Ролля, 

 ( )1,i iz x x +∃ ∈ ( ) 0h
d e z
dx

= ; 

• ( ) ( )
2

2 h
d e x p x
dx

′′=  [ ]1,i ix x x +∀ ∈ . 

На відрізку [ ]1,i ix x +  скористаємося формулою Ньютона – Лейб-
ніця: 

( ) ( ) ( ) ( )
x x

h h h
z z

e x e z e t dt p t dt′ ′ ′′ ′′= + =∫ ∫  [ ]1,i ix x x +∀ ∈ . Звідси має-

мо оцінку 

( ) ( )
[ ]

( )
[ ]

( )
1 1, ,

sup sup
i i i i

x x

h
x x x x x xz z

e x p t dt p x dt h p x
+ +∈ ∈

′ ′′ ′′ ′′≤ ≤ ≤ ⋅∫ ∫  

[ ]1,i ix x x +∀ ∈ . Знову скористаємося формулою Ньютона – Лейбніця: 

[ ]1,i ix x x +∀ ∈  . Звідки ( ) ( ) ( ) ( )
i i

x x

h h i h h
x x

e x e x e t dt e t dt′ ′= + =∫ ∫

( ) ( )
[ ]

( )
1,

sup
i i

i

x

h h h
x x xx

e x e t dt h e x
+∈

′≤ ≤ ⋅∫ ′ . Далі, в останній нерівності 

перейдемо до точної верхньої межі по [ ]1,i ix x x +∈ , унаслідок 
2

h he h e h p′≤ ⋅ ≤ ⋅ ′′ . Отже, ми показали, що 2
hp u h p′′− ≤ ⋅ , 

а потрібно було 
1
2hp u ε− ≤ . Вірогідно, що для заданого ε  необ-

хідно підібрати таке h , щоб 21
2

h pε ′′= ⋅ .  
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▲ Завдання 4.3. Показати, що [ ]( ) [ ]( )2 2,20,1 0,1u H W∀ ∈ =  

[ ]( )0,1h hu K∃ ∈  
2

2
2

0

m
h m

d uu u h
dx

−− ≤ , 0,1m = . Вказівка. Не-

обхідно видозмінити доведення теореми таким чином: достатньо взяти 

 і норму Чебишева замінити нормою інтегрова-

них з квадратом функцій. 

( ) ( )
0

N

h i i
i

u u x ϕ
=

=∑ x

4.1. Приклад. Розглянемо послідовність функцій ( )
21

n
nxu x

n
=

+
. 

Чи буде вона збіжною в просторах [ ]( )0,1C  та [ ]( )2 0,1L ? Легко ба-

чити, що границя послідовності [ ]( )0,1u x C= ∈ . Справді, 

 

[ ] [ ]

[ ]

2 20,1 0,1

2 20,1

lim lim sup lim sup 1
1 1

lim sup 1 lim 1 0.
1 1

nn n nx x

n nx

nx nu u x x
n n

n nx
n n

∞→∞ →∞ →∞∈ ∈

→∞ →∞∈

⎛ ⎞
− = − = −⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠

= ⋅ − = − =
+ +

=

 

Аналогічно, границя [ ]( )2 0,1u x L= ∈ . Справді, 

 

1
2 21

2 2
0

1
1 2

2

2
0

lim lim 1
1

lim 1 0.
1

nn n

n

nu u x dx
n

nx dx
n

→∞ →∞

→∞

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− = −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝

⎛ ⎞

=
⎠

= ⋅ −⎜ ⎟
+⎝ ⎠

∫

∫ =

  

▲ Завдання 4.4. Знайти помилку в міркуваннях, якщо вона є. Нехай 

[ ]( )1 ,u H a b∈   ⇒ [ ]( ),u C a b∈ . Справді, 
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[ ]( )
[ ]( )

[ ]( )

22
1

1
2

2
2

, ,
,

,

b

a

b

a

u L a b u dx M
u H a b

du duL a b dx M
dx dx

⎧
∈ ⇒ = < +∞⎪

⎪∈ ⇒ ⎨
⎪ ∈ ⇒ = < +⎪
⎩

∫

∫ ∞⇒

  

3
du M
dx

⇒ < < +∞   ⇒
du обмежена
dx

  ⇒ [ ]0 , 0x a b ε∀ ∈ ∀ >  

0δ∃ >  [ ] 0,x a b x x ε∀ ∈ − <   ⇒ ( ) ( )0u x u x δ− < , що і дово-

дить неперервність функції. 
4.2. Приклад. Перевірити лінійність та обчислити норму функціонала 

[ ]( ) ( )0,1 , 0u C l u u∈ → = . 

Спочатку покажемо лінійність функціонала: 
 ( )( ) ( ) ( ), 0 0 0 ,l u v u v u v l u l v+ = + = + = + , ,  

 ( )( ) ( ), 0 0l u u u l uα α α α= = = , .  
Далі, обчислимо норму функціонала 

 
[ ]( ) [ ]( )

( )

[ ]
( )*

0,1 0,1
0 0 0,1

, 0
sup sup 1

sup
C C

u C u C
u u x

l u u
l

u u x∈ ∈
∞≠ ≠ ∈

= = = .  

4.3. Приклад. Обчислити норму функції [ ]( ) ( ) 20,1pL u x x−∋ = . 

Обчислення: 

 

( )

1 1
1

12 1 2

0
0

1
1

2
0

1
1 2

1 11 1
1 2 1 2

p p
p p

p

p
p

p p p

u x dx x
p

x
x p p

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − ⋅ = −∞ ⋅ =⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

∫

,∞

  

причому не для всіх . Для p p = ∞  

 
[ ]

2

0,1
sup
x

u ess x−
∞

∈
= = ∞ .  

Отже, норму обчислити неможливо. 
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▲ Завдання 4.5. Нехай V  лінійний нормований простір. 

1). Показати, що { }max ,
V V V

vu u v u≤ − + ,u v V ∀ ∈

u v

. 

2). Показати, якщо  і  в , то nu → nv → V

n n V V
u v u v− → − . 

3). Чи збіжна послідовність ( )( ) ( ) ( )2 0,1 1n
nV L u x x x= ∋ = − ? 

4). Нехай [ ]( )1 0,1V C= . Розглянемо функціонали 

( )1l u u
∞

= , 

( )2l u u
∞
′= , 

( ) ( ) ( ) ( )3 21 0l u u u l u= − + , 

( ) ( )4 21
l u u l u= + . 

Чи можна вважати хоча б один з цих функціоналів нормою в просторі 

[ ]( )1 0,1C ? 

5). Перевірити лінійність та обчислити норму функціонала 

( )( ) ( )1
2

3
0

0,1 ,
u t

u L l u dt
t

∈ → = ∫ . 

6). Показати, якщо { } [ ]( )0,1nu C⊂  збіжна, то вона збіжна і в 

[ ]( )0,1pL . 

7). Чи є збіжною в просторі [ ]( )2 0,1L  послідовність 

( ) 2 nx
nu x n xe−= ? 
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5. Неперервність операторів та функціоналів 
 

 Нехай U , V  лінійні нормовані простори з нормами 
U
i  та 

V
i  відповідно. 

5.1. Означення. Оператор :A U V→  називається неперервним в 
точці  тоді й лише тоді, коли справедливе одне з рів-
нозначних тверджень: 

( )u D A U∈ ⊂

(I) 0ε∀ >  0δ∃ >  
V

Au Av ε− <  

( ) ( ),v S u D Aδ∀ ∈ ∩ ; 

(II) { }nu∀  ( )nu u D A→ ∈  ( )0n U
тобто u u− →  послі-

довність образів  nAu Au V→ ∈

( )0n V
тобто Au Au− → . 

5.2. Означення. Якщо оператор :A U V→  неперервний в кожній 
точці області визначення ( )D A , то він називається неперервним. 

Таке означення неперервності є загальним. Воно стосується, 
як лінійних, так і нелінійних операторів. 
5.1. Приклад. Нехай оператор – це функціонал норми, тобто 

:
def

U
A U V= → =i . Покажемо, що він неперервний в U . Справ-

ді, нехай ми маємо збіжну послідовність ( )nu u D A→ ∈  тобто 

0n U
u u− → . Тоді 

 n n nV U U

опуклість

норми
Au Au u u u u⎛ ⎞

− = − ≤ ≤ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ U

.  

Отже, згідно означення 5.1.(II), норма неперервний функціонал (або 
оператор) у лінійному нормованому просторі U . 

▲ Завдання 5.1. Нехай  лінійний нормований простір. Показати, 
що оператор 

U
2:A U U→ , тобто 
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{ },u v U U A u v Uϕ ϕ= → =∈ × + ∈ , неперервний у лінійному нор-

мованому просторі . 2U
5.3. Теорема про лінійний неперервний оператор. Нехай оператор 

:A U V→  лінійний і хоча б в одній точці ( )u D A U∈ ⊂  непере-

рвний. Тоді оператор :A U V→  неперервний на ( )D A . 

Доведення. Виберемо послідовність { } ( )nu D A⊂  

( )nu u D A→ ∈ , і припустимо, що  є точкою неперервності опе-

ратора. Тоді послідовність образів . Виберемо довіль-

ну точку 

u

nAu Au V→ ∈

( )v D A∈  і послідовність { } ( ) ( )n nv D A v v D A⊂ → ∈ . 

Покажемо, що . Розглянемо послідовність nAv Av V→ ∈

{ } ( )nv v u D A− + ⊂ . Вірогідно, що n nv v u u→∞− + ⎯⎯⎯→ . Але в 

точці  оператор неперервний. Отже, u ( )n nA v v u Au→∞− + ⎯⎯⎯→ . 
Користуючись лінійністю оператора, отримаємо 

n nAv Av Au Au→∞− + ⎯⎯⎯→    ⇒ nAv Av→ ( )v D A∀ ∈ .  
 З теореми випливає така властивість лінійних операторів у  
нормованих просторах: для дослідження неперервності оператора 

:A U V→  достатньо перевірити неперервність оператора в точці 
, тобто показати, що , коли . 0U 0nAu → V 0n Uu →

Нагадаємо, що ми визначили простір лінійних обмежених 
операторів як 

( ) ( ){ }, :
def

V U
U V A U V Au A u u D A U→ ≤ ∈ ⊂= ⋅ ∀L  з нор-

мою 
( )

0

sup
U

def
V

u D A Uu

Au
A

u∈
≠

= . 

5.4. Теорема про ознаку лінійного обмеженого оператора. Нехай 
, V  лінійні нормовані простори. Для того, щоб U ( ),A U V∈L , не-

обхідно і досить, щоб він був неперервним3. 
                                                           
3 У лінійних операторів поняття обмеженості еквівалентне поняттю неперервності. 
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Доведення. Необхідність. Припустимо, що оператор 
( , )A U V∈L , тобто він лінійний та обмежений. Треба довести, що 

він неперервний. Для цього візьмемо послідовність 
{ } 0n nu U u⊂ → U V. Тоді послідовність образів . Дійсно, 

внаслідок обмеженості оператора 

0nAu →

0n n nV U
Au A u →∞≤ ⋅ ⎯⎯⎯→ , 

або 0 0n U n U nV U
Au A A u →∞− ≤ ⋅ − ⎯⎯⎯→0 . Отже, оператор не-

перервний в  і тому він неперервний на цілому просторі U . 0U

Достатність. Доведення здійснимо міркуванням від супро-
тивного. Нехай оператор неперервний та необмежений, тоді можна по-
будувати послідовність { }nu ⊂U  таку, що ( )nu u D A→ ∈  і 

n nV
Au →∞⎯⎯⎯→+∞ . Розглянемо числову послідовність 

n V
n n

n U

Au
a

u →∞= ⎯⎯⎯→+∞  і послідовність 

0n
n Un

n n U

uU v
a u →∞∋ = ⎯⎯⎯→ , тому що 

1
n

n

v
a

=

V

. Тоді, внаслідок 

неперервності оператора, послідовність . З іншого боку, 0nAv →

1 1n n
n V

n n n nU UV V

u AuAv A
a u a u

= = = . Це і є шукане протиріч-

чя.  

5.2. Приклад. Інтегральний оператор. Покладемо [ ]( )0,1U V C= = . 

Тоді 
[ ]

( )
[ ]

( )
0,10,1

sup max
U V xx

u u u u x u x
∞ ∈∈

= = = = . Розглянемо за-

дачу про інтегральне рівняння. 

 

( ) [ ] [ ]( )

( ) ( ) ( ) [ ]
1

0

Задано , 0,1 0,1 та  .

Знайти , 0

k x y C f U

u U k x y u y dy f x x

⎧ ∈ × ∈
⎪
⎨

∈ = ∀⎪
⎩

∫ ,1 .∈
 (5.1) 
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Покажемо, що інтегральне рівняння (5.1) можна розглядати як 
операторне рівняння Ku f=  і . Введемо оператор ( ,K U U∈L )

 .  ( )( ) ( ) ( )
1

0

,U u Ku x k x y u y dy U∋ → = ∈∫
Вірогідно, що ( )K u v Ku Kvα β α β+ = +  – отже, введений опера-
тор лінійний. Залишилося показати, що він обмежений. Подивимося на 

ядро цього оператора. Оскільки ( ) [ ] [ ]( ), 0,1 0k x y C∈ × ,1 , то 

k M
∞
≤ < +∞ . Оцінимо спочатку модуль функції ( )( )Ku x : 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]
( ) ( )

( )

1 1

0 0

1

, 0,1 0
1 1

0 0

, ,

sup ,

.

x y

Ku x k x y u y dy k x y u y dy

k x y u y dy

k u y dy k u dy k u

∈

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= ≤ ⋅

≤ ⋅ =

= ⋅ ≤ ⋅ ⋅ = ⋅

∫ ∫

∫

∫ ∫

≤

  

Ми встановили, що 

 
[ ]

( ) ( )
, 0,1
sup

x y
Ku Ku x k u

∞ ∞
∈

= ≤
∞

⋅ .  

Тому оператор обмежений K k M
∞

≤ ≤ < +∞ , а внаслідок ліній-
ності, ще і неперервний. 

▲ Завдання 5.2. Нехай задано оператор [ ]( ) [ ]( )1: 0,1 0,1A C C→  

такий, що ( ) [ ]( ) [ ](1 0,1 0,1dD A C u Au u C
dx

= ∋ → = ∈ ) , і норма 

в [ ](1 0,1C )  задається виразом 
[ ]

( )
0,1

max
x

u u
∞ ∈
= x . Показати, що та-

ким чином введений оператор є лінійним і необмеженим. Дійсно, роз-

глянемо послідовність функцій [ ]( )1 0,1nx
nu e C−= ∈ . Легко бачити, 
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що 
[ ]0,1

lim 1 lim max 1 0nx
nn n x

u e−
∞→∞ →∞ ∈

− = − = , тобто 1nu u→ ≡  і 

0d u
dx

= . У той час, як, 

[ ]0,1
lim lim max lim 0nx

nn n nx
Au Au ne n−

∞→∞ →∞ →∞∈
− = − = = ∞ ≠ . 
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6. Рівномірна збіжність в С(Ω). 
Рівномірна неперервність оператора 

 

6.1. Рівномірна збіжність в С(Ω). Замкненість С(Ω). 

6.1.1. Означення. Розглянемо послідовність відображень 
, де :nu X V→ X  – довільна множина,  – простір із заданою 

метрикою. Послідовність 

V

{ }nu  називається рівномірно збіжною до 

, якщо :u X V→ 0ε∀ >  nε∃ ∈  n nε∀ >  ( )nu uρ ε− <  

x X∀ ∈ . 
Це означення еквівалентне такому: ( )( )lim sup 0nn x X

u uρ
→∞ ∈

− = . 

Послідовність { }nu  рівномірно збігається на множині X  до 

 тоді й лише тоді, коли існує числова послідовність :u X V→ { }nα  

така, що lim 0nn
α

→∞
= , і 0n∃ ∈  такий, що 0n n∀ >  x X∀ ∈  

( )n nu uρ α− < . 

6.1. Приклад. Послідовність n
nu x=  рівномірно збігається на [ ]0, a , 

, і не збігається рівномірно на [0 a< <1 ]0,1 . 

6.2. Приклад. Розглянемо послідовність { } ( )nu C⊂ Ω , яка збігаєть-

ся до , тобто ( )u C⊂ Ω

 sup 0n n n
x

u u u u →∞∞
∈Ω

− = − ⎯⎯⎯→ . (6.1) 

Оскільки в просторі ( )C Ω  ми оперуємо поточковим додаванням 

функцій, то (6.1) означає, що 0ε∀ >  nε∃ ∈  n nε∀ >  

nu u ε− <  . Отже, збіжність у просторі x∀ ∈Ω ( )C Ω  рівномірна. 

Такий самий характер збіжності у просторах ( )mC Ω  з нормами, вве-
деними у прикладі 3.3. 
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6.1.2. Теорема про замкненість ( )C Ω . Множина ( )C Ω  є замкне-

ним лінійним підпростором у просторі . ( )L∞ Ω

Доведення. Нам потрібно показати, що ( ) ( )C CΩ = Ω . Ця 

рівність, зокрема, означає, що ( )u C∀ ∈ Ω  і 0ε∀ >  ( )v C∃ ∈ Ω  

u v ε
∞

− < . Покажемо, що ( )C Ω  містить лише обмежені та непе-

рервні функції. Розпочнемо з обмеженості. Дійсно, ( )u C∀ ∈ Ω  

0ε∀ >  підберемо ( )v C∈ Ω  таку, що 

 u u v v u v v vε
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
= − + ≤ − + ≤ + < +∞ .  

Перший доданок менше за ε  внаслідок означення замикання, а другий 
внаслідок обмеженості норми 

∞
i  для кожної функції з ( )C Ω . Інак-

ше кажучи, ( ) ( )C L∞Ω ⊂ Ω . 

Тепер покажемо неперервність. Нехай ( )u C∈ Ω . Тоді знову 

для 0ε∀ >  виберемо функцію ( )v C∈ Ω  таку, що 0x∀ ∈Ω  вико-
нується 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

0 0

0 0 0

0 02 0.
x x

u x u x u x v x v x v x v x u x

u x v x v x v x v x u x

v x v x εε →
→

− = − + − + −

≤ − + − + −

≤ + − ⎯⎯⎯→

0 0 ≤

≤  

Перший та третій доданок у правій частині нерівності менше ε  завдя-

ки щільності ( )C Ω  в ( )C Ω , а середній доданок прямує до нуля 
внаслідок поточкового характеру збіжності неперервних функцій.  
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6.2. Рівномірна неперервність оператора 

6.2.1. Означення. Оператор :A U V→  називається рівномірно не-

перервним на  якщо U 0ε∀ >  0δ∃ >  V
Au Av ε− ≤  

 таких, що ,u v U∀ ∈
U

u v δ− ≤ . 
6.2.2. Теорема про достатню ознаку рівномірної неперервності опе-
ратора. Оператор :A U V→  рівномірно неперервний на , якщо 

 така, що виконується умова Ліпшиця 
U

0C const∃ = >
 

V U
Au Av C u v− ≤ ⋅ − ,u v U∈ ∀ . (6.2) 

Доведення вірогідне.  
Тут C  – стала Ліпшиця. 
▲ Завдання 6.1. Показати, що оператор 
{ } ( )2, ,u v V A u v u v V→∈ = + ∈  рівномірно неперервний на . 2V

▲ Завдання 6.2. Нехай X  обмежена в , тобто X ⊂ , 
. Показати, що оператор diamX < +∞

{ } ( ), ,u V X A u uλ λ→∈ × = ⋅ ∈Vλ  рівномірно неперервний на 

. V
▲ Завдання 6.3. Показати, якщо оператор :A U V→  рівномірно не-
перервний на U , то він неперервний. 
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7. Простори зі скалярним добутком 
 

7.1. Структура унітарного простору 

7.1.1. Означення. Нехай  – лінійний простір, на якому визначено 
функціонал  з такими властивостями: 

U
( ) 2, :U →i i

•  ( ), 0u u ≥ u U∀ ∈ , 

•  означає, що ( ),u u = 0 0Uu = , 

• ( ) ( ) ( ), , ,u v w u v u w+ = + , ,u v w U ∀ ∈ , 

• ( ) ( ), ,u v v u= , 

• ( ) ( ), ,u v u vα α=  α∀ ∈ . 

Тоді функціонал ( ) 2, :U →i i  називають скалярним добутком на 

, а сам простір унітарним. Якщо функціонал U ( ) 2, :U →i i , то 

простір називають евклідовим, причому ( ) ( ), ,u v v u= . 
Поняття скалярного добутку природним чином узагальнює 

поняття скалярного добутку векторів. Скалярний добуток це лінійна 
операція по кожному із аргументів. У загальному випадку простір зі 
скалярним добутком називають передгільбертовим простором. 
7.1.2. Означення. Нехай  – передгільбертів простір, на якому ви-
значено функціонал 

U
:

U
U →i . Цей функціонал будемо вважати 

нормою на , якщо U u U∀ ∈  ( )
1
2,

U
u u u= ∈ , і така норма на-

зивається асоційованою. 
7.1.3. Теорема про структуру унітарного простору. Нехай  – уні-
тарний простір зі скалярним добутком 

U
( ) 2, :U →i i . Тоді має міс-

це нерівність КБШ ( ),
U U

u v u v≤ ⋅  , і простір  є ,u v U∀ ∈ U
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лінійним нормованим простором з нормою ( )
1
2,

U
u u u= ∈  

. u U∀ ∈
Доведення. Розпочнемо з нерівності КБШ. Для випадку, коли 

 – нерівність вірогідна. Нехай 0Uu = = v v0Uu ≠ ≠ . Розглянемо 

одиничну сферу ( ) { }0 ,1 1U U
U u U u⊃ Σ = ∈ = . Тоді 

 ( ), 0 ,1Uu v∀ ∈Σ ( ), 1u v ≤ . Дійсно, 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )

 

2

2

0 , , , ,

, , , , , , , ,

1 , , 1 , , 1.

U
u u v v u u v v u u v v

u u u v v u u v u v u v u v v v

u v u v u v u v

≤ − = − − =

= − − + =

= − = − ⇒ ≤

  

Далі,  маємо 0 ,U u v U∀ ≠ ∈ ( ), 0 ,1U
U U

u v
u v

∈Σ . Тому 

( ),
,

U U U U

u vu v
u v u v

⎛ ⎞
1= ≤⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠

  КБШ. Для того, щоб вираз ⇒

( )
1
2,

U
u u u= ∈  був нормою, достатньо показати, що виконується 

нерівність трикутника 
U U U

u v u v+ ≤ + ,u v U ∀ ∈ . Дійсно, 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 2

2 2

22 2

, , ,

2 ,

2 .

U U

U U

U U U U U U

u v u v u v u u v u v v

u u v v

u u v v u v

+ = + + = + + +

= + ℜ + ≤

≤ + + = +

2

U
=

  

7.2. Властивості скалярного добутку 

 Розглянемо основні властивості скалярного добутку. 
7.2.1. Лема про рівномірну неперервність скалярного добут-
ку. Нехай  – унітарний простір зі скалярним добутком 

 і множина  обмежена в , тобто 
U

( ) 2, :U →i i S U⊂ U
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0r const∃ = >  така, що ( )0 ,US S r⊂ . Тоді функціонал 

 рівномірно неперервний на . ( ) 2, :U →i i S

Доведення. Нехай пара { } 2,u v U∈ . Визначимо на просторі 

 норму за правилом 2U { } { } 2

2 22, ,
U UU

u v U u v u v∈ → = + . 

Згідно теореми про рівномірно неперервний оператор нам необхідно 
встановити існування константи Ліпшиця , для якої виконується 
умова Ліпшиця (6.2), тобто 

0C >

{ } { } 2, , ,u v p q S∀ ∈  норма в  

( ) ( ) { } ( )2

1
2 2 2, , ,
U UU

u v p q C u p v q C u p v q− ≤ ⋅ − − = ⋅ − + − .

Справді, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

{ } 2

1 1
2 2 2 22 2

11
2 22 22

, , , , , ,

, ,

, ,

( )

2

2 , .

U U U U

U U U U

U U

U

u v p q u v p v p v p q

u p v p q v

u p v p q v

КБШ u p v p q v

v p u p q v

r u p q v

r u p v q

− = − + − =

= − − − ≤

≤ − + − ≤

≤ ≤ − + − ≤

≤ + ⋅ − + −

≤ ⋅ − + − =

= ⋅ − −

≤

  

Тут стала Ліпшиця 2C r= .  
7.2.2. Рівність паралелограма. У довільному просторі зі скалярним 
добутком має місце така рівність 

( )2 2 2 2

U
2

U U U
u v u v u v+ + − = +  

, яку можна трактувати 
як відому в геометрії властивість па-
ралелограма (сума квадратів діагона-
лей дорівнює сумі квадратів всіх його сторін). 

,u v U∀ ∈

v 

u 

u-v 

u+v
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Дійсно, 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2

, ,

, , , , , , , ,

2 .

U U

U U

u v u v u v u v u v u v

u u u v v u v v u u u v v u v v

u v

+ + − = + + + − − =

= + + + + − − +

= +

=  

Зауваження. У нормованих просторах рівність паралелогра-
ма, взагалі кажучи, не виконується. Для прикладу розглянемо множину 
функцій розподілу з простору ( )1L , тобто функцій, для яких 

( ) ( )1L
u x dx u

+∞

−∞

= <∫ +∞ . Якщо ( )1,u v L∈  є неперервними 

функціями з носіями, що не перетинаються (тобто x∀ ∈  або 
, або ( ) 0u x = ( ) 0v x = ), то зрозуміло, що 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1L L
u v u x dx v x dx u v

+∞ +∞

−∞ −∞

± = + = +∫ ∫ 1L
. Отже, 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1

22 2 2
L L L L

u v u v u v+ + − = + 1 , і рівність паралело-

грама не виконується. 
7.2.3. Формула поляризації. Йордан і фон Нейман у 1935 році довели, 
що коли  з лінійного нормованого простору  виконується 
правило паралелограма, то скалярний добуток можна виразити через 

норму 

,u v∀ U

( ) 2

1,

1,
4 U

i
u v u v

α

α α
=± ±

= +∑ , де 2 1i = − . 

Справді, 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 22

,

, , ,
U

u v u v u v

u u u v v u v v

α α α α α

α α α α α

+ = + + =

= + + + , .
  

Залишилося просумувати ці вирази по α  і врахувати, що 
2

1,

4
iα

α
=± ±

=∑ , 
2 2

1, 1, 1,

0
i i iα α α

α α α α
=± ± =± ± =± ±

= = =∑ ∑ ∑ .  
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7.3. Приклади просторів зі скалярним добутком 

7.1. Приклад. Розглянемо такі функціонали: 

 ( ) ( )
1

, : , ,
n

n n
i i

i
u v u v u v

=

× → = ∀ ∈∑i i n ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, : , ,L L u v uvd u v L
Ω

Ω × Ω → = Ω∀ ∈ Ω∫i i ; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ }

2 2 2
1

2
1

1

, : , ,

, .

i i
i

i i ii
i

l l u v u v u v l

u u u u

∞

=

∞
∞

=
=

× → = ∀ ∈ =

⎧ ⎫
= = < +∞ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

∑

i i
 

▲ Завдання 7.1. Показати, що визначені функціонали є скалярними 
добутками на відповідних просторах. 

7.2. Приклад. Нехай ( ) ( )q x L∞∈ Ω , причому ( ) 0 0q x q≥ > . По-

кажемо, що лінійний функціонал ( ),u v quvdx
Ω

= ∫  ( )2,u v L∀ ∈ Ω  

визначає скалярний добуток в ( )2L Ω . Для цього треба перевірити, чи 
виконуються аксіоми скалярного добутку. 

I. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
, 0u u q x u x u x dx q x u x dx

Ω Ω

= =∫ ∫ ≥  тому, 

що . ( ) 0 0q x q≥ >

II. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
, 0 0u u q x u x dx u x u x

Ω

= = ⇒ = ⇒∫ 0≡  то-

му, що . ( ) 0q x >

III. ( ) ( ),u v w qu v w dx quvdx quwdx
Ω Ω Ω

+ = + = + =∫ ∫ ∫  

( ) ( ), ,u v u w= + .  

IV. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,u v q x u x v x dx q x u x v x dx v u
Ω Ω

= =∫ ∫ = . 
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V. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),u v q x u x v x dx q x u x v x dxα α α
Ω Ω

= = =∫ ∫  

. ( ),u vα=
Отже, визначений функціонал є скалярним добутком в 
. Покажемо, що асоційована норма ( )2L Ω

( ) ( ) ( )2 2

1
21 2

2,
L L

u u u u u d
Ω Ω

Ω

⎛ ⎞
= = ⎜

⎝ ⎠
∫∼ x ⎟ . Дійсно, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1
21

2

1 1
2 22 2

0 0

,

.

L

L

u u u q x u x u x dx

q x u x dx q u x dx q u

Ω
Ω

Ω
Ω Ω

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ≥ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫ ∫

 

Далі, ( ) ( )q x L∞∈ Ω  і ( ) 0 0q x q≥ >   ⇒ M +∃ ∈  

( )sup
x

ess q x M
∈Ω

= . Таким чином, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

2 22 2 .
L L

q x u x dx M u x dx Mu u
Ω Ω

Ω Ω
= ≤ =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

▲ Завдання 7.2. Нехай  унітарний простір, множина 
, 

U
( )0 ,US S r U⊂ ⊂ 0 r< < +∞ , і послідовності { }nu , { }nv S⊂  

збіжні в U , тобто , . Показати, що числові послідов-

ності скалярних добутків 
nu u→ nv → v

( ){ },n nu v , ({ )},nu w  збіжні , причому 

 і ( ) ( ), ,n nu v u v→ ( ) ( ), ,nu w u w→  . w U∀ ∈
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7.3. Приклад. Розглянемо простір неперервних та обмежених функцій 

0,
2

C π⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

⎟ . Нехай ( ) ( )sinu x x= , ( ) ( )cosv x x= . Вірогідно, що 

, 0,
2

u v C π⎛ ⎞⎡ ⎤∈ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
. Тоді [ ]( ) [ ]( )0, / 2 0, / 2

1
C C

u v
π π

= = , причому 

[ ]( )0, / 2
0

2

max sin cos 2
C

x
u v x x

π π
≤ ≤

+ = + = , 

[ ]( )0, / 2
0

2

max sin cos 1
C

x
u v x x

π π
≤ ≤

− = − = . 

Легко бачити, що 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )( )2 2 2 2

0, / 2 0, / 2 0, / 2 0, / 2
2

C C C C
u v u v u v

π π π
+ + − ≠ +

π
. Таким 

чином, норму в просторі 0,
2

C π⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 не можна визначити через ска-

лярний добуток. Отже, цей простір не є евклідовим. 

▲ Завдання 7.3. Показати, що ( )C Ω , де [ ] 1,a bΩ = ⊂  не є 
евклідовим простором. 

▲ Завдання 7.4. Розглянемо лінійний простір  з нормою n

1

1

n pp
ip

i
u u

=

⎛ ⎞= ⎜
⎝ ⎠
∑ ⎟ . Показати, що при 1p ≥  цей простір буде нормо-

ваним, але евклідовим лише при 2p = . Вказівка. Достатньо розгля-

нути два вектори з , а саме, n ( )1,1,0, ,0 nu = ∈…  та 

. ( )1, 1,0, ,0 nv = − ∈…
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8. Скінченновимірні підпростори унітарного простору 
 

8.1. Ознака лінійної незалежності в унітарному просторі 

Нехай простір  наділено скалярним добутком n

( )
1

,
n

i i
i

u v u v
=

= ∑  та евклідовою нормою ( )
1
2,nu u u u= = . Припу-

стимо, що оператор  задається матрицею : nA → n

{ }
, 1

n

ij i j
A a

=
= ⊂  так, що 

. { } 1
1 1

n
n

n n n
i iji

j i

u u Au a u
=

= =

⎧ ⎫
= ∈ → = ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ j

8.1.1. Означення. Матриця A  називається ермітовою якщо 

ij jia a= . 

При цьому, якщо { }
, 1

n

ij i j
A a

=
= ⊂ , то A  – симетрична. 

8.1.2. Означення. Матриця A  називається додатно визначеною, 

якщо 0α∃ >  ( ) 2

, 1

,
n

ij j i
i j

Au u a u u uα
=

= ≥∑  . nu∀ ∈

▲ Завдання 8.1. Нехай задано ермітову додатно визначену матрицю 
A  та функціонал , : n n× →i i  

( )
, 1

, ,
n

ij i i
i j

u v Au v a u v
=

= = ∑ ∈ . Показати, що 

• функціонал ,i i  визначає скалярний добуток в ; n

• норма, яку породжує цей скалярний добуток 
1
2,u u u= , 

еквівалентна евклідовій нормі; 
• det 0A ≠ . 
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8.1.3. Означення. Матриця { }
,

n

ij i j
G G=  називається матрицею 

Грама системи елементів  з унітарного простору зі ска-

лярним добутком 

{ }n
i i

Uϕ ⊂

( ),i i , якщо її коефіцієнти обчислюються за форму-

лою ( ),ij i jG ϕ ϕ= . 

8.1.4. Теорема про ознаку лінійної незалежності елементів в унітар-
ному просторі. Нехай U  – унітарний простір зі скалярним добутком 

. Послідовність { }  лінійно незалежна тоді й 

лише тоді, коли 

( ) 2, :U →i i n
i i

Uϕ ⊂
det 0G ≠ . 

Доведення. Необхідність доведемо міркуванням від супротив-

ного. Припустимо, що послідовність  лінійно незалежна і 

. Те що 

{ }n
i i

Uϕ ⊂

det 0G = det 0G =  означає, що 0 0nu Gu∃ ≠ ∈ = . Тоді 

 

( ) ( )
1 1 1 1

2

1 1 1

0 , ,

, .

n n n n

i ij j i i j j
i j i j

n n n

i i j j i i
i j i U

Gu u u G u u u

u u u

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

= = = =

= = =

= = =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

=

  

Отже, ми знайшли набір ненульових коефіцієнтів 

{ }
1

0
n n

i i
u u

=
≠ = ∈ , такий, що 

1
0

n

i i U
i

uϕ
=

=∑ . Ця рівність означає, 

що послідовність  лінійно залежна. Отримали супереч-
ність. 

{ }n
i i

Uϕ ⊂

Для доведення достатності необхідно повторити міркування у 
зворотному порядку.  
 З теореми випливає, що для лінійно незалежної системи еле-

ментів  з унітарного простору матриця Грама ермітова і 
додатно визначена. 

{ }n
i i

Uϕ ⊂

▲ Завдання 8.2. Показати, що послідовність функцій Куранта 

{ } [ ](0
0,1N

i hi
Kϕ

=
⊂ )  лінійно незалежна в просторі [ ]( )2 0,1L . 
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▲ Завдання 8.3. Показати, що послідовність функцій Куранта 

{ } [ ]( )0
0,1N

i hi
Kϕ

=
⊂  лінійно незалежна в просторі 

[ ]( ) ( ){ }1 0,1 0 0V v H v= ∈ =  зі скалярним добутком 

( )
1

0

, du dvu v dx
dx dx

= ∫  ,u v V∀ ∈ . 

8.2. Задача про найкраще наближення 

 

 

Задано унітарний простір
та підпростір

Знайти

,dim .

.
n n

n n n nU U

u U
V U V n

u V u u u v v V

−∈⎧
⎪ ⊂ = < +∞⎨
⎪ ∈ − ≤ − ∀ ∈⎩

 (8.1) 

 
8.2.1. Теорема про розв’язок задачі про найкраще наближення. У 

просторі   nV ! n nu V∃ ∈ ( ),n nU
u u dist u V− = . 

Доведення. Будемо вважати, що  
евклідів простір зі скалярним добутком 

. Визначимо функціонал 

 такий, що 

U

( ) 2, :U →i i
: nf V →

( ) 2
n U

v V f v u v∈ → = − =  

( )2 2 ,
U

u u v v= − + ∈2

U
. Задача полягає 

у знаходженні мінімуму цього функціоналу, тобто 
( ) ( )min

n
nv V

f v f u
∈

= . 

Vn 

u 

U 

un 

Нехай система елементів { }  утворює базис простору . 

Це означає, що 
1

n
i i

ϕ
= nV

nv V∀ ∈  однозначно подається лінійною комбінацією 

1

n

i i
i

v vϕ
=

=∑ . Тоді 
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( )

( )

( ) (

2

1 1

2
2

1 1

2

1 1 1

2
1

1 , 1

2 ,

2 , ,

2 , , ,

n n

i i i i
i i U

n n

i i i iU
i i U

n n n

i i i i j jU
i i j

n n

i i ij i j nU
i i j

f v f v u v

u u v v

u u v v v

u u v G v v F v

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

= =

= =

= = =

= =

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − + =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ … ).v

  

Ця квадратична форма може змінювати значення лише при виборі . 
Знайдемо екстремальні точки цієї форми 

iv

 ( )
1

2 , 0,
n

ij j i
ji

F G v u i n
v

ϕ
=

⎛ ⎞∂
= − =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑ 1,= .  

Оскільки  базис в , то { } 1

n
i i

ϕ
= nV det 0G ≠ .  ⇒ { } 1

! n
i i

v
=

∃  розв’язок 

системи. Таким чином, існує єдина точка ( )1, , nv v v= …  підозріла на 

екстремум. Крім того, 
2

0ij
i j

F G
v v
∂

= >
∂ ∂

. Отже,  точка мінімуму.  v

▲ Завдання 8.4. Нехай nu Vn∈  розв’язок задачі про найкраще 
наближення. Показати, що 

• ( ) ( ), ,nu v u v=  nv V U∀ ∈ ⊂  та заданого u U∈ ; 

• n U U
u u≤ . 
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9. Ортогональність і біортогональність 
 

9.1. Ортогональність 

9.1.1. Означення. Нехай  евклідів простір зі скалярним добутком 
. Тоді кут між елементами 

U
( ) 2, :U →i i ,u v U∈  визначається 

формулою 
( ),

cos
U U

u v
uv

u v
=

⋅
. 

З нерівності КБШ випливає, що це означення породжує де-
який кут ϕ , який змінюється в межах 0 ϕ π≤ ≤ . Якщо 

( ), 0
2

u v πϕ= ⇒ = , і в цьому випадку елементи називають ортого-

нальними: u v . ⊥
Нехай послідовність  ортогональна в евклідово-

му просторі. Покажемо, що її елементи лінійно незалежні. Розглянемо 
{ } 1

n
i i

Uϕ
=
⊂

1 1 2 2 0n n Uα ϕ α ϕ α ϕ+ + + =…  ( iα ∈  тому, що  евклідів прос-

тір). Оскільки  ортогональна послідовність, то 

U

{ } 1

n
i i

Uϕ
=
⊂

( ) ( )1 1 2 2, , 0i n n i i iϕ α ϕ α ϕ α ϕ α ϕ ϕ+ + + = =… , але ( ), 0i iϕ ϕ ≠ . 

Отже, 0iα = , що є справедливим для всіх i. Це доводить лінійну не-

залежність послідовності { } . 
1

n
i i

Uϕ
=
⊂

Поняття кута між елементами в унітарному просторі зазвичай 

не вводять, тому, що комплексна величина 
( ),

U U

u v
u v

∈
⋅

 не може 

бути косинусом будь-якого дійсного кута. Але поняття ортогональнос-
ті зберігається. 

9.1.2. Означення. Два елементи ,u v U∈  з унітарного простору на-

зивають ортогональними, якщо ( ), 0u v = . 
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▲ Завдання 9.1. Довести, що послідовність  лінійно неза-
лежна в унітарному просторі, якщо її елементи ортогональні один од-
ному. 

{ }n
i i

Uϕ ⊂

9.1.3. Лема про критерій ортогональності в унітарному просто-
рі. Нехай  – унітарний простір зі скалярним добутком 

. Елементи 
U

( ) 2, :U →i i ,u v U∈  ортогональні тоді й лише тоді, 

коли 
2 2

U U
u v u v± = + 2

U
. 

▲ Завдання 9.2. Довести лему про критерій ортогональності в унітар-
ному просторі. 

9.2. Процес ортогоналізації Соніна-Шмідта 

Лема про процес ортогоналізації Соніна-Шмідта. Нехай  – уні-
тарний простір зі скалярним добутком 

U
( ) 2, :U →i i . Із кожної лі-

нійно незалежної послідовності  можна отримати ор-

тогональну послідовність { }
{ } 1

n
i i

Uϕ
=
⊂

1

n
i i

e
=

. 

Доведення. Маємо елемент 1ϕ . Покладемо 1e 1ϕ= . Розгля-

немо елемент 2ϕ . Він лінійно незалежний від 1ϕ ; покладемо 

2 2 21e 1eϕ α= − 21 і α  виберемо так, щоб ( )2 1,e e 0= , тобто 

, ( ) ( )2 1 2 21 1 1, , 0e e e eϕ α= − =
( )2 1

21 2
1

,

U

e
e
ϕ

α =

je

. Припустимо, що ми 

вже маємо  елемент ортогональної системи. Тоді знайдемо -й 

елемент у вигляді лінійної комбінації . Коефіцієнти 

1k − k
1

1

k

k k kj
j

e ϕ α
−

=

= −∑

kjα  визначатимемо з умов ( ), 0k je e = , 1, 1j k= − . Внаслідок орто-

гональності, ці умови приводять до того, що 
( )

2

,k j
kj

j U

e

e

ϕ
α = .  
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9.3. Ортонормованість та біортогональність 

9.3.1. Означення. Послідовність елементів  з унітарного 
простору називається ортонормованою, якщо вона ортогональна і 

{ } 1

n
i i

e
=
⊂U

( ) 1,
,

0,i j ij

i j
e e

i j
δ

=⎧
= = ⎨ ≠⎩

. 

 Із означення випливає, що для ортонормованої послідовності 
2 1i U

e = . Для того, щоб ортогональну послідовність перетворити в 
ортонормовану, зокрема, послідовність отриману, в процесі ортогона-

лізації Соніна-Шмідта, треба покласти * i
i

i U

ee
e

= . 

9.3.2. Означення. Послідовність елементів  з унітарного 

простору називається лінійно незалежною, якщо 

{ } 1i i
e ∞

=
⊂U

n∀ ∈  послідов-

ність { }  лінійно незалежна. 
1

n
i i

e
=

 Вірогідно, що за допомогою процесу Соніна-Шмідта таку лі-
нійно незалежну послідовність можна перетворити в ортогональну чи 
ортонормовану. На жаль, під час реалізації процесу ортогоналізації на 
комп’ютері можливе неконтрольоване збільшення похибок заокруг-
лення, що значно обмежує поле його практичного використання. Тобто 
він є чисельно нестійким. Для підтвердження цього спробуйте апріорі 
виявити результат виконання такої програми, а потім перевірте з до-
помогою комп’ютера його справедливість. 
 

#include <iostream.h> 
#include <conio.h> 
 void main() 
    { 
      float x,y,e,f,h=1./2.; 
      x=2./3.-h; 
      y=3./5.-h; 
      e=(x+x+x)-h; 
      f=(y+y+y+y+y)-h; 
      cout <<"e/f="<<e/f<<"\n"; 
      while ( !kbhit() ); 
      } 
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9.3.3. Означення. Системи елементів { } , { }  з унітар-
ного простору називають біортогональними, якщо 

1

n
i i

ϕ
= 1

n
i i

Uψ
=
⊂

( ) 1,
,

0,i j ij

i j
i j

ϕ ψ δ
=⎧

= = ⎨ ≠⎩
 , 1,i j n= . 

▲ Завдання 9.3. Нехай у лінійному просторі [ ]( ),C π π− задано ска-

лярний добуток ( ),u v uvdx
π

π−

= ∫ . Показати, що тригонометрична сис-

тема 1, cos , sin , ,cos , sin ,x x nx nx… …  ортогональна в цьому прос-
торі. Побудувати ортонормовану систему. 

▲ Завдання 9.4. Нехай в [ ]( )2 1,1L − задано скалярний добуток 

. Розглянемо послідовність елементів ( )
1

1

,u v uvdx
−

= ∫
[ ]( ) { }2

0
1,1 i

i i
L xϕ ∞

=
− ⊃ = , тобто . Здійснюючи 

процес її ортогоналізації, отримаємо ортогональну систему 

21, , , , ,ix x x… …

{ } 0i i
f ∞

=
. 

Переконатися, що ( )0 1f x = , ( )1f x x= , ( ) 2
2

1
3

f x x= − , 

( ) 3
3

3
5

f x x= − x . 

 Многочлени ( )if x  були запроваджені Лежандром. На прак-
тиці часто використовують ортогональну систему многочленів 

( ) ( )2 11
2 !

ii

i i i

d x
p x

i dx
−

= , їх називають многочленами Лежандра. 

Для них виконується така рівність 

( ) ( )
1

1

0 , ,
2 , .

2 1
n m

n m
p x p x dx

n m
n−

≠⎧
⎪= ⎨

=⎪ +⎩
∫  Многочлени ( )ip x  відрізняю-
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ться від ( )if x  тільки числовими множниками: ( )0 1p x = , 

( )1p x x= , ( ) 2
2

3 1
2 2

p x x= − , ( ) 3
3

5 3
2 2

p x x= − x , 

( ) 4 2
4

35 15 3
8 4

p x x x= − +
8

. Многочлени Лежандра фігурують у ба-

гатьох задачах математичної фізики. 

▲ Завдання 9.5. Нехай { } 1

n
n i

e
=

 ортонормований базис підпростору 

 унітарного простору. Показати, що nV U⊂

•  ( )
1

,
n

i i
i

u u e e
=

=∑ nu V U∀ ∈ ⊂ ; 

• ( ) 22

1
,

n

iU
i

u u e
=

=∑ . 

▲ Завдання 9.6. Нехай { } 1

n
i i

e
=

 базис підпростору  унітарного 

простору і { }  відповідна біортогональна система елементів. 
Показати, що 

nV U⊂

1

n
i i

Uψ
=
⊂

• { } 1

n
i i

ψ
=

 лінійно незалежна в U ; 

• ( ) ( )
1 1

, ,
n n

i i i i
i i

u u e u eψ ψ
= =

= =∑ ∑  nu V∀ ∈ . 
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10. Банахові простори 
 

10.1. Ознака повної множини в банаховому просторі 

10.1.1. Означення. Множина  з лінійного нормованого прос-
тору повна в V  тоді й лише тоді, коли для довільної фундаменталь-

ної послідовності  існує елемент 

S V⊂

{ } 1n n
u S∞

=
⊂ u S∈  такий, що 

. lim nn
u u

→∞
=

10.1.2. Означення. Лінійний нормований простір називається банахо-
вим, якщо він є повним. 
 Банаховий простір будемо позначати літерою В – повний лі-
нійний нормований простір. 
▲ Завдання 10.1. Показати, що кожен скінченновимірний лінійний 
нормований простір банахів. 

▲ Завдання 10.2. Показати, що лінійний простір [ ]( )1,1C − , наділе-

ний нормою 
1

1
1

u u
−

= dx∫ , не є банахів. Вказівка. Достатньо розгля-

нути послідовність функцій ( )

1, 1 0;
11 , 0

10, 1;

n

x

u x nx x
n

x
n

⎧
⎪ − ≤ ≤
⎪
⎪ ;= − < ≤⎨
⎪
⎪ < ≤⎪⎩

 показати 

її фундаментальність і продемонструвати її незбіжність у [ ]( )1,1C − . 

10.1.3. Теорема про ознаку повної множини в банаховому просторі. 
Для того, щоб множина  з банахового простору була повною, 

необхідно і досить, щоб вона була замкненою, тобто 

S B⊂
S S= .4

                                                           
4 У банахових просторах поняття фундаментальності еквівалентне поняттю збіжності, а 
поняття повноти поняттю замкненості. 
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▲ Завдання 10.3. Довести теорему про ознаку повної множини в ба-
наховому просторі. 

10.2. Повнота простору С(Ω) 

10.2.1. Теорема про повноту простору ( )C Ω . Нехай nΩ⊂  і 

( )C Ω  наділений нормою ( )sup
x

u u
∞

∈Ω
= x . Тоді простір ( )C Ω  

банахів. 
Доведення. Нагадаємо, що ( )C Ω  це простір неперервних 

обмежених функцій, а ( )L∞ Ω  простір функцій, модулі яких обмежені 

майже скрізь. У ( )L∞ Ω  можна знайти розривні обмежені функції, 

тому ( ) ( )C L∞Ω ⊂ Ω . 
Використовуючи теорему про ознаку повної множини в бана-

ховому просторі, нам необхідно довести такі твердження: 
• простір ( )L∞ Ω  банахів; 

• множина ( )C Ω  замкнена в , тобто ( )L∞ Ω ( ) ( )C CΩ = Ω . 

Покажемо спочатку, що ( )L∞ Ω  банахів. Нехай послідовність 

 фундаментальна в { } 1n n
u ∞

= ( )L∞ Ω , тоді майже скрізь в Ω  

 ( ) ( ) ( ) ( ) , 0n m n m n mu x u x u x u x →∞∞
− ≤ − ⎯⎯⎯→ .  

Зафіксуємо x∈Ω  і розглянемо числову послідовність 

( ){ } 1n n
u x

∞

=
⊂ . Вона фундаментальна в  і, отже, збіжна внаслідок 

його повноти. Це, зокрема, означає, що ( )u x∃ ∈  

( ) ( )lim nn
u x u x

→∞
= . Останню рівність можна трактувати як поточко-

ве визначення функції ( )u x : 

  ess( ) ( )lim
def

nn
u x u x

→∞
= x∈Ω . (10.1) 
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Покажемо тепер, що поточково визначена в (10.1) функція є 

границею послідовності ( ){ } 1n n
u x

∞

=
 в ( )L∞ Ω . Дійсно, оскільки 

( ){ } 1n n
u x

∞

=
 фундаментальна за допущенням, то 0ε∀ >  N∃ ∈  та-

ке, що 

 ( ) ( )n mu x u x ε
∞

− <  ,n m N∀ ≥ .  

Звідси 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

sup

supsup

sup sup

sup .

n n
x

m n
x m N

m n
m N x

m n
m N

u x u x ess u x u x

ess u x u x

ess u x u x

u x u x ε

∞ ∈Ω

∈Ω >

> ∈Ω

∞>

− = − ≤

≤ − =

= − =

= − <

  

Тоді n n n nu u u u u u u ε
∞ ∞ ∞ ∞
= − + ≤ − + < + M , бо 

nu
∞
< M , оскільки ( )nu C∈ Ω . Таким чином, функція, визначена 

формулою (10.1), є обмеженою майже скрізь в Ω  і тому належить 
. ( )L∞ Ω

Доведена раніше нами теорема 6.1.2 про замкненість ( )C Ω  

стверджує, що множина ( )C Ω  замкнена ( )L∞ Ω .  
 З теореми можна зробити такі висновки: 

• простір ( )L∞ Ω  банахів; 

• простір ( )kC Ω  при  банахів відносно норми 1k ≥

( ) maxkC k
u Dα

αΩ
u

∞≤
= . 

10.2.2. Теорема Рісса-Фішера про повноту простору ( )pL Ω . Нехай 

 обмежена область з , тобто Ω n ( )0, nS rΩ ⊂ ⊂ , 

. Тоді 0 r< < +∞ ( )pL Ω , [ )1,p∈ +∞ , банахів простір. 
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 Цією теоремою можна скористатися у разі доведення того, що 
простори Соболєва ( ),m pW Ω  – банахові. 

10.3. Повнота простору ( ),U BL  

Нехай  і V  лінійні нормовані простори, а U :A U V→  лі-
нійний неперервний (обмежений) оператор з нормою 

( )0
sup

U

V

Uu D A

Au
A

u≠ ∈
= . 

10.3.1. Теорема про повноту простору ( ),U BL . Якщо нормований 

простір V  банахів ( )V B= , то і простір ( ),U BL  теж банахів. 
Доведення. Покажемо, що для довільної фундаментальної по-

слідовності { } ( )1
,n n

A U B∞

=
⊂ L  ( ),A U B∃ ∈L  n nA A→∞⎯⎯⎯→ , 

тобто 0n nA A →∞− ⎯⎯⎯→ . 

 Нехай { } ( )1
,n n

A U B∞

=
⊂ L  фундаментальна. Зафіксуємо 

елемент u  і розглянемо послідовність { }U∈ 1n n
A u ∞

=
⊂ B . Тоді 

 

( )
( )

,

,

0.

n m n mB B

n m n mU

U Bпростір

лінійний
A u A u A A u

A A u →∞

⎛ ⎞
− = = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤ − ⋅ ⎯⎯⎯→

L
≤

  

Отже, послідовність { } 1n n
A u ∞

=
⊂ B  фундаментальна. Це 

означає, що Au B∃ ∈  lim nn
A u Au

→∞
= . Останню рівність можна трак-

тувати як поточкове визначення оператора A : 

 lim
def

nn
Au A u

→∞
= u U ∀ ∈

)
. (10.2) 

Покажемо, що оператор ( ,A U B∈L . Лінійність вірогідна: 
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( ) ( ) ( )-lim

lim lim , .

def

n nn

n nn n

лінійнийA u v A u v A

A u A v Au Av u v
→∞

→∞ →∞

+ = + = =

= + = + ∀ ∈U
  

Для доведення обмеженості зауважимо, що 

 , 0n m n m n m

опуклість

норми
A A A A →∞

⎛ ⎞
− ≤ ≤ − ⎯⎯⎯→⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  

Це означає, що числова послідовність { } 1n n
A

∞

=
⊂  фундаменталь-

на, тому M∃  sup n
n

A M≤ < +∞ . Далі, 

lim lim limn n nB B Un n nB U
Au A u A u A u M

→∞ →∞ →∞
= = ≤ ⋅ ≤ ⋅ u  

. Звідки u U∀ ∈ A M≤ . 

 Нарешті, покажемо, що , тобто побудований нами 
оператор є границею фундаментальної послідовності 

nA → A

{ } ( )1
,n n

A U B∞

=
⊂ L , а саме, 0n nA A →∞− ⎯⎯⎯→ . 

Дійсно, sup supn n m nB B
m n m n

m U
A u Au A u A u A A u

> >
− ≤ − ≤ − ⋅  

. u U∀ ∈

Тоді ,
0
sup sup 0

U

n m B
n n n m

u U m nU

A u A u
A A A A

u →∞
≠ ∈ >

−
− = ≤ − ⎯⎯⎯→m .  

 При доведенні теореми ми оперували двома видами збіжності: 

• 0n nA A →∞− ⎯⎯⎯→  за операторною нормою; 

• , 0n m n mB
A u A u →∞− ⎯⎯⎯→  у просторі образів. 

10.3.2. Означення. Послідовність операторів { } ( )1
,n n

A U B∞

=
⊂ L  

рівномірно (або за нормою простору ( ),U BL ) збігається до опе-

ратора ( , )A U B⊂ L , якщо 0n nA A →∞− ⎯⎯⎯→ . 
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10.3.3. Означення. Послідовність операторів { } ( )1
,n n

A U B∞

=
⊂ L  

сильно (або поточково) збігається до оператора ( ),A U B⊂ L , як-

що 0n nB
A u Au →∞− ⎯⎯⎯→  u U∀ ∈ . 

▲ Завдання 10.4. Показати: якщо послідовність операторів 

{ } ( )1
,n n

A U B∞

=
⊂ L  рівномірно збіжна, то вона і сильно збіжна. 
Зауваження. Обернене твердження взагалі кажучи невірне. 

▲ Завдання 10.5. Нехай  – ,U B скінченновимірні банахові простори і 

. Якщо послідовність операторів ( )nD A U= { } ( )1
,n n

A U B∞

=
⊂ L  

сильно збіжна, то вона і рівномірно збіжна. Довести це. 

10.4. Продовження лінійного неперервного оператора 

 Для глибшого вивчення збіжності в просторах лінійних обме-
жених операторів корисна 
Теорема про продовження лінійного неперервного операто-
ра. Нехай B  і  банахові простори, а лінійний неперервний (обме-
жений) оператор 

C
:A B C→ , визначений на щільній множині прос-

тору B , тобто ( )D A B⊂  і ( )D A B= . Тоді (! , )A B C∃ ∈L  та-
кий, що 

• ( )D A B= ; 

•  Au Au= ( )u D A∀ ∈ ; 

• A A= . 

Доведення. Оскільки ( )D A B⊂  щільна, то u B∀ ∈  

 { } ( )1n n
u D A∞

=
∃ ⊂ 0n nB

u u →∞− ⎯⎯⎯→ . Розглянемо послідовність 

{ } 1n n
Au ∞

=
⊂ C . Оскільки 

( ) , 0n m n m n m n mC BC
Au Au A u u A u u →∞− = − ≤ ⋅ − ⎯⎯⎯→ , то 

послідовність { } 1n n
Au ∞

=
⊂ C  фундаментальна, а враховуючи, що про-

стір  банахів, ця послідовність ще й збіжна. Це означає, що C
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Au C∃ ∈  lim nn
Au A

→∞
= u . Останню рівність можна трактувати як 

поточкове визначення оператора A : 

 lim
def

nn
Au Au

→∞
= u B ∀ ∈ , (10.3) 

де :A B C→  з ( )D A B= , звідки безпосередньо випливає ліній-

ність і обмеженість A . Вірогідно, що  Au Au= ( )u D A∀ ∈ . Пока-

жемо, що означення оператора (10.3) A  коректне, тобто не залежить 
від вибору послідовності, яка прямує до . Для цього розглянемо ще 

одну послідовність  таку, що . Нехай 

 

u
{ } ( )1n n
v D∞

=
⊂ A unv →

,a b C∃ ∈ lim nn
Au a

→∞
=  і lim nn

Av b
→∞

= . Покажемо, що a b= . Дійс-

но, 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0.
n n n nC C

n n n n nBC C

a b a Au b Av Au Av

a Au b Av A u v →∞

− = − − − + − ≤

≤ − + − + ⋅ − ⎯⎯⎯→
  

Залишилося показати, що A A= . Із означення оператора A  ви-

пливає 

lim limn n B Bn nC C

опуклість

норми
Au Au A u A u

→∞ →∞

⎛ ⎞
= ≤ ⋅ ≤ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
⋅ , тобто 

A A≤ . Навпаки, візьмемо ( )u D A∀ ∈ , тоді 

C BC
Au Au A u= ≤ ⋅ . Отже, A A≥ .  

10.5. Обмежені послідовності в ( ),B CL  

10.5.1. Означення. Нехай X  лінійний простір і множина . 
Множина скінченних лінійних комбінацій з  називається лінійною 
оболонкою множини  і позначається символом 

S X⊂
S

S [ ]S . 
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10.5.2. Теорема про обмежену послідовність в ( ),B CL  (Банаха-

Штейнгауза). Нехай послідовність операторів { } 1n n
A ∞

=
 обмежена в 

просторі ( ),B CL  і для u S B∀ ∈ ⊂ , S B= , послідовність 

 збіжна. Тоді послідовність операторів { } 1n n
A u ∞

= { } 1n n
A ∞

=
 сильно збі-

жна в просторі ( ),B CL , тобто ( )! ,A B C∃ ∈L  

n nA u Au→∞⎯⎯⎯→ u B ∀ ∈ . 

Доведення. За умовою теореми послідовність { } 1n n
A u C∞

=
⊂  

збіжна [ ]u S∀ ∈ . Це означає, що Au C∃ ∈  lim nn
A u Au

→∞
= . На 

останню рівність можна дивитися як на визначення оператора A : 

 lim
def

nn
Au A u

→∞
= ( ) [ ]u D A S=∀ ∈ . (10.4) 

Оператор :A B C→  з ( ) [ ]D A S=  лінійний (це вірогідно) і обме-
жений: 

lim supn nC B [ ]u S∀ ∈
n C n

Au A u A u
→∞

= ≤ ⋅  , тому 

sup n
n

A A≤ < +∞ , оскільки послідовність { } 1n n
A ∞

=
 обмежена. 

Внаслідок щільності  в S B , за теоремою про продовження лінійного 
оператора за неперервністю, його можна однозначно й зі збереженням 
норми довизначити на весь простір B . Отже, ( ),A B C∈L . Залиши-
лося показати, що 
 lim nn

Au A u [ ]\u B S∀ ∈
→∞

=  .  

Внаслідок щільності множини  S u B∀ ∈  { } 1m m
u S∞

=
∃ ⊂  

m mu u→∞⎯⎯⎯→ . Тоді 
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( )
( )( )
( )( ) ( )

, 0.

n nC C

n m m C

n m n mC C

n m m n m n mB C

Au A u A A u

A A u u u

A A u u A A u

A A u u Au A u →∞

− = − =

= − − + ≤

≤ − − + − ≤

≤ − ⋅ − + − ⎯⎯⎯→

  

Останній доданок прямує до нуля внаслідок сильної збіжності послі-

довності { }  до 
1n n

A ∞

=
A  на множині .  S

10.6. Простір  ( ),B B′ = L

 Простір ( ),B B′ = L  називають, як нам вже відомо, спря-

женим, або двоїстим, простором до банахового простору B . Це прос-
тір лінійних обмежених функціоналів , норма яких обчис-

люється за формулою 

:l B →

*
0

,
sup
B u B B

l u
l

u≠ ∈
= . Оскільки, множина ком-

плексних чисел є банаховим простором, то все, що було доведене для 
простору ( , )B CL  переноситься і на спряжені простори. 

▲ Завдання 10.6. Нехай B  – банаховий простір. Показати, що 
•  банахів простір; ( ,B B′ = L )
• виконується нерівність 

*
,

B
l u l u≤ ⋅  u B∀ ∈ , l B′∀ ∈ ; 

• кожен лінійний неперервний функціонал , визначе-
ний на щільній множині  однозначно зі збереженням 

норми довизначається до функціоналу l

:l B →
S B⊂

B′∈ . 

10.6.1. Означення. Послідовність функціоналів { } 1n n
l ∞

=
B′⊂  назива-

ють сильно збіжною до функціонала l B′∈ , якщо 

*
0n nl l →∞− ⎯⎯⎯→ . 
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10.6.2. Означення. Послідовність функціоналів { } 1n n
l ∞

=
B′⊂  назива-

ють (зірково) * –слабко збіжною до функціонала l B′∈ , якщо різни-
ця функціоналів , 0n nl l u →∞− ⎯⎯⎯→  . u B∀ ∈
 Зауваження. З сильної збіжності функціоналів випливає зір-
ково-слабка збіжність функціоналів. 

10.7. Квадратурні формули 

 Нехай задано простір [ ](1 0,1B L= ) . Визначимо на ньому 

функціонал ( )
1

0

,u B l u u x dx∈ → = ∫ . Внаслідок адитивності інте-

гралу функціонал l  лінійний і 

( ) ( )
1 1

1
0 0

,l u u x dx u x dx u= ≤ =∫ ∫  
*

1l⇒ ≤   – обмеже-

ний. Отже, 

l⇒

( ),l B B′∈ = L . Для наближеного обчислення інтегралу 
від заданої функції на комп’ютері використовують квадратурні фор-
мули. Для цього визначається послідовність функціоналів 

: { } 1n n
l B∞

=
′∈

 ( )
1

,
n

n n
n j

j

u B l u w u x
=

∈ → =∑ j ,  

де  – порядок квадратурної формули; n
n
jw ∈  – відомі коефіцієнти, або ваги; 

[ ]0,1n
jx ∈  – відомі вузли квадратурної формули -го порядку. n

Отже, ( ) ( )
1

10

, ,
n

n n
n j

j
l u u x dx l u w u x

=

= ≈ =∑∫ j . 

Виникає питання. За яких умов послідовність 

n nl l B→∞
′⎯⎯⎯→ ∈ , який характер збіжності: сильний чи *- слабкий? 

Розглянемо послідовність функцій { } 1n n
u ∞

=
 виду 
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( )

( )
( )

( )
( )

1
1 22

2 1

2
2 1 22

2 1

2

14 ,
2

14 , ;
2

0, 1.

n
n n

n n

n
n n n

n n n

n

x x
1 ;nx x x x

x x
x x

u x x x x x
x x

x x

−⎧
≤ ≤ +⎪

−⎪
⎪ −⎪= + < ≤⎨

−⎪
⎪ < ≤⎪
⎪⎩

 

Тоді, за побудовою, 

1
, 1n nl u u= = , , 0n nl u =  

. Отже, сильної збіжно-
сті немає, оскільки 

n∀ ∈

*

1 , ,

,
n n n

n n n n B

l u l u

l l u l l u

= − =

= − ≤ − ⋅
. 

x2
n

1 

x1
n=0 

1/2 

xn
n=1

Лема про квадратурні форму-
ли. Нехай квадратура 

( )
1

,
n

n n
n j

j

l u w u x
=

=∑ j  побудо-

вана таким чином, що 

• 
1

n
n
j

j

w M
=

≤ < +∞∑  n∀ ∈ , 

• , ,n nl u l u→∞⎯⎯⎯→  u S∀ ∈ , [ ]( )1 0,1S B L= = . 

Тоді послідовність { } 1n n
l ∞

=
B′∈  *- слабко збіжна до l B′∈ , тобто 

, ,n nl u l u→∞⎯⎯⎯→ u B ∀ ∈ . 
Доведення. 

( ) ( )
1 1 1

,
n n n

n n n n n
n j j j j j

j j j
l u w u x w u x w u M u

∞ ∞
= = =

= ≤ ⋅ ≤ ⋅ ≤∑ ∑ ∑ . 

Отже, 
*nl ≤ M , тобто послідовність функціоналів обмежена в спря-
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женому просторі B′ . Згідно теореми про обмежену послідовність, 
, ,n nl u l u→∞⎯⎯⎯→ .  

 Щільною множиною в [ ]( )1 0,1L  є множина [ ]( )0,1C , а 

щільною множиною в [ ]( )0,1C  є множина всіляких поліномів з дійс-

ними коефіцієнтами, або множина всіляких кусково-лінійних функцій. 

10.8. Слабка збіжність у банаховому просторі 

10.8.1. Означення. Послідовність елементів  називають 

слабко збіжною до елемента 

{ } 1n n
u ∞

=
⊂ B

u B∈ , якщо , 0n nl u u →∞− ⎯⎯⎯→  

, і позначають . l B′∀ ∈ n wu u⎯⎯→

▲ Завдання 10.7. Нехай послідовність  слабко збіжна в { } 1n n
u ∞

=
⊂ B

B . Показати, що 

• послідовність { }  обмежена в 1n n
u ∞

=
⊂ B B ; 

• слабка границя єдина; 
• кожна збіжна послідовність банахового простору одночасно є 

слабко збіжною в ньому (коли ці два види збіжності еквіва-
лентні?). 

10.8.2. Теорема про критерій слабкої збіжності. Для того, щоб послі-

довність  була слабко збіжною до елемента { } 1n n
u ∞

=
⊂ B u B∈ , не-

обхідно і досить, щоб 

(I) послідовність норм { }
1n B n

u
∞

=
 була обмежена в ; 

(II) , n nl u u →∞ 0− ⎯⎯⎯→  (для довільного функціоналу зі 

щільної в B′  множини) l S∀ ∈ , S B′= . 
Доведення. Необхідність вірогідна. Доведемо достатність. 

Послідовність { }
1n B n

u
∞

=
 обмежена: 0M const∃ = >  

nu M< < +∞ . Умова (II) означає, що 0ε∀ > , l B′∀ ∈  Sϕ∃ ∈  

*
l ϕ ε− < . Тепер побудуємо ланцюжок оцінок 
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*

, , , , , ,

, , ,

, ,

, ,

n n n n

n n

n nB

n

l u l u l u u u l u

l u u l u

l u u l u

M u l u

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ε ϕ

− = − + −

≤ − + − ≤

≤

≤ − ⋅ + − ≤

≤ ⋅ + −

  

і перейдемо до границі при n . Внаслідок отримаємо →∞
  

*

lim , , , , ,

2 .

nn

B

l u l u M u l u M l u

M l u M

ε ϕ ε ϕ

ε ϕ ε
→∞

− ≤ + − = + −

≤ + − ⋅ ≤

≤
  

Таким чином, , 0n nl u u →∞− ⎯⎯⎯→ .  

10.8.3. Означення. Нормований простір  називається сепарабель-
ним, якщо в ньому існує зліченна щільна множина. 

U

10.1. Приклад. Простір  сепарабельний, тому що сукупність раціо-
нальних чисел є зліченною (раціональні числа можна занумерувати в 
послідовність) і щільною множиною в  (в довільному околі дійсно-
го числа знайдеться раціональне число). 
10.2. Приклад. Довільний скінченновимірний простір – сепарабель-
ний. Достатньо зафіксувати в ньому базис і розглянути множину з ра-
ціональними координатами. 

10.3. Приклад. Простір [ ]( ),C a b , a b−∞ < < < +∞ , сепарабель-

ний, оскільки в ньому щільна множина многочленів з раціональними 
коефіцієнтами. 
▲ Завдання 10.8.  Показати, що банахів простір зі зліченним базисом 
сепарабельний. 

10.9. Продовження лінійного неперервного функціоналу 

10.9.1. Теорема Гана-Банаха про продовження лінійного неперерв-
ного функціоналу. Нехай M B⊂  лінійний підпростір (не 
обов’язково щільний) в банаховому просторі й на ньому задано функ-
ціонал . Тоді існує хоча б один функціонал 

 такий, що 

( ,l M∈L )
)( ,L B B′∈ = L
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• , ,L u l u=  u M∀ ∈ ; 

• 
* *

L l= . 

Доведення. Якщо M B= , то дана теорема повністю збіга-
ється з теоремою про продовження лінійного неперервного оператора 
10.4. 

Нехай M B≠ . Доведення наведемо лише для часткового ви-
падку, коли B  дійсний сепарабельний банахів простір. Виберемо до-
вільний елемент \u B M∈ . Нехай 

[ ] { }u v B v uα α= ∈ = ∀ ∈  – лінійна оболонка елемента . На 

підпросторі 

u

[ ]1M M u= ⊕  визначимо функціонал  за 
правилом 

1 1:l M →

 [ ]1 1 1 1, ,v v u M M u l v l v aα α= + ∈ = ⊕ → = + ⋅ ∈ .(10.5) 

Тут  і виберемо її так, 
щоб функціонал  був не-
перервним. З означення функціоналу 
(10.5) випливає, що  

a const= ∈
1 1:l M →

1, ,l v l v=  v M∀ ∈ , 

1,a l u=  \u B M∀ ∈

1l
. 

Вірогідно, що функціонал  лінійний. 

Покажемо, що існує a const= ∈  така, що виконується нерівність 

M 

u 

B\M v 

B 

 1 *
,

B
l v u l v uα α+ ≤ +  , \ ,v M u B M α∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈

M
.(10.6) 

Нехай v wα= ⋅ ∈ , тоді 

 
( )

( ) ( )
1 1 1 1

1

, , , ,

, ,

l v u l w u l w u l w u

l w a l w a

α α α α α

α α

+ = + = + = +

= + = + .

=
  

Отже, нерівність (10.6) можна переписати 
*

,
B

l w a l w u+ ≤ ⋅ +  

, або w M∀ ∈
 

* *
, ,

B B
l w u l w a l w u l w+ − ≤ ≤ ⋅ + − w M− ⋅  ∀ ∈ .  

Покажемо, що має місце і така нерівність 
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 1 1 2* *
, ,

B B
l w u l w a l w u l w− + − ≤ ≤ + − 2  

. 1 2,w w M∀ ∈
Дійсно, 

 
( ) ( )
( )

2 1 2 1*

2 1*

,
B

B B

l w w l w u w u

l w u w u

− ≤ ⋅ + − + ≤

≤ ⋅ + + +
1 2,w w M ∀ ∈  ⇒  

1 1 2 2* *
, ,

B B
l w l w u l w l w u− − + ≤ − + + 1 2,w w M ∀ ∈ .  

Обчислимо 

( )1 *
sup ,

B
w M

a l w l w
∈

= − − ⋅ + u , 

( )2 *
inf ,

Bw M
a l w l w

∈
= − + ⋅ + u . 

Таким чином, [ ]1 2,a a a∈ , і функціонал  буде шуканим продовжен-

ням функціоналу  на 
1l

l 1M  без збільшення норми. 

 Простір B  сепарабельний, тому знайдеться зліченна щільна 

множина елементів . Приймемо { } 1n n
u ∞

=
⊂ B 0M M= , 0l l=  і на 

підпросторі [ ]1 0 1M M u= ⊕  визначимо функціонал ( )1 1,l M∈L  

так, як ми вибирали 1 1 0, ,l v l v aα= + ⋅ . Повторюючи цей процес 

на просторі [ ]1n n n 1M M u+ += ⊕ , визначимо функціонал 

 такий, що ( )1 1,n nl M+ +∈L
1

1 * *

, ,

, 0,1,
n n

n n

l u l u u M

l l n
+

+

⎧ = ∀ ∈⎪
⎨

= =⎪⎩ …

,n
. Розгля-

немо простір , за побудовою 
0

n
n

V M
∞

=

=∪ V B= . Побудуємо функціо-

нал  у такий спосіб, що ( ,l V∞ ∈L ) , ,nl u l u∞ =  nu M∀ ∈ , 

. Згідно теореми про продовження лінійного неперервного 
оператора (10.4), функціонал 

n∀ ∈
l∞  можна однозначно і зі збереженням 

норми довизначити до функціонала L B′∈  так, щоб 
* *

L l= .  
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Теорема Гана-Банаха має різноманітні застосування в питан-
нях апроксимації, відокремлення, існування розв’язків. Розглянемо ко-
ротко деякі з них. 
10.9.2. Наслідок I. Нехай M V⊂  замкнений підпростір лінійного 
нормованого простору і \u V M∈ . Тоді знайдеться функціонал 

 такий, що l V ′∈
• , 0l v =  v M∀ ∈ ; 

• , 1l u = ; 

• 
( )*

1
,

l
dist u M

= . 

Доведення. На підпросторі [ ]1M M u= ⊕ , де 

[ ] { }u v V v uα α= ∈ = ∀ ∈ , визначимо функціонал  

за правилом 

1:l M →

[ ]
1 ,

def

M u

v u M l v uα α α+ ∈ → + = ∈ v M∀ ∈ . Із озна-

чення функціонала  випливає, що l , 0l v =  v M∀ ∈  і , 1l v = , 

якщо . Обчислимо норму функціонала \u V M∈

 

( )

( )

1

1

,

.
inf ,

V V

V V

def

V V

V Vw M

v u v u
l v u

v u u v

w v M

v u v u v u
u w u w dist u M

α

α

α α
α α α

α

α α α

∈

+ +
+ = = ⋅ = =

+ − −

⎛ ⎞= = − ∈ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
+ + +

= ≤ =
− −

V

  

Отже, 
( )*

1
,

l
dist u M

≤ . Легко перевірити справедливість протиле-

жної нерівності. Розглянемо послідовність 

{ } ( )1
,n n nn V

v M v u dist u∞

→∞=
⊂ − ⎯⎯⎯→ M . Існування такої нерів-

ності випливає з означення точної нижньої грані. Далі, 

*
1 , n n V

l u v l u v= − ≤ ⋅ − , і 
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( )*

1 1
,n

n V

l
u v dist u M→∞≥ ⎯⎯⎯→
−

. Нарешті, залишається засто-

сувати теорему Гана-Банаха.  
10.9.3. Наслідок II. Нехай задано ненульовий елемент 0V u V≠ ∈  з 

лінійного нормованого простору. Тоді знайдеться функціонал l V ′∈  
такий, що 

• ,
V

l u u= , 

• 
*

1l = . 

Доведення. Визначимо функціонал  на лінійному підпросто-
рі 

l
M  наступним чином [ ] ,

V
u M u l u uα α∈ = → = ⋅α  

α∀ ∈ . На основі теореми Гана-Банаха цей функціонал можна про-
довжити на весь простір V .  
10.9.4. Наслідок III (про відношення двоїстості). Нехай задано еле-
мент  з лінійного нормованого простору такий, що u V∈ , 0l u =  

. Тоді l V ′∀ ∈
(I) , 0Vu =

(II) 
0 *

,
sup

V
V

l V

l u
u

l′ ′≠ ∈
=  u V∀ ∈ . 

Доведення. Нехай 0Vu ≠ . Припустимо, що , 0l u =  

. Згідно наслідку II, l V ′∀ ∈ l V ′∃ ∈  такий, що 
0 ,

V
l u u= = ≠ 0 . Отримали протиріччя. 

Покажемо, що виконується (II). Згідно наслідку II, u V∀ ∈  

 l V ′∃ ∈ ,
V

l u u= .  

10.9.5. Наслідок IV (про задачі відокремлення). Нехай задано елеме-
нти , u,u v V∈ v≠ , з лінійного нормованого простору. Тоді l V ′∃ ∈  

, ,l u l v≠ . 
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Доведення. Згідно наслідку II, для елемента 0Vw u v= − ≠  

 такий, що l V ′∃ ∈ , , ,
V

u v l u v l u l v 0− = − = − ≠  

 ,u v V∀ ∈ u v≠ .  

10.10. Ряди в банахових просторах 

 Нехай  – лінійний нормований простір, у якому задана по-

слідовність { } . Рядом називається сума 

V

1n n
u ∞

=
⊂V

1
n

n

u
∞

=
∑ . 

10.10.1. Означення. Нескінченна сума  називається абсолютно 

збіжним рядом (або збіжним за нормою) елементів 
1

n
n

u
∞

=
∑

nu V∈ , якщо 
числова послідовність скінченних сум норм цих елементів  збігається 

до скінченної границі: 
1

lim
n

n i nV ni
S u S S

→∞
=

= → = < +∞∑ . 

10.10.2. Означення. Нескінченна сума  називається збіжним 

рядом елементів 
1

n
n

u
∞

=
∑

nu V∈ , якщо послідовність скінченних сум цих еле-

ментів 
1

n

n i
i

uσ σ
=

= →∑  (збігається до деякого елемента Vσ ∈ ). 

Тобто, Vσ∃ ∈  n nσ σ→∞⎯⎯⎯→ . У такому випадку записують 

. 
1

def

i
i

uσ
∞

=

= ∑
▲ Завдання 10.9. Покажіть, що коли підпослідовність фундаменталь-

ної послідовності  з нормованого простору збігається до 

, то і сама послідовність збігається до 

{ } 1n n
u ∞

=
⊂U

u U∈ u U∈ . 
10.10.3. Теорема про ознаку банахового простору. Для того, щоб лі-
нійний нормований простір B  був банаховим, необхідно і достатньо, 
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щоб кожен абсолютно збіжний ряд його елементів 
1

n
n

u
∞

=
∑  був збіж-

ним. 

Доведення. Необхідність. Нехай ряд 
1

n
n

u
∞

=
∑  абсолютно збіж-

ний, тобто 
1

n

n i B
i

S u S
=

= →∑ ∈ . Покажемо, що збіжною буде по-

слідовність nσ : 
1

n

n i
i

uσ
=

Bσ= → ∈∑ . Легко бачити, що 

1 1
0

m m

n m n n k n k n m n nB B
k kB

u u S Sσ σ+ + + + →∞
= =

− = ≤ = − ⎯⎯⎯→∑ ∑ , 

тому що послідовність { } 1n n
S ∞

=
 фундаментальна. Отже, { } 1n n

σ ∞

=
 фун-

даментальна у B , тому 
1

i
i

B uσ
∞

=

∃ ∋ =∑ . 

 Достатність. Нехай кожен абсолютно збіжний ряд елементів 

 збіжний в просторі { } 1n n
u ∞

=
B . Покажемо, що тоді простір B  банахів. 

 Нехай послідовність { } 1n n
u ∞

=
 фундаментальна в B . Покаже-

мо, що вона збіжна до Bσ ∈ . Оскільки { } 1n n
u ∞

=
 фундаментальна, то з 

неї за даних припущень можна вибрати збіжну підпослідовність 

{ }
1kn k

u
∞

=
. Дійсно, побудуємо числову послідовність 

supn n B
m n

a u u
>

= − m . Внаслідок фундаментальності { } 1n n
u ∞

=
 у B  

. Виберемо підпослідовність lim 0nn
a

→∞
= { }

1kn k
u

∞

=
 так, щоб 

1

1
2n B

u < , 

і для всіх  2k ≥
1

1
2k kn n kB

u u
−

− < . Тепер розглянемо ряд 

 (поклавши ( ) ( ) (1 2 1 1
1

k k k kn n n n n n n
k

u u u u u u u
− −

∞

=

+ − + + − + = −∑… … )1
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0
0nu = ). Зрозуміло, що цей ряд абсолютно збіжний, оскільки 

1
1 1

1
2k kn n kB

k k
S u u

−

∞ ∞

= =

= − ≤∑ ∑

)

. Тому, згідно допущення теореми, ряд 

 збіжний у ( 1
1

k kn n
k

u u
−

∞

=

−∑ B . Отже, . Але 

часткові суми цього ряду обчислюються згідно правила 

( )1
1

k kn n
k

B u uσ
−

∞

=

∃ ∋ = −∑

  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 2 1 1

0

1

.

k k m m

m

m

m n n n n n n n n
k

n n

u u u u u u u u

u u

σ
− −

=

= − = − + − + + −

= −

∑ … =

Тому 
mm n muσ σ→∞= ⎯⎯⎯→ . Ми отримали, що підпослідовність фун-

даментальної послідовності збігається до σ . Отже, і сама послідов-
ність { }n nu σ→∞⎯⎯⎯→ . Ми довели, що довільна фундаментальна по-

слідовність у просторі B  є збіжною, тому простір банахів.  
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11. Принцип стискуючих відображень 
 

11.1. Теорема про стискуюче відображення 

 Нехай B  – банахів простір, і задано оператор :A B B→ , 
взагалі кажучи, нелінійний ( )A u , з областю визначення ( )D A B= . 

11.1.1. Означення. Оператор :A B B→  здійснює стискуюче відо-

браження, якщо ( )0;1α∃ ∈  ( ) ( ) BB
A u A v u vα− ≤ −  

. ,u v B∀ ∈

11.1.2. Означення. Елемент u B∈  є нерухомою точкою оператора 
:A B B→ , якщо ( )A u u= . 

Згадаємо задачу про нерухому точку оператора A . 

 ( )
Задано оператор 

Знайти

: .
.

A B B
u B A u u

→⎧⎪
⎨ ∈ =⎪⎩

  

11.1. Приклад. Нехай ( ) duA u
dx

= . Для такого оператора нерухомою 

точкою буде функція xu e= . Вона ж буде нерухомою точкою і для 

оператора інтегрування ( ) ( )
0

1
x

A u u t= + ∫ dt . 

11.1.3. Теорема Банаха про стискуюче відображення (або принцип 
стискуючих відображень, як назвав сам Банах). Нехай оператор 

:A B B→  здійснює стискуюче відображення. Тоді задача про неру-

хому точку має єдиний розв’язок, тобто ( )!u B A u u∃ ∈ = . 

Доведення. Розглянемо довільний елемент 0u B∈  з банахо-

вого простору. Побудуємо послідовність: ( )1n nu A u −= , 1,2,n = …  . 

Переконаємося, що отримана послідовність збіжна в B . Для цього 
оцінимо 
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( ) ( )1 1

1 1 0 .

n n n nB B

n
n n B B

A стискуюче
відображення

u u A u A u

u u u uα α

+ −

−

−⎛ ⎞
− = − ≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤ − ≤ −

≤
 

Далі, 

 

( ) ( ) ( )1 1 2 1

1 1

1 1 0
0 0

1 0 0.
1

n m n B

n m n m n m n m n n B
m m

n k
n k n k B B

k k

n

nB

u u

u u u u u u

u u u u

u u

α α

α
α

+

+ + − + − + − +

− −

+ + +
= =

→∞

− =

= − + − + + −

≤ − ≤ − ⋅ ⋅ ≤

≤ − ⎯⎯⎯→
−

∑ ∑

… ≤

 

Отже, послідовність { } 0n n
u ∞

=
 фундаментальна в банаховому просторі, 

тому lim nn
B u

→∞
∃ ∋ = u . Покажемо, що знайдена границя є нерухомою 

точкою оператора ( )A u . Оскільки вираз 

( ) ( ) ( )1 0n n n nBB B
A u u A u A u u uα+ →∞− = − ≤ − ⎯⎯⎯→ , то 

( ) lim nn
A u

→∞
= u . Залишилося показати, що знайдена нерухома точка 

єдина. Нехай u v≠  і ( )A u u=  та ( )A v v= . Тоді 

( ) ( )B BB
u v A u A v u vα− = − ≤ −   ⇒ ( )1 0

B
u vα− − ≤  

 u .  ⇒ v=

11.2. Застосування принципу стискуючих відображень до 
розв’язування 

абстрактного операторного рівняння 

 Нагадаємо постановку задачі для абстрактного операторного 
рівняння. 

 
Задано оператор  та 

Знайти

:  .
.

A B B f B
u B Au f

→ ∈⎧
⎨ ∈ =⎩

 (11.1) 
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Сформулюємо задачу для абстрактного операторного рівняння 
в термінах задачі про нерухому точку. Розглянемо оператор 

 такий, що :N B Bρ → ( ) ( )B v N v v Av f Bρ ρ∋ → = − − ∈ , де 
constρ = . Легко бачити, що для довільного розв’язку  задачі 

(11.1)  за довільного 

u
( )N u uρ = ρ . Якщо ми покажемо, що внаслідок 

вибору параметра ρ  можна одержати оператор стиску ( )N uρ , то 
задача (11.1) матиме єдиний розв’язок. Дійсно, 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )( ) .

BB

B

BB

N u N v u Au f v Av f

u v Au Av

I A u v I A u v

ρ ρ ρ ρ

ρ

ρ ρ

− = − − − + −

= − − − =

= − − ≤ − ⋅ −

=

 

Отже, якщо ( ) 1I Aρ α ρ− = < , то  оператор стиску, і ми 
маємо ітераційну процедуру розв’язку задачі (11.1) 

( )N uρ

 1

1 1

,
.

n n

n n n

Au f
u u ρ

+

+ +

∆ = −
= − ⋅∆

  

Ітераційний процес завершується, коли 1 0n B
constε+∆ ≤ = > , де 

ε  наперед задане достатньо мале число. 

11.3. Застосування принципу стискуючих відображень до задачі 
Коші 

для звичайного диференціального рівняння 

Нехай [ ] [ ]0, ,T a bΩ = × , де 0 T< < +∞ , 

; припустимо, що функція a b−∞ < < < +∞ ( )f C∈ Ω  задовольняє 
умову Ліпшиця (6.2) 

 
( ) ( )
[ ] [ ]
, ,

0, , , , , 0.

f t u f t v M u v

t T u v a b M const

− ≤ ⋅ −

∀ ∈ ∀ ∈ = >
  

Розглянемо задачу Коші для звичайного диференціального рі-
вняння. 
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[ ] ( )

[ ]( ) ( )( ) [ ]

( )

0

1

0

Задано 

для якої виконується умова Ліпшиця.

Знайти

,  та  ,

, 0
0,

0 .

u a b f C

duu f t u t t
dtu C T

u u

⎧ ∈ ∈ Ω
⎪
⎪⎪
⎨

= = ∀ ∈⎪ ∈⎪
=⎪⎩

, ,T
  

Відомо, що ця задача еквівалентна задачі про інтегральне рівняння. 

[ ] ( )

[ ]( ) ( ) ( )( ) [ ]

0

1
0

0

Задано  та 

для якої виконується умова Ліпшиця.

Знайти

,  ,

0, , 0, .
t

u a b f C

u C T u t u f u d t Tτ τ τ

⎧ ∈ ∈ Ω
⎪
⎪
⎨
⎪ ∈ = + ∀ ∈⎪
⎩

∫
 

Для аналізу останньої розглянемо банахів простір [ ]( )0,B C T=  і за-

дамо в ньому оператор :A B B→  таким чином: 

( ) ( )( )0
0

,
t

u B A u u f u dτ τ τ∈ → = + ∫  [ ]0,t T∀ ∈ . Тоді задача про 

інтегральне рівняння зводиться до задачі про нерухому точку 
( )A u u= . Згідно теореми Банаха, задача Коші для звичайного дифе-

ренціального рівняння має єдиний розв’язок, якщо оператор ( )A u  

здійснює стискуюче відображення простору B  у себе. З’ясуємо умо-
ву, за якої оператор ( )A u  є оператором стиску. 
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( ) ( )
[ ]

( ) ( )

[ ]
( )( ) ( )( )( )

[ ]
( )( ) ( )( )

[ ]
( ) ( )

[ ]

0,

0, 0

0, 0

0, 0

0, 0

sup

sup , ,

sup , ,

sup

sup .

B t T

t

t T

t

t T

t

t T

t

B B
t T

A u A v A u A v

f u f v d

f u f v d

M u v d

M u v d M T u v

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ

τ

∈

∈

∈

∈

∈

− = − =

= − ≤

≤ − ≤

≤ ⋅ − ≤

≤ ⋅ − ≤ ⋅ ⋅ −

∫

∫

∫

∫

 

Отже, такою умовою є 1M T⋅ < . Більше того, задача Коші володіє 
єдиним розв’язком. Якщо T  недостатньо мале, то вибираючи послідо-

вність точок { } 0

n
k k

t
=

 поділу відрізка [ ]0,T  так, щоб 

 зведемо розв’язування задачі Коші на відрізку ( )1 1k kM t t+⋅ − <

[ ]0,T  до знаходження послідовності  розв’язків однотипних 

задач на відрізках 

( )1ku t+

[ ]1,k kt t +  з початковими умовами 

, ( ) ( )1k k k ku t u t+ = 0,1,k = … . 

11.4. Застосування принципу стискуючих відображень у лінійній 
алгебрі 

 Розглянемо задачу лінійної алгебри. 

 

{ }
1

Задано вектор та

симетричну додатно визначену матрицю.

Знайти  .

nn
ij ij

f B A a

u B Au f

=
⎧ ∈ = =
⎪⎪
⎨
⎪

∈ =⎪⎩

 (11.2) 

Конструктивне доведення принципу стискуючих відображень 
наводить на думку, що для побудови розв’язку цієї задачі слід викори-
стовувати ітераційні процедури. 
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 { }

( )

1

1 1

Задано вектор

та симетричну додатно визначену матрицю.

Знайти

, 0

1 , 0,1,

n

n

ij ij

n n n n

f B const

M m

u B M u u Au f n

=

+ +

⎧ ∈ = ∆ = >
⎪
⎪ =
⎨
⎪

∈ − + = =⎪
∆⎩

… ,

  

або 
 ( )1n n nMu Mu f Au+ = + ∆ − . (11.3) 

Вибираючи належним чином M  і ∆  дістаємо відомі ітера-
ційні методи розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь. На-
приклад, 

• поклавши M I=  одиничній матриці перетворюємо процеду-
ру (11.3) у метод простої ітерації; 

• подаючи A L S U= + + , де відповідні матриці мають таку 

структуру 
, ,

0, ,
ij

ij

a j i
l

j i

<⎧
= ⎨

≥⎩
 

, ,

0, ,
ij

ij

a i j
s

i j

=⎧
= ⎨

≠⎩
 

, ,

0, ,
ij

ij

a j i
u

j i

>⎧
= ⎨

≤⎩
 

, а матриця 

U
S

L

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟ M L S= +  і 1∆ = , дістаємо ме-

тод Гаусса-Зейделя; 

• покладаючи M L S= ∆ ⋅ + , ( )1, 2∆∈ , приходимо до мето-
ду верхньої релаксації. 

11.4.1. Теорема про збіжність ітераційного процесу. Нехай матриця 
M  і параметр ∆  ітераційного процесу (11.3) вибрані таким чином, 

що матриця 
2

D M A∆
= −  додатно визначена. Тоді послідовність 

 збігається до розв’язку задачі (11.2) u B{ } 0n n
u ∞

=
∈ . 



98  

Доведення. Подамо 

( ) ( )1 1
1 1
2 2n n n n nAu A u u u u+ +

⎛ ⎞= + − − ⋅∆⎜ ⎟∆⎝ ⎠

1
⋅ . Розглянемо послідо-

вність похибок { } 0n n
e ∞

=
: n ne u u= − . Тоді 

 ( ) ( )1 1 1n n n n nu u u u u u e e+ + +− = − − − = − n , 

 ( ) ( )1 1 12 2n n n n n nu u u u u u u e e+ + ++ = − + − + = + + u . 
Враховуючи останнє, (11.3) набуває вигляду: 

 ( ) ( )1 1
1 1 0

2 2n n n n

D

M A e e A e e f Au+ +

∆⎛ ⎞− − + + = −⎜ ⎟ ∆⎝ ⎠
= . 

Допустимо, що матриця M  і параметр  вибрані таким чином, що 
матриця  додатно визначена, що дозволяє запровадити дві еквівале-

нтні норми 

∆
D

( ) ( )2 2, ,u Du u u Au u= =∼  . Помно-

жимо вище наведену рівність скалярно на 

nu B∀ ∈ =

1ne + ne− , внаслідок чого 
 

 

( ) ( )

( )
1 1 1 1

2 2 2
1 1

2 2
1 1 0 0

1 10 , ,
2

1 1
2

0 ,

n n n n n n n n

n n n n

n n n n

D e e e e A e e e e

e e e e

e e e e e u u

+ + + +

+ +

+ +

⎛ ⎞ ⎛= − − + + −⎜ ⎟ ⎜∆⎝ ⎠ ⎝

= − + − ⇒
∆

⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤ = −…

⎞ =⎟
⎠

 

тобто послідовність норм похибок { } 0n n
e ∞

=
 є незростаючою та обме-

женою. Отже, 
 lim nn

e u
→∞

u∃ = − . (11.4) 

Крім того, з попередньої рівності випливає, що 

( )2 2 2
1 1 0

2n n n n ne e e e+ + →∞

∆
− = − ⎯⎯⎯→ . Отже, 

2 2
1 1 0n n n n nu u e e+ + →∞− = − ⎯⎯⎯→ . Тому послідовність розв’язків 

 фундаментальна в банаховому просторі : { } 0n n
u ∞

=
n
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 * lim 0n
nn

u u u
→∞

*∃ ∈ − =

u

. (11.5) 

Оскільки збіжна послідовність має єдину границю, то, порівнюючи 
(11.4) з (11.5), приходимо до висновку, що *u = .  
 Поки що ми не обмовилися про стискуюче відображення. По-
вернемося до ітераційного процесу (11.3) і подамо його у вигляді 

( ) ( )1 1
1n n n nu u M Au f I M A u M− −
+ = − ∆ ⋅ − = −∆ ⋅ ⋅ + ∆ ⋅ 1 f− .  

Зауважимо, що матриця 1M A−  додатно визначена, тобто 

( ) 21 ,
B

M Au u uµ− ≥ . Розглянемо оператор 

( ) ( )1u B N u u M Au f B−
∆∈ → = −∆ ⋅ − ∈ . Покажемо, що цей 

оператор здійснює стискуюче відображення. Дійсно, 

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

( )
( )

( )

22 1

1 1

22 1 2 1

2 22 1

,

2 ,

1 2 .

B B

B B

BB

N u N v I M A u v

I M A u v I M A u v

u v M A u v u v M A u v

M A u v

α

µ

−
∆ ∆

− −

− −

−

∆

− = − ∆ ⋅ − =

= −∆ ⋅ − − ∆ ⋅ − =

= − − ∆ ⋅ − − + ∆ − ≤

≤ − ∆ + ∆ ⋅ −

 

Таким чином, за умови ( )0 α 1< ∆ <  відображення  

стискуюче, а сам ітераційний процес 

:N B B∆ →

( )1nu N u+ ∆= n  збіжний до 
розв’язку задачі (11.2), незалежно від вибору нульового наближення 

. 0u B∈

▲ Завдання 11.1. Нехай B = , і задано оператор 

( )
2

B u A u u arctgu Bπ
∋ → = + − ∈ . Показати, що, ( )0;1α∃ ∈  

( ) ( ) BB
A u A v u vα− ≤ −  ,u v B∀ ∈ . 
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12. Гільбертові простори (Hilbert) 

Означення. Унітарний простір  зі скалярним добутком U ( ),i i  на-
зивається гільбертовим простором, якщо він повний відносно норми 

( )
1
2,

U
u u u=  . u U∀ ∈

 Кожна фундаментальна послідовність у гільбертовому прос-
торі є збіжною і цей простір є замкнений. 

12.1. Основна теорема гільбертових просторів 

12.1. Теорема. Нехай V  замкнений підпростір V  гільбертового 
простору, і нехай задано деякий елемент 

H⊂
*u H∈ . Тоді 

( )* * *! , inf
H Hv V

u V u u dist= u V v u d
∈

∃ ∈ − = − = . 

Доведення. Розглянемо послідовність { }nu  

*n nH
u u d→∞− ⎯⎯⎯→ . Покажемо, що послідовність { }nu  фундаме-

нтальна, і, внаслідок замкненості простору H , її границя належить 
цьому простору. 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

2 2

22
* *

* * * *

2 2
* * * *

, 2

,

,

2 , .

n m n mH H

n m n m

n m n mH H

a b a b a b a b

u u u u u u

u u u u u u u u

використаємо те що

u u u u u u u u

− − = + − ℜ

− = − − − =

= − − − − − − =

= =

= − + − − ℜ − −

,
 

Оцінимо скалярний добуток 



 101 

( )

( ) ( )( )2 2

* *

* *

2
2

* *

, , 2 ,

,

,
2 2 2 2

1 2 ,
2 4 2 2

n m

n m n m n m n m

n m n m n m
n m H

H

використаємо те що a b a b a b i a b

u u u u

u u u u u u u uu u

u u u u u uu u u i u

+ − = − − ℑ

− − =

+ − + −⎛ ⎞= + − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

+ +⎛ ⎞= − − − − ℑ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.−

 

Внаслідок 
2

2
2 2 2

* * *
12

2 4

n m H

n m
n m n mH H H

H

u u

u uu u u u u u u

− =

⎛ ⎞+
= − + − − − − − ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

2 2

2

2
2 2

* * * ,2 4
2

n m H

n m
n m n mH H

H
d d

u u

u uu u u u u →∞

− =

⎛ ⎞ +⎜ ⎟= − + − − − ⎯⎯⎯→
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0.
 

Отже, , або lim nn
V u u

→∞
∃ ∋ = * *lim n H Hn

u u u u d
→∞

− = − = . Пока-

жемо єдиність такого елемента. Нехай ,u v V∃ ∈  

* *H H
u u d v u− = = − v, u ≠ . Тоді 

( ) ( )

2

22
* *

2
2

*4 0
2

H H

H

d

аналогічно до

попереднього
u v u u v u

u vd u u v

≥

⎛ ⎞− = − − − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟+

= − − ≤ ⇒ =⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

=

 

▲ Завдання 12.1. Показати, що основна теорема гільбертових просто-
рів залишається вірною, якщо під V  розуміти замкнену опуклу мно-
жину. 



102  

12.2. Варіаційні нерівності 

Нагадаємо задачу про найкраще наближення (8.1). 

 

*

* *

Задано гільбертів простір

та замкнений підпростір 

Знайти

.

.
H H

u H

V V H

u V u u v u v V

∈ −⎧
⎪

= ⊂⎨
⎪ ∈ − ≤ − ∀ ∈⎩

  

Наслідок з основної теореми гільбертових просторів: задача 
про найкраще наближення має єдиний розв’язок. 

Визначимо функціонал ( ) 2
* H

v V I v v u∈ → = − . Тоді за-
дачу про найкраще наближення можна сформулювати наступним чи-
ном. 

 

( ) ( )

*Задано гільбертів простір

та замкнений підпростір 

Знайти

.
.

u H

V V H
u V I u I v v V

∈ −⎧
⎪

= ⊂⎨
⎪ ∈ ≤ ∀ ∈⎩

  

Задача про найкраще наближення еквівалентна задачі мінімі-
зації квадратичного функціоналу. 

 ( ) ( )
( ) ( )

*

2
*

Задано гільбертів простір

та замкнений підпростір 

Знайти

де

.

,

 2 , .
H

u H

V V H

u V F u F v v V

F v v u v

∈ −⎧
⎪

= ⊂⎪
⎨ ∈ ≤ ∀ ∈⎪
⎪ = − ℜ⎩

  

Такі задачі виникають з варіаційних принципів механіки суцільного 
середовища. Сформулюємо задачу про варіаційну нерівність. 

 

( ) ( )

*

*

Задано гільбертів простір

та замкнену опуклу множину 

Знайти

.
, ,

u H
V H

u V u u v u u v v V

∈ −⎧
⎪ ⊂⎨
⎪ .∈ ℜ − ≤ℜ − ∀ ∈⎩

 (12.1) 

12.2. Теорема про варіаційну нерівність. Нехай V  замкнена опукла 
множина V  гільбертового простору. Тоді для того, щоб H⊂ u V∈  
був розв’язком задачі (12.1), необхідно і достатньо, щоб 

* inf *H Hv V
u u v u

∈
− = − . Розв’язок задачі єдиний. 
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Доведення. Необхідність. Розглянемо норми * H
v u−  і 

* H
u u− . Тоді v V∀ ∈  виконується 

 ( ) ( )
( ) ( )

2 2
* *

* * * *

2
* *

, ,

2 , ,

H H

H

v u u u

v u u u v u u u u u u u

v u u u v u u u v u

− − − =

= − + − − + − − − − =

= − + ℜ − − ≥ℜ − − ≥ 0,

  

бо  є розв’язком задачі (12.1). u
Достатність. Нехай має місце рівність 

* inf *H Hv V
u u v u

∈
− = − . Оскільки  опукла, то V

( ) ( )1 u v u v u Vα α α− + = + − ∈  [ ]0,1α∀ ∈ . Тоді 

 
( )

( )

22
* *

2 22
* *2 ,

H H

H H

u u v u u u

v u u u v u u u

α

α α

− ≤ − + − ≤

≤ − + ⋅ℜ − − + − ⇒
  

( ) ( )22
* *0 2 , ,

H
v u u u v u u u v uα α≤ − + ⋅ℜ − − ⇒ℜ − − ≥ 0 .  

Отже,  є розв’язком задачі (12.1). Згідно ▲ 12.1. задача має єдиний 
розв’язок.  

u

12.3. Ортогональні проекції 

12.3.1. Означення. Нехай V V H= ⊂  замкнений підпростір гільбер-
тового простору зі скалярним добутком ( ),i i . Елемент u V∈  є ор-

тогональною проекцією *u H∈  на , якщо V ( )*, 0u u v− =  

 і позначається v V∀ ∈ *prVu u= . 

12.3.2. Теорема про ортогональну проекцію. Нехай V V H= ⊂  за-
мкнений підпростір гільбертового простору і *u H∈ . Тоді 

*! p Vu V u u∃ ∈ = r , і має місце теорема Піфагора 
2 2

* *
2

H H H
u u u u= + − . 

Доведення. За умов даної теореми ми можемо посилатися на 
основну теорему гільбертових просторів: 
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( )* *! ,
H

u V u u dist u V∃ ∈ − = . Тоді , v V∀ ∈ α∀ ∈  викону-

ється умова 

 ( ) 22
* *H H

u u u u vα− ≤ − + .  

Здійснюючи перетворення, такі як у теоремі про варіаційну нерівність, 
отримаємо 

 (22
*0 2

H
v uα α≤ + ⋅ℜ − ),u v .  

Ця нерівність можлива α∀ ∈  тільки за умови ( )*, 0u u vℜ − =  

. Покажемо, що і v V∀ ∈ ( )*,u u v 0ℑ − = . Покладемо v iw= , 

. Тоді w V∈
 ( ) ( )( ) ( )* *0 , ,u u iw i u u w u u w= ℜ − = −ℜ − = −ℑ − *,

0

.  

Отже, . Для доведення теореми Піфагора скористаємо-
ся рівністю 

( )*,u u v− =

( ) ( )22 2 2
* * * 2 ,

H H HH
u u u u u u u u u= − − = + − − ℜ − * u .  

▲ Завдання 12.2. Нехай V V H= ⊂  замкнений підпростір гільбер-
тового простору, і нехай задано оператор  такий, що 

. Такий оператор називається оператором 

проектування, або ортопроектором, гільбертового простору 

:P H V→
prVu H Pu u V∈ → = ∈

H  на 
підпростір . Показати, що V ( ), 0Pu u v− =  v V∀ ∈  і 

 та ( ),P H V∈L 1P = . 

12.4. Ортогональне доповнення 

12.4.1. Означення. Нехай  довільна множина з гільбертового 

простору. Множина 

S H⊂

( ){ }, 0S u H u v v S⊥ = ∈ = ∀ ∈  називається 

ортогональним доповненням множини  в просторі S H . 

12.4.2. Теорема про ортогональне доповнення. Нехай V V H= ⊂  
замкнений підпростір гільбертового простору. Тоді 

(I) V V H⊥ ⊥= ⊂  (ортогональне доповнення – замкнений під-
простір гільбертового простору); 
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(II) H V V ⊥= ⊕ ; 
(III) кожен елемент u H∈  єдиним чином подається у вигляді 

pr prV V
u u ⊥u= + . 

Доведення. (I) Покажемо, що ортогональне доповнення V ⊥  є 
лінійним підпростором простору H . Нехай множина { }iw V ⊥⊂ , 

тобто ( ), 0iw v =  v V∀ ∈ . Тоді  

 

( )0 ,i i i i
i i

w v w vα α⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ,

⇒ i i
i

w Vα ⊥∈∑  iα∀ ∈ . Отже, лінійна комбінація елементів з 

ортогонального доповнення до простору теж належить ортогонально-
му доповненню. Покажемо, що V ⊥  замкнена множина в просторі H , 

тобто вона збігається зі своїм замиканням V V⊥ ⊥= . Для цього роз-

глянемо фундаментальну послідовність { } 1i i
w V∞ ⊥

=
⊂ . Тоді 

 внаслідок повноти гільбертового простору. Далі, 

внаслідок неперервності скалярного добутку 

lim ii
H w w

→∞
∃ ∋ =

( ) ( )0 , ,i iw v w v→∞= ⎯⎯⎯→  v V∀ ∈ , тому границя w V ⊥∈ . Отже, 

 замкнена множина. V ⊥

(II) доводимо від супротивного. Припустимо, що 
0Hw w V w V ⊥∃ ≠ ∈ ∧ ∈ , тобто w V V ⊥∈ ∩ . Отже, ( ), 0w v =  

. Покладемо v V∀ ∈ w v= . Тоді 
2 0
H

w =  ⇒  0Hw = . 
(III). Це наслідок (II).  

▲ Завдання 12.3. Нехай V V H= ⊂  замкнений підпростір гільбер-

тового простору. Показати, що ( )V V
⊥⊥ = . 

12.5. Щільність у гільбертовому просторі 

12.5.1. Означення. Множина  лінійного простору називається 
лінійним многовидом, якщо 

S X⊂
,u v S∀ ∈  і , Kα β∀ ∈ , де K  числове 

поле, лінійна комбінація u v Sα β+ ∈ . 
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12.5.2. Теорема про критерій щільності в гільбертовому просто-
рі. Нехай H  гільбертів простір. Лінійний многовид  щільний у S H  
тоді й лише тоді, коли { }0HS ⊥ = , тобто ортогональне доповнення 

до  містить лише нульовий елемент. S
Доведення. Необхідність. Нехай  щільний у S H . Тоді 

  u H∀ ∈ { } 1n n
u S∞

=
∃ ⊂ n nu u→∞⎯⎯⎯→ . Нехай w S⊥= . Тоді, при-

ймаючи до уваги неперервність скалярного добутку, отримаємо 
( ) ( )0 , ,n nw u w u→∞= ⎯⎯⎯→ = 0 . Покладаючи u w= , отримаємо 

  ( ), 0w w = ⇒ 0Hw = . 
Достатність доведемо міркуванням від супротивного. Нехай 

{ }0HS ⊥ =  і  нещільний у S H . Тоді u H u S V∃ ∈ ∧ ∉ = . Згідно 

теореми про ортогональне доповнення, pr prV V
u u u⊥= + u V, ∉ , 

{ }0 pr 0H V
u V S⊥

⊥ ⊥≠ ∈ = = H . Отримали протиріччя.  

12.6. Структура спряженого простору 

12.6.1. Означення. Нехай функціонал ( ),l H H′∈ = L . Множина 

( ) { }, 0N l v H l v= ∈ =  називається нуль-простором, або яд-

ром, функціонала . l
12.6.2. Теорема Рісса про структуру спряженого простору. Нехай 
H  – гільбертів простір. Для будь-якого лінійного обмеженого функ-
ціоналу , визначеного всюди в l H  існує єдиний елемент u H∈  та-
кий, що виконується рівність ( ), ,l v u v=  v H∀ ∈ . Крім цього, 

*H
u l= . 

Доведення. Розглянемо нуль-простір ненульового функціона-

лу . Внаслідок неперервності , l l ( ) ( )N l N l= . Тоді, згідно теореми 

про ортогональне доповнення, ( ) ( )H N l N l⊥= ⊕ , ( )N l H⊥ ≠ . 

Виберемо ( )*0H u N l⊥≠ ∈ . Тоді *,l u α= ≠ 0 , і ми можемо по-
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будувати елемент 1
*,H z v l v uα −∋ = − ⋅  v H∀ ∈ . Легко бачити, 

що 1
*, , , , 0l z l v l v l uα −= − ⋅ = ⇒  ( )z N l∈ . Тому 

( ) ( )
( ) 21

* * *0 , , ,( )
H

N lN l

u z u v l v uα
⊥

−= = − ⋅  ⇒  

( )* *
2 2

* *

,
,

H H

u v ul v v
u u

α α⎛ ⎞
⎜= =
⎜
⎝ ⎠

, ⎟
⎟

. Таким чином, шуканий елемент 

( )* *
2

*

,

H

l u u
u N l

u
⊥= ∈   ⇒ *

*
*

,
H

H

uu l l
u

= ≤ . З іншого боку, 

(, ,l v u v= )  (це ми вже показали), тоді з нерівності КБШ випливає, 

що ( ), ,
H H

l v u v u v= ≤  v H∀ ∈   ⇒
* H

l u≤ . Отже, 

* H
l u= . 

Єдиність побудованого елемента покажемо міркуваннями від 

супротивного. Нехай 1 2,u u H∃ ∈   1 2u u≠ ( ) ( )1 2, ,l v u v u v= = ,  

 v H∀ ∈ ( )1 2 ,u u v⇒ − = 0 2. Покладаючи 1v u u= − , отримаємо 
2

1 2 0
H

u u− =   ⇒ 1u u2= . Отримали протиріччя.  

12.6.3. Наслідок. Нехай оператор :A H H ′→  діє за правилом 
u H Au l H ′∈ → = ∈ . Тоді оператор ( ),A H H ′∈L  здійснює ізо-

морфізм H  і H ′ . 
Доведення. Бієктивність оператора A  є наслідком теореми 

Рісса. Покажемо лінійність. Нехай { }iu H⊂  i iAu l= . Тоді 

( ), , ,i i iAu v l v u v= =  v H∀ ∈ . Отже, { }iα∀ ⊂  

( ), , ,i i i i i i i i
i i i i

Au v Au v u v u vα α α α⎛ ⎞,= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ =

,i i
i

A u vα= ∑   ⇒ i i i
i i

iAu A uα α=∑ ∑ .  
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Гільбертів простір H  самоспряжений, оскільки H H ′=  з 
точністю до відображення A . 
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13. Ряди Фур’є 

 Нехай { } 1n n
e ∞

=
 – ортонормована система елементів гільберто-

вого простору H  та u H∈ . 

13.1. Означення. Числову послідовність { } 1n n
U ∞

=
 називають коефіці-

єнтами Фур’є елемента  відносно системи u { } 1n n
e ∞

=
, якщо 

 ( ),n nU u e= n∀ ∈ . У разі цього ряд  називають ортого-

нальним рядом Фур’є елемента u H
1

n n
n

U e
∞

=
∑

∈ . 

13.2. Теорема про ряд Фур’є. Нехай задано ортонормовану систему 

 елементів гільбертового простору { } 1n n
E e ∞

=
= H  і [ ]V E= .Тоді 

 його ряд Фур’є  збігається в Hu∈∀
1

n n
n

U e
∞

=
∑ H  і у випадку цього 

мають місце такі твердження: 

• 
2 2

1
n H

n

U u
∞

=

≤∑ 5 u H∀ ∈ ; 

•  
1

n n V
n

U e pr u
∞

=

=∑ u H∀ ∈ . 

Доведення. Позначимо через  лінійний підпростір з nV H , що 

має елементи { }
1

n

j j
e

=
 за свій базис. Тоді лінійна комбінація 

 є елементом з підпростору . Крім цього, обчислення 

показують, що 
1

n

n
j

u U
=

= ∑ j je

n

n i j j i i i i
j

u u e U e e u e U u e
=

⎛ ⎞
− = − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 1, ,i n

nV

( ) ( ) ( )
1

, , , , 0 , = …

                                                          

. 

 
5 В теорії рядів Фур’є ця нерівність відома під назвою нерівність Бесселя. 



110  

Отже, елемент nu u−  ортогональний до замкненого підпрос-

тору  і тому, згідно з теоремою про ортогональну проекцію, елемент 

 характеризується рівностями 
nV

nu V∈ n

V u , 
1

n

n

n j j
j

u U e pr
=

= =∑

 
22 2 2 2

1

n

n n j nH H H
j

u u u u U u u
=

= + − = + −∑ n
H

 ∀ ∈ . 

Зокрема, з останньої рівності випливає: 

 
2 2

1

0
ndef

n j H
j

U uσ
=

≤ = ≤∑  . n∀ ∈

Таким чином, маємо справу з обмеженою числовою послідов-
ністю nσ ⊂ . Відомо з курсу математичного аналізу, що така послі-
довність збіжна, і  

 
2 2

1

lim n j Hn j

U uσ σ
∞

→∞
=

= = ≤∑  . u H∀ ∈

Більше того, 

 

2
2

1

2

1
0

n m

n n m j jH
j n H

n m

j n n m n
j n

u u U e

U σ σ

+

+
= +

+

+ →∞
= +

− = =

= = − ⎯⎯⎯→

∑

∑
m ∀ ∈ , 

тому ряд Фур’є  збіжний у просторі 
1

n n
n

U e
∞

=
∑ H .  

 Безпосередньо з доведення теореми випливають такі наслідки. 
13.3. Наслідок про мінімізуючі властивості коефіцієнтів Фур’є. Не-
хай виконані умови теореми про ряд Фур’є. Тоді u H∀ ∈  мають міс-
це такі оцінки: 

• 
0 0

n n

j j j j
j jH H

u U e u eα
= =

− ≤ −∑ ∑  { }
1

n

j j
α

=
∀ ⊂ ; 
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• n mH H
u u u u− ≤ −  n m∀ ≥ . 

13.4. Наслідок про суму ряду Фур’є. Нехай  – довільний елемент 

сепарабельного гільбертового простору 

u

H  і  його ряд Фур’є, 

. Для того, щоб  

1
n n

n
U e

∞

=
∑

( ,nU u e= )n

∞

=

=∑ u H
1

n n
n

u U e ∀ ∈  необхідно і до-

статньо, щоб система { } 1n n
e ∞

=
 була повною в просторі H . 

Нехай виконані умови наслідку про суму ряду Фур’є. 
▲ Завдання 13.1. Переконайтеся, що в цьому випадку справедлива рі-
вність Парсеваля 

 
2 2

1
nH

n
u U

∞

=

=∑  u H∀ ∈ . 

▲ Завдання 13.2. Нехай ортонормована система { }
1

n

j j
e

=
 є базисом 

простору  і послідовність операторів  визнача-

ється так: . Доведіть, що 

nV H⊂ :nP H V→ n

j
1

n

ndef

n V j
j

u H P u pr u U e
=

∈ → = =∑
lim 0n Hn

P u u
→∞

− =  u H∀ ∈ . Останнє означає, що послідовність  

сильно збігається до тотожного оператора 

nP

( )I H∈L . Покажіть, що 
ця збіжність нерівномірна. 

▲ Завдання 13.3. Нехай ортонормована система { } 1n n
e ∞

=
 є базисом 

сепарабельного гільбертового простору H . Покажіть, що 
 ( ), 0n n nU u e →∞= ⎯⎯⎯→ u H∀ ∈ .  

Зауваження про слабку збіжність. Нехай { } 1n n
e ∞

=
 ортонормо-

ваний базис сепарабельного гільбертового простору H . Виходячи з 
означення слабкої збіжності та ▲ 13.3, встановлюємо, що 

 в просторі 0n we ⎯⎯→ H H . Разом з цим, рівності 1n H
e = , 
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2 2 2 2n m n mH H H
e e e e− = + =  ,n m∀ ∈  показують, що ця слабко 

збіжна послідовність { } 1n n
e ∞

=
 не фундаментальна в H . 

Зауваження про * - слабку збіжність. У гільбертовому прос-
торі H  поняття слабкої збіжності та * - слабкої збіжності в спряжено-
му до нього просторі H ′  є еквівалентними внаслідок ізоморфності 
просторів H  та H ′ . 
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14. Обернений оператор 
 Розглянемо задачу про операторне рівняння. 

 

Задано оператор ,  елемент

 - банахові простори.

Знайти

:  ,
,

 .

A B C f C
B C

u B Au f

→ ∈⎧
⎪
⎨
⎪ ∈ =⎩

 (14.1) 

Згадаємо, що оператор :A B C→  називається ін’єктивним, 
якщо ( )f R A C∀ ∈ ⊂  ( )!u D A Au f∃ ∈ = . 

Означення. Множина ( ) ( ){ }0CN A u D A Au= ∈ =  називається 

нуль-простором, або ядром, оператора A . 

14.1. Ознака ін’єктивності лінійного оператора 

14.1. Теорема про ознаку ін’єктивності лінійного оператора. Для 
того, щоб лінійний оператор :A B C→  був ін’єктивним, необхідно і 
достатньо, щоб ( ) { }0BN A = . 

Доведення. Необхідність. Застосуємо міркування від супро-
тивного. Нехай оператор A  ін’єктивний, але ( ) { }0BN A ≠ . Тоді 

( )0B z N A∃ ≠ ∈  такий, що . Згідно означення 

ін’єктивності, 

0CAz =

( )f R A C∀ ∈ ⊂  ( )!u D A Au f∃ ∈ = . Водночас з 

лінійності оператора випливає, що ( )Au Az A u z f+ = + = . Отже, 

елемент ( )f R A∈  має два різні прообрази  та u u z+ , що супере-
чить ін’єктивності. 

Достатність. Нехай оператор A  не ін’єктивний, але 
( ) { }0BN A = . Тоді для ( )f R A∀ ∈  знайдуться щонайменше два 

елементи ( ),u v D A∈ ,  u v≠
,Au f

Av f
=
=

  ⇒
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( ) 0CAu Av A u v− = − =     ⇒
( ) ,

0B

u v N A
u v
⎧ − ∈⎪
⎨

− ≠⎪⎩
⇒ ( ) { }0BN A ≠ , 

що суперечить нашому припущенню.  

14.2. Ознака обмеженого оберненого оператора 

14.2.1. Означення. Нехай оператор :A B C→  ін’єктивний. Визна-
чимо оператор 1 :A C− → B  такий, що 

• ( ) ( )1D A R A− = ; 

• ( ) ( )1R A D A− = ; 

• { } ( ) ( ),u f D A R A Au f∀ ∈ × =  виконується умова 

. 1A f u− =

Такий оператор 1A−  називають оберненим до A . 

 У випадку бієктивного оператора :A B C→  задача (14.1) 
допускає єдиний розв’язок для f C∀ ∈ , причому він знаходиться за 

правилом . 1u A f−=

▲ Завдання 14.1. Нехай :A B C→  лінійний ін’єктивний оператор. 
Показати, що 1 :A C− → B  також лінійний та ін’єктивний. 

▲ Завдання 14.2. Нехай :A B C→  лінійний ін’єктивний оператор. 
Показати, що 
оператор :E B B→ , визначений за правилом 

( )1u B Eu A Au B−∈ → = ∈ , та 

оператор :I C C→ , визначений за правилом 

( )1f C If A A f C−∈ → = ∈ , є одиничними (тотожними) операто-

рами в просторах B  і , відповідно. C

▲ Завдання 14.3. Нехай [ ]( )1 0,1B C= , [ ]( )0,1C C= , і оператор 

:A B C→  визначений за правилом 
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( ) ( ){ }0 0 duu D A u B u Au C
dx

∈ = ∈ = → = ∈ . Побудувати обер-

нений до A  оператор. 
14.2.2. Означення. Задача (14.1) називається коректно поставле-
ною, якщо 

•  існує розв’язок задачі u B∈  за будь-якого f C∈ ; 

•  розв’язок єдиний ; 1u A f−=
•  розв’язок  неперервно залежить від даних задачі, тобто u

1
B C

u A f−≤ ⋅ . 

Це, зокрема, означає: якщо змінити незначно норми 1A−  і 
C

f , то 

норма 
B

u  також зміниться незначно. 

14.1. Приклад. Нехай потрібно розв’язати задачу (14.1) з лінійним біє-
ктивним оператором :A B C→ , замінивши у разі цього достатньо 
складне f C∈  в деякому значенні близьким і зручним для обчислень, 

наприклад, інтерполяційним поліномом hf C∈ . Тоді ми знайдемо 

розв’язок . Внаслідок лінійності оператора h hu B Au f∈ → = h A , 

отримуємо ( )h hA u u f f− = − , а, внаслідок бієктивності, 

. Остаточно, (1
h hu u A f f−− = − ) 1

h hB C
u u A f f−− ≤ ⋅ − . 

Отже, якщо 1A−  дуже велика, то задача є некоректною. 

14.2.3. Теорема Банаха про ознаку обмеженого оберненого опера-
тора. Для того, щоб лінійний оператор :A B C→  мав обмежений 
обернений оператор, необхідно і достатньо, щоб 

0constα∃ = >
C B

Au uα≥ 6 ( )u D A∀ ∈ . 

Доведення. Необхідність. Нехай ( )1 ,A C B−∃ ∈L . Оскільки 
1A−  ін’єктивний, то ( )f R A C∀ ∈ ⊂  ( )!u D A Au f∃ ∈ = . Тоді 

1 1 1
B CB

u A f A f A Au− − −= ≤ ⋅ = ⋅
C
⇒

                                                          

 

 
6 Ця нерівність виражає обмеженість оператора знизу. 
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1

1
C B B

Au u u
A

α
−

≥ ⋅ = ⋅ , де 
1

1
A

α
−

= . 

Достатність. Нехай 0α∃ > C B
Au uα≥ . Припустимо, 

що . Тоді ( )u N A∈ 0
C B

Au uα= ≥   0Bu⇒ =

( ) { }0BN A⇒ = . Таким чином, оператор ін’єктивний. Отже, 

. Тепер покажемо обмеженість 1 :A C B−∃ → 1A− . Нехай пара 

{ } ( ) ( ),u f D A R A∈ ×  1u A f−= . Тоді 

1 1 1
B C CB

u A f Au f
α α

−= ≤ =  1 1A
α

−⇒ ≤ . Отже, 

( )1 ,A C B− ∈L .  

▲ Завдання 14.4. Нехай оператор  визначений за пра-

вилом . Припустимо, 

що дана квадратна матриця додатно визначена. Показати, що існує 
обернена матриця, яка також додатно визначена. 

: nA → n

j{ } 1
1 1

n
n

n n n
i iji

j i

u u Au a u
=

= =

⎧ ⎫
= ∈ → = ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑

14.3. Двосторонні оцінки похибок наближеного розв’язку 
операторного рівняння 

14.3.1. Означення. Нехай оператор ( ),A B C∈L  має 

(1 , )A C B− ∈L . Параметр 1k A A−= ⋅  називається числом обу-

мовленості оператора A . 
 Повернемося до задачі про операторне рівняння (14.1). На 
практиці, зазвичай, розв’язують задачу. 

 

Задано оператор ,  елемент 

 - банахові простори.

Знайти

: ,
,

 .

h

h h h

A B C f C
B C

u B Au f

→ ∈⎧
⎪
⎨
⎪ ∈ =⎩

 (14.2) 
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14.3.2. Теорема про двосторонні оцінки відносної похибки. Нехай 
( ),A B C∈L , ( )1 ,A C B− ∈L , і  розв’язок задачі (14.1), а  

розв’язок (14.2). Тоді має місце така оцінка відносної похибки 
u hu

1 h hhC CB

C B C

f f fu u
k

k f u f
− −−

≤ ≤ 1k ≥

h

f
, . 

Доведення. Позначимо через he u u= −  похибку апрокси-

мації розв’язку задачі (14.1), а через  
похибку апроксимації правої частини задачі (14.1). Дана теорема пока-
зує, що верхня і нижня межа відносної похибки апроксимації розв’язку 
задачі залежить як від відносної похибки даних задачі, так і від числа 
обумовленості оператора цієї задачі. Грубо кажучи, якщо число обу-
мовленості велике, то гіршими отримуються її наближені розв’язки. 
Враховуючи умови теореми, а також вищенаведені позначення, легко 
одержуємо такі нерівності: 

h h hr f f Au Au Ae= − = − = h

h hC C
r Ae A e= ≤ ⋅ h B

, 

1
h hB C

e A r−≤ ⋅ , 
C B

f A u≤ ⋅ . Розглянемо h B

C

e
f

. Якщо збі-

льшити знаменник і чисельник, то 
1

hh h CB B

B C C

A re e
A u f f

− ⋅
≤ ≤

⋅
 

 ⇒ 1 hh CB

B Ck

re
A A

u f
−≤ ⋅ . Подібним чином можна отримати ліву 

частину нерівності 
1

h hB B

B BC

r r A
u uA f−

⋅
≤ ≤

⋅
h B

e
  ⇒

1 h hB B

C B

r e
k f u

≤ .  

14.4. Побудова оберненого оператора. Збіжність ряду Неймана 

 Припустимо, що нам потрібно розв’язати операторне рівняння 
(14.1). Оскільки розв’язок , то оператор 1u A f−= 1A−  будемо шукати 
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за допомогою такої ітераційної процедури. Розглянемо, насамперед, 
тотожний оператор :E B B→ . Побудуємо оператор M E A= − . 
Тоді . Зафіксуємо ( )u E A u f Mu f= − + = + 0u f=  і покладемо 

  

( )1 2
0

0
, .

n
j

n n n
j

n
j j

j j

u Mu f M Mu f f M f

M f M M M

− −
=

=

= + = + + =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ …

=

Внаслідок отримаємо послідовність { }nu ⊂ B . Будемо сподіватися, 

що вона збіжна, тобто що *u B∃ ∈  *
0

j
n n

j
u u M

∞

→∞
=

⎯⎯⎯→ =∑ f , а це 

означає, що  розв’язок задачі (14.1), і 1
*u A f−=

( )1

0 0

jj

j j

A M E
∞ ∞

−

= =

= = −∑ ∑ A . 

14.4.1. Означення. Нехай оператор ( ) ( ),A B B B∈ =L L . Величина 

( )
1

lim n n
n

r A A
→∞

=  називається спектральним радіусом оператора 

A . 

 Природно, що ( )
1

1
inf n n
n

r A A
>

= . Операторні ряди типу 

(
0

n

n
)E A

∞

=

−∑  називаються рядами Неймана. Це степеневі ряди. 

14.4.2. Теорема про збіжність ряду Неймана. Нехай ( )A B∈L  і 

( ) 1r A A≤ < . Тоді 

• існує обернений оператор ( ) (1 )E A B−− ∈L ; 

• ( ) 1

0

n

n
E A A

∞
−

=

− =∑ ; 
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• ( ) 1 1
1

E A
A

−− ≤
−

. 

Доведення. Враховуючи умови теореми, 

0 0

1
1

nn

n n
A A

A

∞ ∞

= =

≤ =
−∑ ∑ . Отже, ряд 

0

n

n
A

∞

=
∑  є абсолютно збіжним 

в банаховому просторі ( )BL . Тоді, згідно теореми про ознаку бана-

хового простору, цей ряд збіжний. Тому ( )
0

n

n
B T

∞

=

∃ ∋ = A∑L . Ли-

шається показати, що ( 1T E A)−= − . Подіємо оператором I A−  на 

оператор T . Внаслідок 

 . ( ) ( ) 0

0 0 1

n n n

n n n

E A T E A A A A A E
∞ ∞ ∞

= = =

− ⋅ = − ⋅ = − = =∑ ∑ ∑

З іншого боку, ( ) ( )
0

n

n

T E A A E A E
∞

=

⎛ ⎞⋅ − = ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ . Отже, 

.  ( ) 1T E A −= −
14.4.3. Наслідок про коректність операторної задачі (14.1). Нехай 

( )A B∈L  і M I A= −  задовольняють умови теореми про ряд Не-

ймана. Тоді f B∀ ∈  !u B∃ ∈  Au f=  і , 

причому 

( )
0

n

n

u E A
∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ f

1
1B B

u f
E A

≤
− −

. 
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15. Поповнення нормованих просторів та просторів зі 
скалярним добутком 

Означення. Дві фундаментальні послідовності { }nu  і { }nv  з нормо-

ваного простору V будемо називати еквівалентними { } { }( )n nu v∼ , 

якщо 0n n V
u v− → , . n →∞

15.1. Поповнення нормованого простору 

15.1. Теорема про поповнення нормованого простору. Будь-який 
нормований простір  можна трактувати як лінійний многовид, 
щільний у деякому банаховому просторі 

V
B . Простір B  у разі цього 

будемо називати поповненням простору V . 
Доведення. Розглянемо всілякі фундаментальні послідовності 

{ }nu  простору . Множину всіх цих послідовностей розіб’ємо на 

класи, що не перетинаються: дві такі послідовності 

V

{ }nu  і { }nu′  від-

несемо до одного класу тоді й лише тоді, коли { } { }nu un′∼ . Множину 

всіх класів позначимо через B , а самі класи – через , ,u v … . Якщо 

{ }nu  належить до класу u , будемо писати { }nu u∈  і називати пред-

ставником класу u . 
Перетворимо B  у нормований простір. Операцію додавання 

класів u  і v  визначимо так: якщо { }nu u∈  і { }nv v∈ , то сумою 

u v+  називатимемо клас, який містить { }n nu v+ . Наше означення 

u v+  не залежить від вибору представників класів u  і v . Якщо 

{ }nu u′ ∈ , { }nv v′ ∈ , то { } { }n n n nu v u v′ ′+ +∼ , і тому 

{ }n nu v u v′ ′+ ∈ + . Розглянемо також у B  операцію множення класу 

на скаляр: класом uλ  називатимемо клас, що містить { }nuλ , якщо 

{ }nu ∈u . Вірогідно, що визначення класу uλ  не залежить від вибору 

представника класу u . 
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Оскільки наше визначення операцій у B  зводиться до опера-
цій над елементами з лінійного простору , то V B  також є лінійним 

простором. У ролі нульового елемента виступає клас 0  з представни-
ком { }0V . 

Визначимо тепер у B  норму. Нехай { }nu u∈ . Покладемо 

lim
def

nB n
u

→∞
=

V
u . Зауважимо, що ця границя існує, оскільки { }n V

u  

фундаментальна. Дійсно, n m n mV V
u u u u− ≤ −

V
. Тому послідо-

вність { }n V
u  збіжна, внаслідок критерію Коші для числових послі-

довностей. Крім цього, границя не залежить від вибору представника 
класу u . Якщо також { }nu′ u∈ , то 0n n n nV V V

u u u u′ ′− ≤ − → , 

. Тому n →∞ lim limn Vn n
u

→∞ →∞ n V
u′= . Легко перевірити аксіоми нор-

ми у B . Таким чином, B  – нормований простір. 
Покажемо, що  можна ототожнити з деяким лінійним 

многовидом у 
V

B . Елемент u V∈  ототожнимо з класом, який містить 
стаціонарну послідовність { }u , т й  

 

обто , ,u u u … . Таки  клас будемо 

позначати через . Ясно, що u

,

u λ  – це клас, який містить { }uλ , а 

u v+  – клас, який містить { }u v+ . Таким чином, множина всіх кла-

сів, які містять стаціонарні послідовності, є лінійним многовидом у B . 
Для цього лінійного многовиду збережемо позначення V . 

що V щільна  Покажемо,   в B . Нехай клас u V∈ , тоді 

B
u u= , 

V
як границя сталої. Нехай u B∈ . Покажемо, що існує 

{ }nu V⊂  така, що 0n B
u u− → , n Нехай →∞ . { }nu u∈ . Із фу-

 ндаментальності { }nu  випливає, що 0ε∀ >  N∃ ∈ , що для 

,n m N∀ >  nu um V
ε− < . Фіксуємо і зауважимоn N>  , що 

lim n m nV Bm→∞
u u u u− = − , де { }nu u∈  

ості 

як стаціонарна послідов-

ність. Перейшовши в нерівн n m V
u u ε− <  до границі при 
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m →∞  та, використовуючи попереднє зауваження, отримаємо 

n B
u u ε− ≤ . Це і означає, що n →u u , n ∞ . →

І нарешті, доведемо, що B  – банахів простір. Нехай послідо-
вність { }nu  – фундаментальна в B . Враховуючи те, що V  щільна в 

B , знайдемо { }nu ⊂  V таку, що 
1

n n B
u u

n
<− . Покажем  

{

о, що

}nu  фундаментальна. Це випливає  нерівності  із

1 1 , , .

n m n n n m m mB B B
u u u u u u u u− ≤ − + + − <

B

n m B
u u n m

n m

−

< + − + →∞
 

То існує клас ді u , який містить { }nu . Покажемо, що nu u→ , 
n →∞ . Дійсно, 

1 0n n n n nB B B B
u u u u u u u

n
− ≤ − + − < + − →u , n →∞ .  

Нехай тепер простір V  є стором зі скалярним добутком 

( ),u v . Поповнюючи V  як нормований простір з нормою 
 про

( ),u , м имаємо банахів простір 
1/ 2

V
u u= и отр H , елементами яког  

є класи u

о

 фундам стей ента слідовнольних по { }nu . Покажемо, що 

H  – 
берт

простір зі скалярним добутком, і, внаслідок  повноти, є гіль-
ови

 своєї
м. Нехай ,u v H∈ , { } { }nu  і nv  – представники цих класіва . 

начимо в H  скалярний добуток ( )lim ,n nn
u v

→∞
( ),u v =

def

Виз . У разі цьо-

го виявляється, о ( )щ
2 2, lim n V Hn

u u u u
→∞

= = . 
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15.2. Простір Лебега з погляду теореми про поповнення 

Визначимо банахів простір ( ),L a b  як поповнення нормова-

ного простору [ ]( ),L a b . 1 Нагадаємо, що елементами [ ]( )1 ,L a b є  

неперервні на [ ],a b  функції ( )u t ю ( ) з нормо
b

a

t

Н

u u t d= ∫ . 

15.2.1. Означення. ехай ( ){ }nu t  і ({ )}n′  – дві по іu t сл довності не-

перервних на [ ],a b  функцій. Якщ по сть о слідовні ({ ) ( )}n n

 малою в 

u t u t−  ′  є

нескінченно [ ]( )1 ,L a b , тобто при n →∞  

( ) ( ) 0
b

n n n n
a

u u u t u t dt′ ′− = − →∫ , то послідовності ( ){ }n  і 

(

u t

){ }nu t′  будемо називати тними в еквівален [ ]( )1 ,L a b , або еквіва-

лентними в середньому. 

5.2.2. Означення. Послідовність ( ){ }nu t  неперервних на [1 ],a b  фу-

нкцій будемо називати фундаментальною в [ ]( )1 ,L a b , або фунда-

ментальною в серед якщо 0ньому, ε∀ >  N∃ ∈ , що для n N∀ >  

і p∀ ∈  ( ) ( )
b

n p n n p n
a

u u u t u t dt ε+ +− = − <∫ . 

Згідно з теоремою повнення, простір Лебега  про по ( ),L a b  

складається з елементів ( )u t , які є класами еквівалентних у серед-
ьому і рервнихн  фундаментальних у середньому послідовностей непе  
функцій. Дві фундаментальні в середньому послідовності ( ){ }nu t  і 

( ){ }n  є представниками одного класу тоді й лише тоді, коли вони 

еквівалентні в середньому. Якщо 

u t′  

( ){ } ( )nu t u t∈ , то, за означенням, 

 ) ( ) [ ]( )1li
bdef

n n( , ,
lim m

L a n∫b L a bn
a

u u t dt u
→∞ →∞

= = . (15.1) 
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Проведемо аналогію з ірраціональними числами. Їх можна 
трактува  деякі ідеальні елементи, скіл

 до
ти як ьки завгодно добрі набли-

ження  яких отримують за допомогою раціональних чисел. Так і 
елементи простору ( ),L a b  ми м жемо розглядати як деякі ідеальні 
функції, наблизитись до яких пра тично завжди можна за допомогою 
неперервних функцій. Більше того будемо називати тегралом Лебега 
від функції ( )

о
к
,  ін  

u t , де ( ) ( ),u t L a b∈ , вираз (15.1), тобто за означен-

ням 

 ( ) ( )lim
b bdef

nn
a

u t dt u t dt
→∞

=∫ ∫  

(зліва – ін Лебега, справа – інтеграл Рімана). 
a

теграл 
ється, що ідеальні ти рост Виявля елемен  (класи) п ору ( ),L a b  

нкр ивними функціями. 
имо о  з теоремо  про попо -

нення, простір 

можна ототожнити з деякими ко етними розр
 У першу чергу зауваж , щ , згідно ю в

( ),L a b  м  [ ],a b  істить усі неперервні на функції. Ро-
уміти ц едставником якого є стаці
рн
з е треба так. Розглянемо клас, пр она-
а послідовність ( ){ }u t  [ ],a b . де ( )u t  непе  рервна на Цей клас ми 

ототожнимо з функцією ( )u t  і позначаємо також ( )u t . Крім функції 

клас містить ивні функції, иклад, відрі-

зняються від функції

( )u t   ( )u t   також розр які, напр

 ( )u t  в скінченній кількості точок. 
 Цю ідею можна розвивати далі: деякі розривні функції можна 
рактувати як границі в метриці т [ ]( )1 ,L a b  

Кожну таку р

фундаментальних послі-

довностей неперервних функцій. озривну функцію можна 
ототожнити з деяким класом з ( ),L a b . 

( )u t  неперервна на [ ],a b , Нехай функція за виключенням 
кількості го роду. По , що 

ослідовніст рвн
скінченної  точок розриву першо кажемо тоді 
існує фундаментальна в середньому п ь непере их на 
[ ],a b  функцій ( ){ }nu t , яка збігається до в середньому.  ( )u t  
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Нехай ( )u t  має т и розриву 1 la t t bочк < < < <… , п ичому 

( )

р 

( ) ( )1
2k k+ −= +⎡ ⎤⎣ ⎦ku t u t u t , де ( )ku t+  і ( )  ( )u t  k−u t  – границі в 

ідповідно справа і зліва. 

риву око

точці t , вk

 Оточимо кожну точку роз лом ( ), kt  k kt tδ δ− + , де 

δ  вибираємо настільк  малим, ka t δ< − , kt bδ+ < , и щоб а самі 
коли не перетиналися. Визначимо послідовність неперервних функ-
цій 

 

о

( )

( ) [ ] ( )

( )

1

, , \ / , /

1
2

,
2

/ , / , 1, .

l

k k
k

k k
n

k k

k k

u t t a b t n t n

n t t u t
n nu t

n t t u t
n n

t t n t n k l

δ δ

δ δ
δ

δ δ
δ

δ δ

=

⎧
∈ − +⎪

⎪
⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − +⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎨
⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎪ ∈ − + =⎩

∪

 

,

Доведемо, що ( ){ }nu t  фундаментальна в [ ]( )1 ,L a b . Нехай 

[ ]
( )

,
sup

def

t a b
M u t

∈
= . Тоді 

[ ]
( )

,
sup n

t a b
u t M

∈
≤ , 

( ) ( )

( )
 

( )
/k

n n n p n

t nl

u u u t u t dt

δ

+ +

+

= − =∫

1 /

2 2 0,
k

n
k t n

u u t d Ml
nδ

+
= −

= − ⋅ →∑ ∫
 чином, 

b

p
a

n p t t δ

−

≤

 

Такимn →∞ . ( ){ }nu t  фундамен Аналогічно можна 

показати, що в цій самій нормі 

тальна. 

( ) ( )nu t u t→ , n →∞ . Тому клас, 

представником якого є ( ){ }nu t  ити з розри ю фун-можна ототожн вно

кцією ( )u t . 
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1 иклад. Покажемо, що 5.1. Пр ( )1 0,2L
t
∈ . го лянемо Для цьо розг

ослідовність функцій ( )

1 1, , 2

1, 0,
n

t
ntu t

n t
n

⎧ ⎡ ⎤∈⎪ ⎢ ⎥ ,

.

⎪ ⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤⎪ ∈ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 п Маємо 

 

( ) ( )
2

nu u u t u t dt+ − = − =

( )
( )

( )
( )

1

1

1/

0

1/
n p n

n p

n p n dt t n dt
−

−

+

+

= + − + − ≤∫ ∫

( )

( )( ) ( )

0

1/

1 1

p n n p n

n

n

n p n n n

+

+ +

∫

)

0

1/
n p n

t n dt
n p
+ −

≤ + − =
+ ∫  

1/

0
2

2 ,

np t t n
n p p n

= + − ≤
+ + +

≤ + ≤

тобто ({ }nu t ( )
2 2 1

 фундаментальна. Крім цього, 
0 0

nu t dt dt
t

→∫ ∫ , 

е інтег мд рал справа слід розу іти як невласний. 

15.2.3. Простори Лебега ( )pL Ω , 1p ≥ . Нехай Ω  обмежена область 

в n , а  ( )pL Ω  є, за означенням, Ω  – її замикання. Простір Лебега

поп ростору овненням п ( )p ( )LL Ω ент и простору p. Ел амем Ω  є деякі 

„функції”, наблизитися до яких як завгодно добре (в середньому) мож-
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 Ω  на за допомогою неперервних на функцій, оскільки ( )pL Ω

 овність неперервних функцій

 щіль-

на в ( )pL Ω . 

 ( ){ }nu x , x∈Ω , Послід є фун-

( )pL Ω , або фундаментальною в середньому на даментальною в Ω  з 

аз ком p , якщо пок ни

 ( ) ( ) ( ) 0p

pp
n mL

u x u x dx
Ω

Ω

= − →∫ , ,n m →∞ , 

причому ( ){

n mu u−

} ( ){ }*
n nu x u x∼  означає, що 

( ) ( ) ( ) * * 0p

p p

n n n nL
u u u x u x dx

Ω
− = − →∫ , n →∞ . 

Ω

У цих формулах маємо на увазі n-кратні інтеграли Рімана по області 
Ω . 
 Згідно з теоремою про поповнення, елемен ( )pL Ωти  – це 

класи ( )u x  фундаментальних у середн му послідовностей. Дві такі 
послідовності відносяться до одно у то  й лише тоді, коли вони 

Як і раніше, всі неперервні та деякі розр

ьо  
го клас ді  

еквівалентні в середньому. 
 ивні на Ω  функції 
ожна ом тотожнити з деякими класами в ( )pL Ω . 

 Зауважимо, що всі простори ( )pL Ω  є сепарабельними. Дійс-

но, будь-яку функцію з ( )pL Ω  можна наблизити в метриці ( )C Ω  і 

тим більше в метриці ( )pL Ω  множиною многочленів з раціональ -

ми коефіцієнтами. Внаслідок щільно  

ни

сті ( )pL Ω  ця множ на многоч-

ленів буде щільною і в 

и

( )pL Ω . 

ді мо р ( )2L Ω Ви ли  окремо прості  – поповнення простору із 

скалярним добутком ( )2L Ω . Відповідно до попередньог ( )2L Ω  – о, 
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гільберт р. ів прості Скалярний добуток в ( )2L Ω  визначається к гра-

(

 я
ниця 

 ( )) ( ) ( ), lim , lim
def

n nu v u v u x v x dx= = ∫ , 

де u x

n nn n→∞ →∞
Ω

)  і ( )v x  – класи, а ( ){ }nu x  і ( ){ }nv x  – їх представники, 
 в середньому слідо

(
тобто фундаментальні по вності неперервних функ-
цій. 
 Приймемо за 

15.2.4. Означення. Для ( )2,u v L∈ Ω  будемо називати ( ),u v  n-

кукратним інтегралом Ле га від добутбе  uv  по області Ω , тобто 

( ) )( ( ) ( )lim
def

u x v dx u x v x dx
Ω

=∫ ∫ . n nn
x

→∞
Ω

( ) 1v x ≡  Вибираючи, зокрема, – клас, представником якого є послі-

довність { }1 , x∈Ω , отримаємо для ( )2u L∈ Ω  

( ) ( )lim
def

nn
u x dx u x dx

→∞
Ω Ω

( )2u L∈ Ω  інтеграл Лебега як границю рімановських інтегралів від 
представників. Н тому, що визначений інтеграл 
Лебега володіє п теграла Рімана. 

15.3.1. Означе овані тори V і Y  називаються із ор-
фними, як  всюди ви ена лінійна фу  

=∫ ∫ . Ми визначили для всіх класів 

еважко переконатися в 
евними властивостями ін

15.3. Ізоморфізм, ізометрія та вкладання нормованих і банахових 
просторів 

ння. Норм  прос ом
що  на знач нкція

 
 V  ( )y I v=   зна-

 здійснює ізоморфізм V  і Y  як ліні х просторів і 

із

ченнями в яка
така, що існують константи 

 Y , йни
0α >  і 0β >  такі, що нерівніс  ть

( )V VY
v I v vα β≤ ≤  виконується v V∀ ∈ . Якщо 

( ) VY
I v v=  і  будемо називати лінійно ізо, то метричними.  V Y
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 Наприклад, будь-який n-вимірний дійсний нормований прос-
тір ізоморфний Отже, вс
 Більш загальним поняттям, порівняно з ізоморфізмом, є по-
няття вкладання нормованих просторів, із яких один чи обидва можуть 

и наховим
15.3.2. Означення. Будемо говорити, що нормований простір 

 скрізь
ні  функція

 n . і такі простори ізоморфні між собою. 

бут  ба и. 
V  

вкладається в нормований простір Y , якщо  на V  задана лі-
йна  ( )I v к тан, причому існує та 0β >  така, що онс нерів-

ність ( ) що ( )VY
I v vβ≤  ви  v V∀ ∈ . Якконується

VY
I v v

 го нн ме

с при

= , 

то будемо ворити, що вклада я V  і Y  ізо тричне. 
15.2. Приклад. Наведемо приклади вкладання просторів. 

• Про тір k  вкладається в n   k n≤ . 
( )
2l  вкладається в 2l . Дійсно, можна покласти 
def

mПростір • 

{ }( ) { }m
i iI v y

1 1i i

∞

= = 0, .i i m
= ичому iv i m

 
, ,

y
≤

, пр
⎧

= ⎨  

простір мо ично і щільно вкладе
ний  простір – своє повнення. 

>⎩
• Згідно з теоремою про поповнення, будь-який (неповний) 

нормований же бути ізометр -
 у банахів  по

• Простір [ ]( ),C a b кладається в  в [ ]( ),pL a b . 

15.4. Простір Соболєва з погляду теореми про поповнення 

[ ]( )1H a Розглянемо на [ ],a b  простір ,b , який складається із 

функцій ( )u x , неперервно диференційованих на [ ],a b , зі скалярним 
добутком 

 ( ) ( ) ( ) ( ),
b bdef

a a

u v u x v x dx v x′= +∫ ∫  (15.2) ( )u x dx′

відпов

 

і ідно до цього скалярного добутку нормою 

[ ]( ) ( ) ( )( )( )1

22
def

a

u u x u x dx
⎛ ⎞

′= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . (15.3) 

1/ 2

,

b

H a b
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Простір ( )1H a є поповненням b  , [ ]( )1 ,a b  в цій нормі. Елемента-

( )1 , , згідно з теоремою про поповнення, 

H

ми H a b є класи, які склада-

ться з послідовностей 

 

( ){ } [ ]( )1 ,nu x H a b⊂  фундаментальних у ю

[ ]( )1 ,H a b  в середньому, тобто таких, що 

) (( ) ( ) ( )( )2
0x u x u x u dx′ ′

2
b

n m n m
a

u x− +∫ . 

акі послідовності

− → , m →∞ Дві ,n

 ( ){ }nu x  і ( ){ }т nu x  належать до одного класу, як-

що ( ) ( ){ }n nu x u x−  є нескінченно [ ]( )1 ,H a b , малою в метриці 

 ( )2 2 0
b

n n n nтобто якщо
a

u u u u dx′ ′− + − →∫ , Із фундамен-n →∞ . 

тальності в середньому ( ){ }nu x  в [ ]( ),H a b  випливає, що окремо 1

при ,n m ( ) ( )→∞  
2

b

0n mu x u x dx
a

− → , ∫
b

( ) ( ) 2
0mu x dx′− → им чином із умови еквn

a

u x′∫ . Подібн івалентнос-

і ( ){ }nu x  і ( ){ }nu x  [в метриці ]( )1 ,H a b  випливає: т

2 0
b

n n
a

u u dx− →∫ , 
2 0

b

n n
a

u u dx′ ′− →∫ . 

 Відповідно до означення простору ( )2 ,L a b , існують функції 

( )2 ,u L a b∈  і ( )2w L∈ такі, що при n →∞ , а ,a b  

5.4.1. Означення. Нехай 

nu u→ , 

nu w′ →  в середньому. 

( ){ } [ ]( )1 ,nu x H a b⊂ . Тоді в ( )2 ,L1 a b  

визначені елемент з представником u   { }nu  і елемент з предста- w  
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{ }nu′ . вником Елемент ою

нсі Соболєва) від функції при цьому пишуть

 w  називається узагальненою похідн  (в се-

 u ,  ( ) ( )w x u x′= . 
 Наведемо стивості ної похідної: якщо 

, ,u u H a b∈
деякі вла узагальне

( )1 ( )1
1 2 , то 1 1 2 2  ,u u H a bλ λ+ ∈ і 

1 1uλ ′( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2u x u x u xλ λ λ′ ′= + . 
 Із означення узагальненої похідної видно, що вона визнача-
ється не локально, в окремих точках, а гл бально – одра у на всьому 

[

+

о з

],a b  [ ]( )n n ∈ , 1, ,u v H a b 1,2,n = … , так, що. Нехай  

{ } ( )1 ,nu u H a b∈ ∈ , { } ( )1 ,nv v H∈ ∈ a . Перейдемо до границі 
х 

 , (15.4) 

 

b
при n →∞  в рівностя

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
b b

n n n n n n
a a

u v u x v x dx u x v x dx′ ′= +∫ ∫

[ ]( ) ( ) ( )( )( )1

1/ 2
22

,

b

n n nH a b
a

u u x u x
⎛ ⎞

′= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ dx  (15.5) 

і, згідно з теоремою про поповнення і означенням інтеграла Лебега, 
 в уза

 нсі Лебега. Дл етних обчис-

, тобто, замість 

прийдемо до формул (15.2), (15.3), де тепер похідні розуміємо -
гальненому сенсі, а інтеграл – в се я конкр
ень можл на використати формули (15.4) і (15.5), беручи досить велике 

n ідеальних елементів v , u u , ′  і v′ , узяти їх гладкі 
 nu , nv , nu′  та nv′ . наближення

 Розглянемо ще одне означення узагальненої похідної. Нехай 

[ ]( )
0

1 ,C a b  – множина  енційованих  [ ],a b  всіх неперервно дифер  на

фінітних функцій ( )v x . Якщо тепер ( )u x  неперервно диференційо-

вана на [ ],a b , то ( ]( ),a b∀  справедлива інтегр ль  то-

тожність 

( ) ( ) ( )
b b

u dx u x v x dx′= − , (1

) [
0

1C∈ а на

a a

x v x′∫ ∫ 5.6) 

v x

) ( 
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яка перевіряється інтегруванням частинами. Цією тотожністю похідна 
повністю о також, що 

v x

u′  визначається. Припустим

( ) [ ]( ),C a b∈  і деякої неперервної на 
0

1 [ ],a b  функції w  
b

∀

 

Відн а ,a b

 

( ) ( ) ( ) ( )
a

u x v x dx w x v x dx′ = −∫ ∫ . (15.7) 
b

a

ючи ці тотожності, отримаємо ( )
0

1v x C∀ ∈ім  
b

[ ]( )

( ) ( )( ) ( ) 0
a

u x w x v x dx′ − =∫ . 

Звідки, в внаслідок щільності [ ]( )
0

1 ,C a b [ ]( )2 ,L a b , w u′=  на 

[ ],a b . 
за о

15.4 Л

Виявляється, що інтегральну тотожність (6.7) можна прийняти 
значення узагальненої похідної. Передусім справедливі такі леми. 

.2. ема. Якщо ( )1 ,u H a b∈ , то ( ) [ ]( )1 ,v x C a b∀ ∈  справед-
0

лива тотожність (15.6). 

Доведення. Нехай { }nu u∈ , тоді ( ) [ ]( )
0

1 ,v x C a b∀ ∈  має-

мо (

 

15.6): 
b b

( ) ( ) ( ) ( )n n
a a

u x v x dx u x v x dx′ ′= −

Вна
жна 
(15.

∫ ∫ . 

слідок неперервності скалярного добутку, в останній рівності мо-
ейти до границі при n →пер Внаслідок отримаємо тотожність 

6) для 
∞ . 

( )1 ,u H a b∀ ∈ .  

15.4.3. Лема. Нехай ( )1 ,u H a b∈ , ( )2 ,w L a b∈  такі, що 

[ ]( )
0

1 ,a b∈  справедлива тотожність (15.7).  w u′=  (уза-v C∀ Тоді

гальнена похідна). 
{ }nu u∈ , а { }nw w∈ . Тоді Доведення. Нехай 
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 ( ) ( ) (v x w′ + ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
b b

a a

u x x v x dx w x u x v x dx →′= −∫ ∫ , 

Нехай

n n n n

0

n →∞ , [ ]( )1 ,v C a b∀ ∈ . 

[ ]( )2 ,L a b∈  – кл  { } z ас, представником якого є n nw v′− . Тоді 

( ) ( ) 0x v x dx
b

a

z =∫  [ ]( ),v C a b∀ ∈ . Тому 
0

1 ( ) 0z x ≡ .  

15.4.4. Теорема про вкладання. ( )1 ,H a b  вкладається в [ ]( ),C a b . 

Доведення. Нехай ( )u x  неперервно диференційована на 

[ ],a b . Згідно з теоремою про середнє, внаслідок неперервності 

u ( )x , знайдеться точка [ ],a bξ ∈  така, що 

( ) ( ) ( )1
b

b a u t dt−− ∫ . Тому на 
a

u ξ = [ ],a b  справедлива тотожність 

 u t dt b a u t dt′ + − ∫ . 

За до

( ) 1
x b

u x −= ∫ ( ) ( ) ( )
aξ

огою нерівності КБШ маємо пом

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

[ ]( )1

1/ 2 1/ 2
2 1 2

,
,

a a

b b

a a

H a b

x u t dt

b a u x dx b a u x dx

K u

−

≤ + ≤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′≤ − + − ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≤

∫ ∫  

де

1
b b

u t dt b a −′ −∫ ∫u

 ( ){ }12max ,K b a b −= − − . 

диференційованої на 

a Отже, для довільної неперервно 

[ ],a b  функції справедлива нерівність 

[ ]( ) [ ]( )1, ,C a b H a b
u K u≤ , 0K const= > . 
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 Нехай тепер послідовність ( )} [ ]( )1 ,x H a b⊂  фундамен-{ nu

[ ]( )1 ,H a b . Тоді тальна в метриці 

[ ]( ) [ ]( )1, ,n m n mC a b H a b
, . Отже, 0u K u u− ≤ − → ,n m →∞u

{ ( )}nu  –фундаментальна в розумінні рівномірної збіжності й за x

критерієм Коші рівномірної збіжності збігається до [ ]( ),u C a b∈ . 

Тим більше, nu u→ , n →∞ , у середньому. Таким чином, у класі з 

( ),a b , що містить { }nu  представником, міститься неперервна фу-2L

нкція ( )u x , і тому цей клас можна ототожнити з ( )u x . Ототожнимо 

ементи з ( )1 ,H a b  з неперервними функціями. Нехай { }ел nu u∈ . 

Перейшовши в нерівності [ ]( ) [ ]( )1, ,C a b H a b
u K u≤  до границі при 

n →∞ , отримаємо те, що потрібно.  
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