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Вступ

Функцiональний аналiз є одним iз найважливiших роздiлiв сучасної
математики. Сьогоднi мову функцiонального аналiзу та його методи ши-
роко застосовують у рiзних напрямах математичної освiти.

Ми узагальнили досвiд проведення практичних занять iз функцiо-
нального аналiзу на факультетi прикладної математики та iнформати-
ки Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка. В цьому
збiрнику наведено типовi задачi, що охоплюють бiльшiсть роздiлiв ле-
кцiйних курсiв iз функцiонального аналiзу, якi викладають у окремих
форматах студентам спецiальностей “прикладна математика”, “систем-
ний аналiз та управлiння”, “iнформатика”.

Оскiльки, функцiональний аналiз як нормативну дисциплiну вивча-
ють протягом лише одного семестру студенти другого курсу, то ми мали
на метi посприяти засвоєнню базових понять та оволодiнню специфiкою
дослiджень рiзних конструкцiй, якi виконують вiдповiдними методами.

Збiрник задач охоплює теми вiд лiнiйних просторiв до спряжених опе-
раторiв, мiстить сiм роздiлiв, у кожному з яких наведено теоретичнi вi-
домостi та зразки розв’язування типових задач iз вiдповiдними поясне-
ннями й коментарями. До кожноїй теми наведено також задачi рiзної
складностi, призначенi як для аудиторного розв’язування, так i для са-
мостiйного опрацювання. Не претендуючи на оригiнальнiсть, ми запози-
чили бiльшiсть задач iз вiдомих збiрникiв, пiдручникiв та монографiй:
[2], [3], [4], [6], [8], [10] та iн.

Вiддаючи належне високому професiйному рiвню спецiалiстiв з фун-
кцiонального аналiзу, ми намагалися адаптувати вiдповiднi математичнi
строгостi до рiвня знань студентiв, захоплених, як вiдомо, передусiм iн-
формацiйними технологiями.

У збiрнику задач наведено також приклади екзаменацiйних бiлетiв
для правильної орiєнтацiї студентiв у сенсi вимог до рiвня засвоєння
функцiонального аналiзу.

Особлива вдячнiсть нашим колегам – спецiалiстам iз фукцiонального
аналiзу механiко-математичного факультету Львiвського нацiонального
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унiверситету iменi Iвана Франка за цiннi поради й консультацiї.
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Роздiл 1

Лiнiйнi простори

Поняття лiнiйного простору є одним iз найважливiших у сучаснiй
математицi. Множину всiх векторiв площини чи простору та множини
функцiй можна схарактеризувати одними й тими ж властивостями лiнiй-
ностi. Головнi з цих властивостей лягли в основу аксiом, що визначають
загальне поняття лiнiйного простору.

Означення 1.1. Множину E елементiв x, y, z, . . . називатимемо лiнiй-
ним простором, якщо в нiй означенi двi операцiї:

• будь-яким двом елементам x, y ∈ E поставлено у вiдповiднiсть еле-
мент x+ y ∈ E – їхня сума;

• кожному елементу x ∈ E i довiльному скаляру λ поставлено у вiд-
повiднiсть елемент λx ∈ E – добуток елемента x на скаляр λ.

У цьому запровадженнi операцiї додавання i множення на скаляр для
довiльних x, y, z ∈ E i довiльних скалярiв λ, µ повиннi задовольняти аксi-
оми:

1) x+ y = y + x;

2) x+ (y + z) = (x+ y) + z;

3) iснує нейтральний елемент Θ ∈ E такий, що x+Θ = x;

4) λ (µx) = (λµ)x;

5) 1 · x = x, 0 · x = Θ;

6) λ (x+ y) = λx+ λy;

7) (λ+ µ)x = λx+ µx.

5



Якщо λ, µ ∈ R, то E називатимемо дiйсним лiнiйним простором, якщо
ж λ, µ ∈ C, то – комплексним лiнiйним простором.

У будь-якому лiнiйному просторi E для довiльного елемента x ∈ E
можна визначити протилежний елемент −x, а отже, i операцiю вiднi-
мання елементiв y − x. Приймемо, що −x = (−1)x. Тодi, вiдповiдно до
аксiом 5 та 7,

x+ (−x) = 1·x+ (−1) ·x = 0·x = Θ, а тому y − x = y + (−x) .

Наслiдок 1.1. Для будь-яких x, y ∈ E та скалярiв λ, µ справджуються
наведенi нижче твердження.

1. Нейтральний елемент єдиний.

2. Якщо λx = µx, де x 6= Θ, то λ = µ.

3. Якщо λx = λy i λ 6= 0, то x = y.

Зазначимо, що надалi нейтральний елемент лiнiйного простору для
скорочення називатимемо нулем. У цьому разi в деяких лiнiйних просто-
рах окремi елементи, за традицiєю, називають векторами (або точками),
а вiдповiднi простори – векторними.

Нехай x1, x2, . . . , xl – довiльнi елементи лiнiйного простору E. Лiнiй-

ною комбiнацiєю цих елементiв називатимемо суму вигляду
l∑

k=1

akxk, де

a1, a2, . . . , al – довiльнi константи.
Елементи x1, x2, . . . , xl називатимемо лiнiйно залежними, якщо iснує

їхня лiнiйна комбiнацiя
l∑

k=1

akxk = Θ, де не всi ak дорiвнюють 0 одноча-

сно. Якщо рiвнiсть
l∑

k=1

akxk = Θ можлива лише за умови, що a1 = a2 =

· · · = al = 0, то елементи x1, x2, . . . , xl називатимемо лiнiйно незалежни-
ми.

Означення 1.2. Лiнiйний простiр називатимемо m-вимiрним, якщо в
ньому iснує m лiнiйно незалежних елементiв, а будь-яка система з m+ 1
елемента лiнiйно залежна.

Означення 1.3. Набiр будь-яких m лiнiйно незалежних елементiв у m-
вимiрному просторi E називатимемо базисом в E.

Нехай {ek}mk=1 – базис лiнiйного простору E, тодi для будь-якого x ∈ E
iснують скаляри a1, a2, . . . , am такi, що
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x = a1e1 + a2e2 + · · ·+ amem. (1.1)

Подання (1.1) довiльного елемента m-вимiрного простору E називати-
мемо розкладом елемента x за базисом {ek}mk=1, а числа a1, a2, . . . , am –
координатами елемента x у базисi {ek}mk=1.

Означення 1.4. Лiнiйний простiр E називатимемо нескiнченновимiр-
ним, якщо для кожного натурального n в E iснує n лiнiйно незалежних
елементiв.

Означення 1.5. Множину Ẽ в лiнiйному просторi E називатимемо лi-
нiйним багатовидом, якщо для будь-яких x, y ∈ Ẽ i будь-яких скалярiв
λ, µ лiнiйна комбiнацiя λx+ µy ∈ Ẽ.

Зазначимо, що Ẽ теж є лiнiйним простором.
Нехай M – деяка множина в лiнiйному просторi E. Множину еле-

ментiв iз E вигляду x0 + u, де u пробiгає M , позначатимемо x0 + M .
Тобто

x0 +M = {x0 + u;u ∈M}.

Означення 1.6. Нехай L – лiнiйний багатоовид у лiнiйному просторi
E. Фiксуємо x0 /∈ L. Множину x0 + L називають афiнним багатовидом
у E. Якщо простiр E скiнченновимiрний, то розмiрнiсть L уважають
розмiрнiстю афiнного багатовиду x0 + L.

Нехай E – лiнiйний простiр. Вiдрiзком, що з’єднує точки x1, x2 ∈ E,
називатимемо сукупнiсть усiх точок x вигляду

x = (1− t)x1 + tx2, t ∈ [0, 1].

Розглянемо лiнiйнi простори X i X̃; нехай кожному елементу x ∈ X
поставлений у вiдповiднiсть визначений елемент x̃ ∈ X, тобто задана
функцiя x̃ = J (x) визначена скрiзь на X зi значеннями в X̃. Говорити-
мемо, що простори X i X̃ (лiнiйно) iзоморфнi, якщо знайдеться функцiя
x̃ = J (x), що здiйснює лiнiйну i взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж X
i X̃, тобто

1) J (λx+ µy) = λJ (x) + µJ (y) для будь-яких елементiв x, y ∈ X i
будь-яких скалярiв λ, µ;

2) якщо J (x1) = J (x2), то x1 = x2;

3) для довiльного x̃ ∈ X̃ знайдеться x ∈ X такий, що x = J (x).
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Означення 1.7. МножинуW у лiнiйному просторi E називатимемо опу-
клою, якщо з умови x1, x2 ∈ W випливає, що множина W також мiстить
вiдрiзок, який з’єднує точки x1 i x2.

Розглянемо тепер поняття опуклого функцiонала. Нехай у лiйнiйному
просторi E задано функцiю, що ставить у вiдповiднiсть кожному x ∈ E
вiдповiдне число p (x). У цьому випадку кажуть, що на E задано фун-
кцiонал p (x). Якщо всi значення p (x) дiйснi, то функцiонал p (x) нази-
ватимемо дiйсним.

Означення 1.8. Дiйсний функцiонал p (x) називатимемо опуклим, якщо
для будь-яких x1, x2 ∈ E i будь-яких t ∈ [0, 1]

p ((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t) p (x1) + tp (x2).

Приклад 1.1. Перевiримо правильнiсть тверджень наслiдку 1.1..

1. Припустимо, що Θ1 i Θ2 – нулi в E; тодi Θ1 +Θ2 = Θ1, Θ2 +Θ1 = Θ2

(вiдповiдно до аксiоми 3). Звiдси, за аксiомою 1, Θ1 = Θ2.

2. Якщо до обох частин рiвностi λx = µx додати −µx, то отримаємо
(λ− µ)x = Θ. За умови λ 6= µ на пiдставi аксiоми 4 лiнiйного
простору (λ− µ)−1 (λ− µ)x = x = Θ, що суперечить припущенню
x 6= Θ. Отже, λ = µ.

3. Додавши до обох частин рiвностi λx = λy вираз −λy, отримаємо
λ (x− y) = Θ. Якщо λ 6= 0, то x−y = λ−1λ (x− y) = Θ, тобто x = y.

Приклад 1.2. Розглянемо лiнiйний простiр Rn iз базисом {ei}ni=1 i до-
ведемо, що будь-який елемент x ∈ Rn можна єдиним способом звести до
вигляду x = ξ1 · e1 + ξ2 · e2 + · · ·+ ξn · en.

Припустимо, що iснує ще один набiр чисел γ1, γ2, . . . , γn таких, що
x = γ1 · e1 + γ2 · e2 + · · · + γn · en. Тодi, за аксiомою 7, (ξ1 − γ1) e1 +
(ξ2 − γ2) e2+· · ·+(ξn − γn) en = Θ. Оскiльки {ei}ni=1 – базис у Rn, то задана
рiвнiсть виконується тодi й тiльки тодi, коли (ξ1 − γ1) = 0, (ξ2 − γ2) =
0, . . . , (ξn − γn) = 0. Звiдси ξ1 = γ1, ξ2 = γ2, . . . , ξn = γn.

Приклад 1.3. У лiнiйному просторi C [0, 1] розглянемо систему елемен-
тiв 1, t, t2, . . . , tn. Доведемо, що ця система лiнiйно незалежна.

Доведення побудуємо методом вiд протилежного. Для цього припу-
стимо, що iснують константи a0, a1, a2 . . . , an, якi не всi дорiвнюють нулю
одночасно, такi, що

a0 · 1 + a1 · t+ a2 · t2 + · · ·+ an · tn = 0. (1.2)
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Рiвнiсть (1.2) для всiх t виконується тодi й тiльки тодi, коли багаточлен
a0 ·1+a1 ·t+a2 ·t2+· · ·+an ·tn тотожно дорiвнює нулю, тобто тодi й тiльки
тодi, коли a0 = a1 = a2 = · · · = an = 0. А це суперечить припущенню, що
не всi коефiцiєнти {ai}ni=0 дорiвнюють нулю одночасно.

Задачi

1. Довести, що множина Rm усiх можливих упорядкованих наборiв
(стовпцiв висоти m) дiйсних чисел є лiнiйним простором.

2. Перевiрити, чи є лiнiйним простором множина Mmn усiх прямоку-
тних матриць порядку m× n зi скалярними елементами.

3. Чи є лiнiйним простором множина всiх дiйсних, визначених на вiд-
рiзку [a, b], неперервних функцiй? Якщо так, то запровадимо для
нього позначення C [a, b].

4. Довести, що один елемент (вектор) лiнiйного простору лiнiйно за-
лежний тодi й тiльки тодi, коли вiн дорiвнює нулю.

5. Знайти α, за якого елементи R3 (1, 2, 3)T , (1, 1, 0)T i (α, 1, 1)T ком-
планарнi (за термiнологiєю векторних лiнiйних просторiв), тобто
лiнiйно залежнi.

6. Довести, що в C [0, π] функцiї 1, cos t, cos2 t лiнiйно незалежнi, а
функцiї 1, cos 2t, cos2 t лiнiйно залежнi.

7. Нехай елементи x1, x2, . . . , xm лiнiйного простору E лiнiйно неза-
лежнi. Довести, що будь-якi k iз них, 1 ≤ k < m, також лiнiйно
незалежнi.

8. Довести, що в Rm будь-якi m+ 1 вектори залежнi. Для цього запи-
сати матрицю iз координат цих векторiв i скористатись тим, що її
ранг не перевищує m.

9. Довести, що C [a, b] є нескiнченновимiрним. Розглянути послiдов-
нiсть функцiй 1, t, t2, . . . , tn, . . . i довести, що 1, t, t2, . . . , tn лiнiйно
незалежнi для будь-якого натурального n.

10. Довести, що за будь-якого k > l ≥ 0 Ck [a, b] є лiнiйним багатовидом
у C l [a, b].

11. Покажiть, що множина всiх багаточленiв степеня ≤ m є m + 1-
вимiрним лiнiйним багатовидом в C [a, b].
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12. Довести, що множина розв’язкiв лiнiйного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння n-го порядку

dnx
dtn + a1 (t) dn−1x

dtn−1 + · · ·+ an (t)x = y (t)

утворює n-вимiрний афiнний багатовид у С [a, b]. Причому коефiцi-
єнти ai (t) , i = 1, 2, . . . , n, i права частина y (t) неперервнi на [a, b].

13. Довести, що будь-який лiнiйний багатовид в E є опуклою множи-
ною.

14. Довести, що перетин довiльної кiлькостi опуклих множин є опу-
клою множиною.
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Роздiл 2

Лiнiйнi нормованi простори

У попередньому роздiлi розглянуто лiнiйнi простори. Наступним кро-
ком буде запровадження нормованих просторiв. Поняття модуля дiйсно-
го числа, комплексного числа та вектора дає змогу означити вiдстань
чи, iншими словами, метрику, на числовiй осi, у комплекснiй площинi
або просторi векторiв, вiдповiдно. Наявнiсть метрики дає змогу розгля-
нути принциповi питання збiжностi послiдовностей чи рядiв, iснування
границi, неперервностi i диференцiйовностi функцiй тощо.

Означення 2.1. Лiнiйний простiр E називатимемо нормованим, якщо
кожному x ∈ E поставлено у вiдповiднiсть невiд’ємне число ‖x‖ (норма
x), яке задовольняє такi три властивостi (аксiоми норми):

1) ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = Θ;

2) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ для будь-якого x ∈ E i будь-якого дiйсного (ком-
плексного) числа λ;

3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ (нерiвнiсть трикутника) для будь-яких x, y ∈ E.

У нормованому просторi E розглянемо множину

Sr (x0) = {x ∈ E : ‖x− x0‖ < r},

де x0 ∈ E – фiксована точка, а r > 0. Множину Sr (x0) називатиме-
мо вiдкритою кулею iз центром у x0 радiуса r. Аналогiчно множину
S̄r (x0) = {x ∈ E : ‖x− x0‖ ≤ r} називатимемо замкненою кулею (iз цен-
тром в x0, радiуса r), а множину σr (x0) = {x ∈ E : ‖x− x0‖ = r} – сфе-
рою. Очевидно, що S̄r (x0) = Sr (x0) ∪ σr (x0).

Означення 2.2. Множину M ⊂ E називатимемо обмеженою, якщо її
можна помiстити в деяку кулю. Точнiше, M – обмежена, якщо iснує
таке число C > 0, що для всiх x ∈M виконується нерiвнiсть ‖x‖ ≤ C.
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Розглянемо в нормованому просторi E послiдовнiсть елементiв {xn}.

Означення 2.3. Елемент x0 ∈ E називаємо границею послiдовностi
{xn}, якщо ‖xn − x0‖ → 0 при n → ∞. Якщо x0 є границею {xn}, то
записують x0 = lim

n→∞
xn, або xn → x0 при n→∞, i кажуть, що послiдов-

нiсть {xn} збiжна до x0. Околом точки x0 називають будь-яку вiдкриту
кулю Sr (x0).

Для будь-яких двох наборiв комплексних чисел ξ1, . . . , ξm i η1, . . . , ηm
справджуються нерiвнiсть Ґьольдера

m∑
k=1

|ξkηk| ≤
(

m∑
k=1

|ξk|p
) 1

p
(

m∑
k=1

|ηk|q
) 1

q

, де 1
p

+ 1
q

= 1, за умови p, q > 1,

та нерiвнiсть Мiнковського(
m∑
k=1

|ξk + ηk|p
) 1

p

≤
(

m∑
k=1

|ξk|p
) 1

p

+

(
m∑
k=1

|ηk|p
) 1

p

.

Означення 2.4. Нехай у лiнiйному просторi E запроваджено двi норми:
‖·‖1 i ‖·‖2. Якщо iснує константа β > 0 така, що для будь-яких x ∈ E
виконується нерiвнiсть ‖x‖1 ≤ β ‖x‖2, то вважатимемо, що норма ‖·‖1
пiдпорядкована нормi ‖·‖2.

Кажуть, що норми ‖·‖1 та ‖·‖2 еквiвалентнi, якщо iснують числа α >
0, β > 0 такi, що для довiльних x ∈ E виконуються такi нерiвностi

α ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β ‖x‖1.

З огляду на це справджується також важливе твердження.

Теорема 2.1. У будь-якому скiнченновимiрному лiнiйному просторi всi
норми еквiвалентнi.

Нехай E нормований простiр.

Означення 2.5. Множину M ⊂ E називаємо вiдкритою, якщо разом iз
кожною своєю точкою M мiстить також деякий окiл цiєї точки. Тобто
M є вiдкритою, якщо для довiльного x0 ∈ M знайдеться r > 0 таке, що
Sr (x0) ⊂M . Порожню множину ∅ вважають вiдкритою в E за означен-
ням.

Означення 2.6. Точку a називаємо граничною точкою множини M ⊂
E, якщо довiльний окiл a мiстить хоча б одну точку множини M , вiд-
мiнну вiд a.
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Важливим є i таке твердження.

Теорема 2.2. Точка a є граничною точкою множиниM ⊂ E тодi й лише
тодi, коли iснує деяка послiдовнiсть {xn} ⊂ M , що збiгається до a, при
цьому xn 6= a, n = 1, 2, . . .

На пiдставi означення 2.6. запроваджують важливе поняття замкне-
ної множини.

Означення 2.7. Множину M ⊂ E називаємо замкненою, якщо вона
мiстить усi свої граничнi точки. Порожню множину ∅ завжди вважають
замкненою за означенням.

Означення 2.8. Нехай M ⊂ E, а M ′ – множина граничних точок M .
Множину M̄ = M ∪M ′ називаємо замиканням M .

Означення 2.9. Нехай M ⊂ E; множину E \M = {x ∈ E : x /∈M} на-
зиваємо доповненням до M .

ЯкщоM ⊂ E, то всi точки з E (щодоM) будуть одного iз трьох типiв:
внутрiшнi точки M , точки межi M i зовнiшнi точки M . Точку x0 ∈ M
називатимемо внутрiшньою точкою M , якщо iснує її окiл Sr (x0) ⊂ M .
Точку x0 /∈ M називатимемо зовнiшньою точкою M , якщо iснує куля
Sr (x0) (її окiл), що не мiстить точок iз M (тобто M ∩Sr (x0) = ∅). Точку
x0 ∈ E називаємо точкою межi M , якщо в будь-якому околi x0 є точки,
що належать M , i точки, що M не належать.

Отже, вiдкритою буде множина, яка мiстить лише внутрiшнi точки.
Точки межi утворюють так звану межу ∂M множини M .

Означення 2.10. Замкнений лiнiйний багатовид L у нормованому про-
сторi E називатимемо пiдпростором E.

Визначимо вiдстань % (x, L) вiд точки x до пiдпростору L за допомо-
гою рiвностi % (x, L) = inf

u∈L
‖x− u‖. Число % (x, L) характеризує найлiпше

наближення елемента x за допомогою елементiв пiдпростору L. Якщо
iснує елемент u∗ ∈ L такий, що % (x, L) = ‖x− u∗‖, то u∗ називатиме-
мо елементом найлiпшого наближення x елементами пiдпростору L.
Елемент найлiпшого наближення може виявитись не єдиним або ж не
iснувати взагалi. Тому важливими є такi твердження.

Теорема 2.3. Нехай L – скiнченновимiрний пiдпростiр нормованого про-
стору E. Для будь-якого x ∈ E iснує (можливо, не єдиний) такий елемент
u∗ ∈ L, що % (x, L) = ‖x− u∗‖.
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Означення 2.11. Нормований простiр E називатимемо строго нормо-
ваним, якщо в ньому рiвнiсть ‖x+ y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ можлива тiльки за
умови y = λx, де λ > 0.

Теорема 2.4. У строго нормованому просторi E для кожного x ∈ E i
кожного пiдпростору L може iснувати не бiльше одного елемента найлi-
пшого наближення x елементами L.

Означення 2.12. Лiнiйний багатовид L, що належить нормованому про-
стору E, називатимемо щiльним в E, якщо за будь-якого x ∈ E i довiль-
ного ε > 0 знайдеться елемент u ∈ L такий, що ‖x− u‖ < ε.

Наведемо розв’язки деяких типових задач.

Приклад 2.1. Розглянемо лiнiйний простiр стовпцiв x= (ξ1,ξ2,. . .,ξm)T

висоти m. Запровадимо в цьому лiнiйному просторi норму за таким пра-
вилом: ‖x‖ = max

1≤i≤m
|ξi|. Перевiримо аксiоми норми.

1. Оскiльки |ξi| ≥ 0 за будь-якого i = 1,m, то й max
1≤i≤m

|ξi| ≥ 0. Отже,

‖x‖ = 0 при x = Θ. Далi припустимо, що ‖x‖ = 0, тобто max
1≤i≤m

|ξi| =

0. Звiдки ξi = 0 за будь-якого i = 1,m, а тому x = Θ.

2. Легко побачити, що за будь-якого i = 1,m |λξi| = |λ| · |ξi|. Тому
‖λx‖ = max

1≤i≤m
|λξi| = |λ| max

1≤i≤m
|ξi| = |λ| ‖x‖.

3. Для будь-якого фiксованого i з множини {1, 2, . . . ,m} легко отри-
мати таку послiдовнiсть нерiвностей |ξi + ηi| ≤ |ξi|+|ηi| ≤ max

1≤i≤m
|ξi|+

max
1≤i≤m

|ηi|, де ηi
(
1,m

)
– координати довiльного стовпця y висоти

m. Оскiльки останнi нерiвностi справджуються для будь-якого i ∈
{1, 2, . . . ,m}, то max

1≤i≤m
|ξi + ηi| ≤ max

1≤i≤m
|ξi| + max

1≤i≤m
|ηi|, або ‖x+ y‖ ≤

‖x‖+ ‖y‖.

Отже, запроваджений нами об’єкт можна вважати нормою, оскiльки
для норми справеджуються невиродженiсть, однорiднiсть та нерiвнiсть
трикутника. Отриманий нормований простiр, за традицiєю, позначають
сm. Власне тому max

1≤i≤m
|ξi| = ‖x‖cm .

Приклад 2.2. Розглянемо деяку послiдовнiсть {xn} нормованого про-
стору E. Нехай x0 = lim

n→∞
xn i x0 ∈ E. Доведемо, що границя x0 єдина.
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Доводитимемо вiд супротивного. Припустимо, що iснують два еле-
менти x0 i y0 такi, що xn −→

n→∞
x0 i xn −→

n→∞
y0, причому x0 6= y0. Легко

побачити, що

‖x0 − y0‖ = ‖x0 − xn + xn − y0‖ ≤ ‖x0 − xn‖+ ‖xn − y0‖.

Оскiльки ‖x0 − xn‖ −→
n→∞

0 i ‖xn − y0‖ −→
n→∞

0, а наведена нерiвнiсть вико-
нується за довiльного n, отримуємо, що x0 = y0. Отже, границя єдина.

Приклад 2.3. Доведемо правильнiсть нерiвностей

αm ‖x‖Em ≤ ‖x‖cm ≤ βm ‖x‖Em

та знайдемо вiдповiднi константи еквiвалентностi αm та βm.
Почнемо iз першої нерiвностi.
Очевидно, що ξi ≤ max

i
ξi за будь-якого i = 1,m, однак тодi ξ2i ≤

max
i
ξ2i . Пiдсумуємо цi нерiвностi за i, отримаємо

m∑
i=1

ξ2i ≤
m∑
i=1

max
1≤i≤m

ξ2i = m · max
1≤i≤m

ξ2i .

Звiдси √
m∑
i=1

ξ2i ≤
√
m · max

1≤i≤m
ξ2i ,

або

1√
m

√
m∑
i=1

ξ2i ≤ · max
1≤i≤m

|ξi|.

Отже, αm ‖x‖Em ≤ ‖x‖cm , де константа еквiвалентностi αm = 1√
m
.

Доведемо тепер правильнiсть ‖x‖cm ≤ βm ‖x‖Em .
Числова послiдовнiсть {ξ2i }

m
i=1 також мiстить max

1≤i≤m
ξi

2, тому max
1≤i≤m

ξi
2≤

m∑
i=1

ξ2i , звiдки max
1≤i≤m

|ξi| ≤ 1·
√

m∑
i=1

ξ2i . Отже, ‖x‖cm ≤ βm ‖x‖Em , де константа

еквiвалентностi βm = 1.

Приклад 2.4. Розглянемо послiдовнiсть функцiй xn (t) = tn+1

n+1
− tn+2

n+2
у

просторi C [0, 1] i перевiримо, чи вона є збiжною.
Послiдовнiсть {xn (t)} для кожного фiксованого t ∈ [0, 1] при n→∞

збiгається до x0 (t) ≡ 0. Доведемо тепер, що {xn (t)} збiгається до нуля
рiвномiрно. Для цього розглянемо
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‖xn‖C[0,1] = max
t∈[0,1]

|xn (t)| = max
t∈[0,1]

∣∣∣ tn+1

n+1
− tn+2

n+2

∣∣∣.
Знайдемо max

t∈[0,1]

∣∣∣ tn+1

n+1
− tn+2

n+2

∣∣∣. Легко побачити, що
(
tn+1

n+1
− tn+2

n+2

)′
= tn− tn+1

i

tn − tn+1 = 0 при t1 = 0 i t2 = 1.

Пiдставимо t1 i t2 в
(
tn+1

n+1
− tn+2

n+2

)
. Максимум досягається при t2 = 1 :(

1
n+1
− 1

n+2

)
= 1

(n+1)(n+2)
−→
n→∞

0. Отже, ця послiдовнiсть збiгається в про-
сторi C [0, 1] рiвномiрно.

Приклад 2.5. Чи буде опуклою в просторi C [0, 1] множина багаточле-
нiв степеня k?

Для того, щоб це з’ясувати, запишемо два довiльнi багаточлени

x1 (t) = a0t
k + a1t

k−1 + · · ·+ ak та x2 (t) = b0 t
k + b1t

k−1 + · · ·+ bk

i розглянемо їхню лiнiйну комбiнацiю

x (t) = (1− τ)x1 (t) + τx2 (t) =
(1− τ)

(
a0t

k + a1t
k−1 + · · ·+ ak

)
+ τ

(
b0t

k + b1t
k−1 + · · ·+ bk

)
.

Об’єднаємо коефiцiєнти при однакових степенях:

((1− τ) a0 + τb0) · tk + · · ·+ ((1− τ) ak + τbk) · 1 = x (t).

Легко побачити, що при τ = − a0
b0−a0 (τ ∈ [0, 1]) степiнь багаточлена x (t)

буде k − 1 i x (t) не належатиме множинi багаточленiв степеня k.

Приклад 2.6. Перевiримо чи є строго нормованим дiйсний простiр l2.
Вiдомо, що для будь-яких x, y iз простору зi скалярним добутком

справджується нерiвнiсть Кошi–Буняковського |(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖. При-
чому рiвнiсть виконується лише у випадку, коли x, y лiнiйно залежнi:
x = λy. Доведемо це. Справдi, для довiльного λ ∈ R скалярний добуток

(x− λy, x− λy) = (x, x)−2λ (x, y)+λ2 (y, y) = λ2 ‖y‖2−2λ (x, y)+‖x‖2 ≥ 0.

Це можливо тодi й тiльки тодi, коли дискримiнант квадратного тричлена
λ2 ‖y‖2−2λ (x, y)+‖x‖2 є меншим або дорiвнює нулю. Тобто коли 4 (x, y)−
4 ‖x‖2 ‖y‖2 ≤ 0, звiдки |(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖.

Наведенi вище мiркування засвiдчують, що в нерiвностi Кошi–Буня-
ковського рiвнiсть виконується тодi й лише тодi, коли x = λy. Як ми
знаємо, за допомогою нерiвностi Кошi–Буняковського доводять нерiв-
нiсть трикутника для норми в l2. Власне тому ‖x+ y‖l2 = ‖x‖l2 + ‖y‖l2
тодi й лише тодi, коли x = λy. Отже, простiр l2 строго нормований.
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У разi першого читання цей приклад можна пропустити i повернутися
до нього в ходi вивчення просторiв зi скалярним добутком.

Задачi

1. Чи буде збiжною в нормi простору X послiдовнiсть {xn}?

а) X = C [0, 1] , xn (t) = e−
t
n ;

б) X = L2 (0, 1) , xn (t) = tn − t2n;
в) X = L2 (0, 1) , xn (t) = tn;

г) X = L1 (0, 1) , xn (t) = e−
t
n ;

д) X = C [0, 1] , xn (t) = nt√
n2+1

;

е) X = L2 (0, 1) , xn (t) = tn − tn+1;

ж) X = C [0, 1] , xn (t) = nt
1+n+t

;

и) X = C [0, 1] , xn (t) = 2nt
1+n2+t2

;

к) X = L1 (0, 1) , xn (t) = nt
1+n+t

;

л) X = L1 (0, 1) , xn (t) = 2nt
1+n2+t2

;

м) X = L2 (0, 1) , xn (t) = nt√
n2+1

.

Зауваження щодо використаних позначень окремих нормованих
просторiв. Типовим позначенням простору Лебега є L2 (0, 1) (подi-
бно L1 (0, 1)). Згiдно з означенням, елементами цього простору не
є звичайнi функцiї. Водночас окремi функцiї можна ототожнити,
у деякому сенсi, з певними об’єктами названого простору. Тому за-
пис, наприклад, xn (t) = tn − t2n ∈ L2 (0, 1), є цiлком допустимим
з погляду механiзму побудови L2 (0, 1), оскiльки функцiя tn − t2n

є неперервною на iнтервалi, який розглядаємо. У цьому разi нор-

му xn (t) в L2 (0, 1) визначають так: ‖xn‖L2(0,1)
=

{
1∫
0

x2n (t)dt

} 1
2

, де

iнтеграл розумiємо, цiлком природно, у сенсi Рiмана.

2. Довести, що в означеннi лiнiйного нормованого простору першу
аксiому можна замiнити на таку: з умови ‖x‖ = 0 випливає, що
x = Θ.

3. Нехай xn, x, yn, y ∈ X (n ∈ N), де X – нормований простiр. Довести,
що:
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а) якщо xn → x, то xn – обмежена послiдовнiсть;
б) якщо xn → x, λn → λ (λn, λ ∈ C), то λnxn → λx;
в) якщо xn → x, то ‖xn‖ → ‖x‖;
г) якщо xn → x i ‖xn − yn‖ → 0, то yn → x;
д) якщо xn → x, то ‖xn − y‖ → ‖x− y‖.

4. Довести, що вiдкрита куля Sr (x0) – вiдкрита множина, замкнена
куля S̄r (x0) – замкнена множина, i замикання Sr (x0) збiгається з
S̄r (x0).

5. Довести, що diamSr (x0) = 2r.

6. Нехай S̄r (a) ⊂ S̄R (b) ⊂ X. Довести, що r ≤ R i ‖a− b‖ ≤ R− r.

7. Довести, що для будь-яких елементiв x, y ∈ X виконується нерiв-
нiсть ‖x‖ ≤ max {‖x− y‖ , ‖x+ y‖}.

8. Переконатися, що в наведених нижче випадках виконуються аксiо-
ми норми, тобто норма визначена коректно. Що означає збiжнiсть
послiдовностi в кожному з перерахованих нижче просторiв?

а) Простiр Em стовпцiв x = (xk)
m
k=1 (xk ∈ R (xk ∈ C)) з нормою

‖x‖Em =

[
m∑
k=1

|xk|2
] 1

2

.

б) Простiр cm стовпцiв x = (xk)
m
k=1 (xk ∈ R(xk ∈ C)) з нормою

‖x‖cm = max
1≤k≤m

|xk|.

в) Простiр l
(m)
p (p ≥ 1) стовпцiв x = (xk)

m
k=1 (xk ∈ R (xk ∈ C)) з

нормою ‖x‖
l
(m)
p

=

[
m∑
k=1

|xk|p
] 1
p

.

г) Простiр l2 послiдовностей x = (x1, x2, . . . )
T , (xk ∈ R (xk ∈ C)),

що задовольняють умову
∞∑
k=1

|xk|2 <∞, з нормою

‖x‖l2 =

(
∞∑
k=1

|xk|2
) 1

2

.

д) Простiр lp (p > 1) послiдовностей x = (x1, x2, . . . )
T ,

(xk ∈ R (xk ∈ C)), що задовольняють умову
∞∑
k=1

|xk|p<∞, з нор-

мою ‖x‖lp =

[
∞∑
k=1

|xk|p
] 1
p

.
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9. Переконатися, що виконуються аксiоми норми, тобто норма визна-
чена коректно. Що означає збiжнiсть послiдовностi у кожному з
перерахованих нижче просторiв?

а) Простiр C [a, b] неперервних на [a, b] функцiй з нормою

‖x‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

б) Простiр Ck [a, b] неперервно диференцiйованих на [a, b] фун-

кцiй з нормою ‖x‖Ck[a,b] =
k∑
i=0

max
t∈[a,b]

∣∣x(i) (t)
∣∣.

в) Простiр M [a, b] всiх обмежених на [a, b] функцiй з нормою
‖x‖M [a,b] = supt∈[a,b] |x (t)|.

г) Простiр K неперервних на дiйснiй прямiй фiнiтних функцiй
(дорiвнюють нулю поза деяким iнтервалом, своїм для кожної
функцiї) з нормою ‖x‖K = max

t
|x (t)|.

д) Простiр L̃p [a, b] неперервних на [a, b] функцiй з нормою

‖x‖L̃p[a,b] =

{
b∫
a

|x (t)|p
} 1

p

, 1 ≤ p <∞.

Важливе зауваження до останнього пункту завдання 9. Далi,
вiддаючи належне математичнiй строгостi, маючи лише неперервнi
функцiї, у процесi запровадження iнтегральних норм для побудови
рiзних нормованих просторiв (типу L̃p [a, b]) використовуватимемо
подiбнi позначення, на вiдмiну вiд позначень для просторiв Лебега
(Lp (a, b)).

10. Зобразити одиничну замкнену кулю S̄1 (0) в дiйсних просторах E2,
c2, l

(2)
1 .

11. Довести такi нерiвностi для норм:

а) αm ‖x‖Em ≤ ‖x‖cm ≤ βm ‖x‖Em ;
б) γm ‖x‖l(m)

p
≤ ‖x‖cm ≤ δm ‖x‖l(m)

p
;

в) εm ‖x‖Em ≤ ‖x‖l(m)
p
≤ ηm ‖x‖Em .

Назвати значення констант еквiвалентностi αm, βm, γm, δm, εm, ηm.

12. Чи збiгається в просторi C [0, 1] послiдовнiсть:

а) xn (t) = tn − tn+1;
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б) yn (t) = tn − t2n?

13. Чи збiгається послiдовнiсть xn (t) = tn+1

n+1
− tn+2

n+2
у просторi:

а) C [0, 1] ;

б) C1 [0, 1]?

14. Нехай xn (t) , x (t) , y (t) ∈ Ck [a, b] , xn (t) → x (t) при n → ∞. Дове-
сти, що xn (t) y (t)→ x (t) y (t) при n→∞.

15. Довести, що будь-яка послiдовнiсть, яка збiжна в просторi C [a, b],
буде збiжною i в просторi L̃2 [a, b]. Побудувати приклад послiдов-
ностi, збiжної в L̃2 [a, b], яка не збiгається в C [a, b]. Означення про-
стору L̃2 [a, b] див. у прикладi 9.

16. Чи можна в лiнiйному просторi неперервно диференцiйованих на
[a, b] функцiй прийняти за норму елемента x (t):

а) max
t∈[a,b]

|x (t)|;

б) max
t∈[a,b]

|x′ (t)|;

в) |x (b)− x (a)|+ max
t∈[a,b]

|x′ (t)|;

г) |x (a)|+ max
t∈[a,]]

|x′ (t)|;

д)
b∫
a

|x (t)| dt+ max
t∈[a,b]

|x′ (t)| ?

17. Чи буде множина всiх багаточленiв у просторi С [a, b]

а) вiдкритою;

б) замкненою?

18. Чи буде замкненою в просторi Ck [a, b] множина багаточленiв сте-
пеня:

а) ≤ k;

б) = k?

19. Довести, що в просторi C [a, b] множина функцiй x(t) таких, що для
будь-якого t ∈ [a, b] виконується нерiвнiсть |x (t)| < 1, є вiдкритою.

20. Якi з наведених нижче просторiв є строго нормованими:
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а) c2;

б) l2;

в) C [0, 1];

г) L̃2 [0, 1]?

21. Довести, що кулi Sr (x0) i S̄r (x0) – опуклi множини. Чи буде опу-
клою сфера σr (x0)?

22. Чи будуть опуклими в просторi C [a, b] такi множини:

а) множина багаточленiв степеня = k;

б) множина багаточленiв степеня ≤ k;

в) неперервних функцiй, що задовольняють умову
1∫
0

|x (t)|dt ≤ 1;

г) неперервних функцiй, що задовольняють умову
1∫
0

|x(t)|2dt ≤ 1;

д) неперервно диференцiйовних функцiй, що задовольняють умо-
ву max

t∈[0,1]
|x (t)|+ max

t∈[0,1]]
|x′ (t)| ≤ 1?

23. Довести, що будь-який лiнiйний багатовид у скiнченновимiрному
лiнiйному нормованому просторi є пiдпростором.

24. Чи утворюють у просторi C [−1, 1] пiдпростiр такi множини фун-
кцiй:

а) монотоннi функцiї;

б) парнi функцiї;

в) багаточлени;

г) багаточлени степеня ≤ k;

д) неперервно диференцiйованi фукцiї;

е) неперервнi кусково-лiнiйнi функцiї;

ж) функцiї x (t), якi задовольняють умову x (0) = 0;

и) функцiї x (t), якi задовольняють умову
1∫
−1
x (t)dt = 0;

к) функцiї якi задовольняють умову Лiпшиця зi сталою, зале-
жною вiд функцiї?
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Роздiл 3

Простори зi скалярним
добутком

У ходi вивчення аналiтичної геометрiї та лiнiйної алгебри застосову-
ють важливi поняття скалярного добутку векторiв та елементiв лiнiйного
простору. Поняття скалярного добутку дає змогу сформулювати багато
важливих задач евклiдової тривимiрної та n-вимiрної геометрiї запрова-
дженням означення ортогональностi та ортогональних систем елементiв.
Тож далi наведемо деякi важливi означення i твердження для просторiв
зi скалярним добутком.

Означення 3.1. Дiйсний лiнiйний простiр E називатимемо евклiдовим,
якщо кожнiй парi його елементiв x i y поставлено у вiдповiднiсть дiйсне
число (x, y), яке називають скалярним добутком i яке має такi власти-
востi (аксiоми):

1) (x, x) ≥ 0, (x, x) = 0 тодi й лише тодi, коли x = Θ;

2) (x, y) = (y, x);

3) (λx, y) = λ (x, y);

4) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), за умови, що x, y, z – довiльнi елементи
E, а λ – довiльне дiйсне число.

Будь-який евклiдiв простiр можна перетворити в нормований, визна-
чивши в ньому норму за формулою ‖x‖ =

√
(x, x).

Означення 3.2. Комплексний лiнiйний простiр U називатимемо унiтар-
ним, якщо кожнiй парi його елементiв x i y поставлено у вiдповiднiсть
комплексне число (x, y) – скалярний добуток x на y, якщо в цьому разi
виконуються такi умови:
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1) (x, x) ≥ 0, (x, x) = 0 тодi й лише тодi, коли x = Θ;

2) (x, y) = (y, x);

3) (λx, y) = λ (x, y);

4) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z) для довiльних x, y, z iз U i довiльнiй кон-
стантi λ ∈ C.

Легко побачити, що в унiтарному просторi виконуватимуться рiвностi
(x, λy) = λ̄ (x, y) та (x, y + z) = (x, y) + (x, z). Також, як i в евклiдовому,
в унiтарному просторi можна запровадити норму ‖x‖ =

√
(x, x).

Нехай E – простiр зi скалярним добутком. Якщо (x, y) = 0, то елемен-
ти x i y називатимемо ортогональними i записуватимемо x ⊥ y. Нуль
простору E вважатимемо ортогональним до будь-якого елемента. Роз-
глянемо в E елементи x1, x2, . . . , xm, серед яких нема нульових. Якщо
(xk, xl) = 0 при довiльних k, l = 1, 2, . . . ,m (k 6= l), то систему елементiв
x1, x2, . . . , xm називатимемо ортогональною.

Для означеної вище ортогональної системи справджується таке фун-
даментальне твердження.

Теорема 3.1. Нехай x1, x2, . . . , xm – ортогональна система; тодi елемен-
ти x1, x2, . . . , xm лiнiйно незалежнi.

Якщо задана система елементiв x1, x2, . . . , xm така, що

(xk, xl) = δkl, k,l = 1, 2, . . . ,m,
δkl = 1 при k = l, δkl = 0 при k 6= l

(тут δkl – символ Кронекера), то систему елементiв x1, x2, . . . , xm назива-
тимемо ортонормованою.

Для будь-якої лiнiйно незалежної системи {xk} можна побудувати
ортогональну систему {ek} та ортонормовану систему {fk} за допомогою
процесу ортогоналiзацiї Шмiдта.

• Приймаємо e1 = x1 (вiдомо, що e1 6= 0, оскiльки система з одного
елемента x1 є лiнiйно незалежною, як частина {xk}).

• Далi e2 шукаємо у виглядi e2 = x2−λ21e1, де скаляр λ21 пiдбираємо
так, щоб виконувалась умова e2 ⊥ e1. Звiдси 0 = (x2 − λ21e1, e1), а
λ21 = (x2,e1)

(e1,e1)
. Отже, e2 6= 0 знайдено.

• Нехай e1, e2, . . . , ek−1 уже побудованi. Елемент ek шукаємо у виглядi
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ek = xk −
k−1∑
i=1

λkiei.

Скаляри λki на кожному кроцi знаходимо з умови ek⊥el
(
l=1, k−1

)
.

Звiдси λkl = (xk,el)
(el,el)

. У цьому разi ek 6= 0.

Отже, отримаємо ортогональну систему ek. Приймаємо далi fk = ek/ ‖ek‖,
отримаємо ортонормовану систему {fk}.

На практицi також часто використовують такi важливi властивостi
скалярного добутку.

• Неперервнiсть скалярного добутку. Нехай xn → x, yn → y при n→
∞; тодi (xn, yn)→ (x, y) при n→∞.

• Рiвнiсть паралелограма. У будь-якому просторi зi скалярним до-
бутком для кожної пари елементiв x та y

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Оскiльки кожний простiр зi скалярним добутком є нормованим, то
розглянемо питання, пов’язанi з його повнотою. Це поняття є важливим
у разi дослiдження збiжностi послiдовностей та рядiв. Тому розглянемо
деякi необхiднi для розв’язування конкретних задач означення та твер-
дження.

Означення 3.3. Нехай X – нормований простiр. Послiдовнiсть {xn} ⊂
X називаємо фундаментальною, якщо для будь-якого ε > 0 iснує номер
N (ε) такий, що для довiльних номерiв n > N i будь-яких натуральних p
виконується нерiвнiсть ‖xn+p − xn‖ < ε.

Теорема 3.2. Будь-яка збiжна в X послiдовнiсть є фундаментальною.

Означення 3.4. Нормований простiр називатимемо повним, якщо в ньо-
му будь-яка фундаментальна послiдовнiсть збiгається. Повний нормова-
ний простiр називають банаховим.

Означення 3.5. Простiр зi скалярним добутком називатимемо гiльбер-
товим, якщо вiн є повним вiдносно норми, породженої скалярним добу-
тком. Традицiйне позначення – H

Тепер можемо сформулювати дуже важливу для обчислювальної ма-
тематики задачу побудови елемента найлiпшого наближення в гiльбер-
тових та банахових просторах.
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Означення 3.6. Нехай X – лiнiйний нормований простiр, L – пiдпро-
стiр у X, а x ∈ X. Якщо iснує такий елемент u∗ ∈ L, що % (x, L) =
inf
u∈L
‖x− u‖ = ‖x− u∗‖, то u∗ називатимемо найлiпшим елементом на-

ближення x елементами пiдпростору L.

Окрiм того, справджуються такi твердження.

Теорема 3.3. У гiльбертовому просторi iснує єдиний елемент y ∈ L, що
реалiзує вiдстань вiд точки x до пiдпростору L:

% (x, L) = ‖x− y‖.

Теорема 3.4. Нехай % (x, L) = ‖x− y‖ тодi x− y ⊥ L.

Отже, у гiльбертовому просторi H, за умови скiнченновимiрностi L iз
базисом {hk}mk=1, побудова елемента найлiпшого наближення зводиться
до ров’язування (вiдносно λ1, λ2, . . . , λn) системи лiнiйних алгебричних
рiвнянь (

x−
n∑
k=1

λkhk, hj

)
= 0 (j = 1, 2, . . . , n) . (3.1)

В абстрактному банаховому просторi важко побудувати ефективний
числовий алгоритм вiдшукання елемента найлiпшого наближення. Тому
замiсть задачi наближення в банаховому просторi зазвичай розв’язують
ту ж задачу в гiльбертовому просторi, що вкладається в цей банахiв.
Наприклад, вiдомо, що простiр Соболєва H1 (a, b) вкладається в C [a, b],
а тому iснує таке β ∈ R (β > 0), що за будь-якого x ∈ H1 (a, b) справджу-
ється нерiвнiсть ‖x‖C[a,b] ≤ β ‖x‖H1(a,b) .

Нехай L ⊂ C [a, b] – пiдпростiр iз базисом, що мiстить неперервно ди-
ференцiйованi функцiї, x ∈ H̃1 [a, b], u∗– елемент найлiпшого наближення
x елементами L, знайденими за допомогою системи типу (3.1), з огляду
на означення скалярного добутку в H̃1 [a, b]. Точнiше, якщо x (t) , y (t) –
неперервно диференцiйованi, то

(x, y)H̃1[a,b] =

b∫
a

[x(t) · y(t) + x′(t) · y′(t)] dt.

Тодi
‖x− u∗‖C[a,b] ≤ β ‖x− u∗‖H̃1[a,b] ,

i за достатньо малої норми

‖x− u∗‖H̃1[a,b]

елемент u∗ добре наближає x у просторi C [a, b].
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Приклад 3.1. Довести, що в просторi C [0, 1] не можна запровадити
скалярний добуток, що узгоджується iз нормою цього простору.

Кажуть, що скалярний добуток в X узгоджується з нормою в X,
якщо (x, x) = ‖x‖2X .

Припустимо, що скалярний добуток у просторi C [0, 1] узгоджується
iз ‖x‖C[0,1]:

(x, x) = ‖x‖2C[0,1] =

(
max
0≤t≤1

|x (t)|
)2

.

Однак тодi з аксiом скалярного добутку випливає, що

(x, x) =

(
max
0≤t≤1

|x (t)|
)2

= 0 тодi й лише тодi x (t) ≡ 0.

Нехай x (t) = −t2 6≡ 0 на [0, 1] . Знайдемо максимум цiєї функцiї. Фор-
мально x′ (t) = −2t,−2t = 0. Отже, ми отримали, що x (0) = 0 – ма-
ксимум функцiї x (t) = −t2 на [0, 1]. Тобто (x, x) = 0, хоча x (t) 6≡ 0,
а отже, скалярний добуток простору C [0, 1] не узгоджується з нормою
цього простору.

Приклад 3.2. Нехай послiдовностi {xn} , {yn} належать одиничнiй кулi
S̄1 (0) у дiйсному гiльбертовому просторi H i (xn, yn) → 1 при n → ∞.
Доведемо, що норма рiзницi ‖xn − yn‖ → 0 при n→∞.

Оскiльки розглядаємо простiр зi скалярним добутком, то

0 ≤ ‖xn − yn‖2 = (xn − yn, xn − yn) =(
‖xn‖2 − (xn, yn)

)
+
(
‖yn‖2 − (xn, yn)

)
.

Врахуємо, що {xn} , {yn} ⊂ S̄1 (0), ‖xn‖2 ≤ 1, а ‖yn‖2 ≤ 1. Тому при
n→∞ ‖xn‖2− (xn, yn) ≤ 0 i ‖yn‖2− (xn, yn) ≤ 0. Звiдси 0 ≤ ‖xn − yn‖2 ≤
0.

Отже, ‖xn − yn‖ → 0 при n→∞.

Приклад 3.3. Знайдемо кут ϕ мiж елементами x (t) = sin t i y (t) = t у
просторi L̃2 [0, π].

Оскiльки (x, y) = ‖x‖ ‖y‖ cos (x̂,y), то cos (x̂,y) = (x,y)
‖x‖‖y‖ . Обчислимо

скалярний добуток (x, y) у просторi L̃2 [0, π]:

(x, y) =
π∫
0

x (t) y (t)dt =
π∫
0

t sin tdt = (sin t− t cos t) |π0 = π.

Далi,

26



‖x‖L̃2[0,π]
=

(
π∫
0

|x (t)|2dt
) 1

2

=

(
π∫
0

sin2 tdt

) 1
2

=
((

t
2
− sin t cos t

2

)
|π0
) 1

2 =
√

π
2
,

‖y‖L̃2[0,π]
=

(
π∫
0

|y (t)|2dt
) 1

2

=

(
π∫
0

t2dt

) 1
2

=
(
t3

3
|π0
) 1

2
=
√

π3

3
.

Тодi cos (x̂,y) =
√
6
π
, звiдки ϕ = arccos

√
6
π
.

Приклад 3.4. Проведемо ортогоналiзацiю елементiв x0 (t) = 1, x1 (t) =
t, x2 (t) = t2 у просторi L̃2 [−1, 1].

Приймемо e0 = x0 (t) = 1 6= 0. Тодi e1 = x1 − λ10e0. З умови ортого-
нальностi елементiв e0 та e1 маємо (x1 − λ10e0, e0) = 0, звiдки λ10 = (x1,e0)

(e0,e0)
.

Знайдемо скалярнi добутки (x1, e0) та (e0, e0):

(x1, e0) =
1∫
−1
tdt = 0; (e0, e0) =

1∫
−1

1dt = 2.

Тодi λ10 = 0, а e1 = t.
Знайдемо тепер e2 = x2 − λ20e0 − λ21e1. Оскiльки (e2, e0) = 0 та

(e2, e1) = 0, то λ20 = (x2,e0)
(e0,e0)

i λ21 = (x2,e1)
(e1,e1)

. Обчислимо скалярнi добутки
(x2, e0), (x2, e1) та (e1, e1):

(x2, e0) =
1∫
−1
t2dt = 2

3
; (x2, e1) =

1∫
−1
t2 · tdt = 0; (e1, e1) =

1∫
−1
t2dt = 2

3
.

Звiдси λ20 = 1
3
, а λ21 = 0. Отже, e2 = t2 − 1

3
.

Ми побудували ортогональну систему елементiв e0=1, e1 = t, e2 = t2−1
3
.

Приклад 3.5. Доведемо, що в просторi L̃2 [0, 1] множина

M =

{
x (t) ∈ L̃2 [0, 1] :

1∫
0

x (t)dt = 0

}
є пiдпростором. Опишемо пiдпростiр M⊥.

МножинаM є пiдпростором у L̃2 [0, 1], якщо вона утворює замкнений
лiнiйний багатовид у L̃2 [0, 1].

Спочатку доведемо, що M є лiнiйним багатовидом. Нехай x (t) , y (t)
– два довiльнi елементи з множини M , а λ, µ – двi довiльнi дiйснi сталi.
Тодi

1∫
0

(λx (t) + µy (t))dt = λ
1∫
0

x (t)dt+ µ
1∫
0

y (t)dt = λ · 0 + µ · 0 = 0.
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Отже, λx (t) + µy (t) ∈M , тобто M – лiнiйний багатовид.
Доведемо тепер, що M замкнена. Розглянемо послiдовнiсть {xn (t)}

⊂ M таку, що xn (t) → x0 (t) при n → ∞ у L̃2 [0, 1], причому x0 (t) –

неперервна. Потрiбно переконатися в тому, що
1∫
0

x0 (t)dt = 0. Справдi,

0 =
1∫
0

xn (t)dt =
1∫
0

xn (t) · 1dt→
1∫
0

x0 (t)dt при n→∞

з огляду на неперервнiсть скалярного добутку.
Тобто множина M є замкненим лiнiйним багатовидом в L̃2 [0, 1], а

отже, вона є пiдпростором L̃2 [0, 1].
Розглянемо структуру M⊥. Очевидно, що

M⊥ =

{
y (t) ∈ L̃2 [0, 1] : ∀x (t) ∈M,

1∫
0

x (t) y (t)dt = 0

}
.

Нехай iснує неперервна функцiя y (t) 6≡ C така, що y (t) ≥ 0 та
1∫
0

x (t) y (t)dt = 0. Оскiльки x (t) – неперервна, то за теоремою про се-

реднє значення є t̄ ∈ [0, 1] таке, що
1∫
0

x (t) y (t)dt = x (t̄ )
1∫
0

y (t)dt. З цього

випливає, що
1∫
0

y (t)dt = 0, тобто y (t) ∈ M , що суперечить означенню

M⊥. Отже, M⊥ =
{
y (t) ∈ L̃2 [0, 1] : y (t) ≡ C

}
.

Приклад 3.6. У просторi L̃2 [0, 1] знайдемо проекцiю елемента x (t) = t3

на пiдпростiр L багаточленiв степеня не вище другого.
Згiдно з теоремою 3.4., елемент u ∈ L є ортогональною проекцiєю

x на пiдпростiр L, якщо за будь-якого v∈L (x− u)⊥ v. Пiдпростiр L
породжений одночленами h0 (t) = 1, h1 (t) = t, h2 (t) = t2, а вектор
u ∈ L має вигляд

u = λ0h0 + λ1h1 + λ2h2, де λ0, λ1, λ2 – невiдомi константи.

Для того, щоб вектор x − u був ортогональний до довiльного вектора
v ∈ L, необхiдно i достатньо, щоб вектор x − u був ортогональний до
базисних векторiв h0, h1, h2. Отже, для знаходження вектора u потрiбно
розв’язати систему лiнiйних алгебричних рiвнянь (вiдносно λ0, λ1, λ2)

(x− (λ0h0 + λ1h1 + λ2h2) , hk) = 0, k = 0, 1, 2. (3.2)

Обчислимо скалярнi добутки, що трапляються в цiй системi:
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(x, h0) =
1∫
0

t3dt = 1
4
, (x, h1) =

1∫
0

t4dt = 1
5
, (x, h2) =

1∫
0

t5dt = 1
6
,

(h0, h0) =
1∫
0

dt = 1, (h0, h1) =
1∫
0

tdt = 1
2
, (h0, h2) =

1∫
0

t2dt = 1
3
,

(h1, h1) =
1∫
0

t2dt = 1
3
, (h1, h2) =

1∫
0

t3dt = 1
4
, (h2, h2) =

1∫
0

t4dt = 1
5
.

Тодi система (3.2) набуває вигляду
λ0 + 1

2
λ1 + 1

3
λ2 = 1

4
,

1
2
λ0 + 1

3
λ1 + 1

4
λ2 = 1

5
,

1
3
λ0 + 1

4
λ1 + 1

5
λ2 = 1

6
.

Роз’яжемо її i знайдемо λ0 = 0, 05; λ1 = −0, 6; λ2 = 1, 5. Отже,
проекцiєю елемента x (t) = t3 на пiдпростiр багаточленiв степеня ≤ 2 є
багаточлен u (t) = 1, 5t2 − 0, 6t+ 0, 05.

Приклад 3.7. Нехай X – нормований простiр, а {xn} ⊂ X – фундамен-
тальна послiдовнiсть. Припустимо, що {xnk} ⊂ X – деяка її пiдпослiдов-
нiсть, що збiгається до x0 ∈ X. Доведемо, що тодi вся послiдовнiсть {xn}
збiгається.

Для початку розглянемо норму

‖xn − x0‖ = ‖xn − xnk + xnk − x0‖ ≤ ‖xn − xnk‖+ ‖xnk − x0‖ . (3.3)

Другий доданок у правiй частинi нерiвностi (3.3) ‖xnk − x0‖ → 0 при
k →∞.

За означенням фундаментальностi, за будь-якого ε > 0 iснує N (ε) та-
ке, що для n,m > N (ε) ‖xn − xm‖ < ε. Приймемо xm = xnk (nk →∞, як i
m). Тодi для достатньо великого k ‖xn − xnk‖ < ε. I отже, ‖xn − x0‖ → ε.

Задачi

1. Знайти проекцiю елемента x гiльбертового простору H на пiдпро-
стiр L, породжений векторами a1, a2, a3.

а) H = l2, x = (2, 3, 2, 3, 0, . . . )T , a1 =
(
1
3
, 0, . . .

)T
,

a2 = (1, 2, 0, . . . )T , a3 = (3, 1, i, 0, . . . )T ;
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б) H = l2, x = (5, 4, 3, 2, 0, . . . )T , a1 = (0, 0, 1, 0, . . . )T ,
a2 = (0, 1, i, 0, . . . )T , a3 = (1, 0, 2, 0, . . . )T ;

в) H = l2, x = (1, 0, 2, 3, 0, . . . )T , a1 = (i, 0, 1, 0, . . . )T ,
a2 = (1, 2, 3, 0, . . . )T , a3 = (0, 1, 1, 0, . . . )T ;

г) H = l2, x = (1, 2, 0, 0, 3, 0, . . . )T , a1 = (1, i, 0, . . . )T ,
a2 = (1, 2, 2, 0, . . . )T , a3 = (−1, 2, 1, 0, . . . )T ;

д) H = l2, x = (2, 0, 1, 2, 1, 0, . . . )T , a1 = (0, i, 1, 0, . . . )T ,
a2 = (1, 3, 1, 0, . . . )T , a3 = (1, 0, 4, 0, . . . )T ;

е) H = L̃2 [0, 1] , x (t) = et, a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

ж) H = L̃2 [0, 1] , x (t) = sin t, a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

и) H = L̃2 [0, 1] , x (t) = t4, a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

к) H = L̃2 [0, 1] , x (t)=ln (1 + t) , a1 (t)=1, a2 (t)= t, a3 (t)= t2;

л) H = L̃2 [0, 1] , x (t) = cos 2πt, a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

м) H = L̃2 [0, 1] , x (t) = sin πt, a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

н) H = L̃2 [0, 1] , x (t) = et − 2, a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2.

2. Довести, що в просторi зi скалярним добутком для довiльних еле-
ментiв x, y, z виконується тотожнiсть Аполонiя:

‖z − x‖2 + ‖z − y‖2 = 1
2
‖x− y‖2 + 2

∥∥z − x+y
2

∥∥2.
3. Довести, що в просторi зi скалярним добутком для довiльних еле-

ментiв x, y, z, t виконується нерiвнiсть Птоломея:

‖x− z‖ · ‖y − t‖ ≤ ‖x− y‖ · ‖z − t‖+ ‖y − z‖ · ‖x− t‖.

Коли в нiй реалiзується рiвнiсть?

4. Довести, що в евклiдовому просторi зi скалярним добутком елемен-
ти x i y ортогональнi тодi й лише тодi, коли ‖x‖2 +‖y‖2 = ‖x+ y‖2 .

5. Довести, що в унiтарному просторi зi скалярним добутком елементи
x i y ортогональнi тодi й лише тодi, коли ‖λx‖2+‖µy‖2 = ‖λx+ µy‖2
для довiльних λ, µ ∈ C.
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6. Нехай X – дiйсний лiнiйний нормований простiр i для будь-яких
x, y ∈ X виконується рiвнiсть паралелограма:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Довести, що формула

(x, y) =
1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
визначає в X скалярний добуток, який узгоджується з нормою в
X, тобто такий, що (x, x) = ‖x‖2 .

7. Довести, що в просторi C[0, 1] не можна визначити скалярний до-
буток, що узгоджується з нормою цього простору.

8. Нехай x1, x2, . . . , xn – ортогональна система в гiльбертовому про-

сторi H, x =
n∑
k=1

xk. Довести, що ‖x‖2 =
n∑
k=1

‖xk‖2 .

9. Нехай x1, x2, . . . – ортогональна система в гiльбертовому просторi

H. Довести, що ряд
∞∑
k=1

xk збiгається в просторi H тодi й лише тодi,

коли збiгається числовий ряд
∞∑
k=1

‖xk‖2 .

10. Нехай x1, x2, . . . i y1, y2, . . . – такi двi системи елементiв у гiльбер-
товому просторi H, що

(xi, yj) = δij =

{
1 при i = j,
0 при i 6= j.

(Системи x1, x2, . . . i y1, y2, . . . називатимемо бiортогональними).
Довести, що кожна iз цих систем лiнiйно незалежна.

11. Довести, що система елементiв гiльбертового простору лiнiйно не-
залежна тодi й тiльки тодi, коли її визначник Грама вiдмiнний вiд
нуля.

12. Довести, що гiльбертiв простiр є строго нормованим.

13. Нехай у просторi H зi скалярним добутком для x1, x2 ∈ H викону-
ється рiвнiсть

Re (x1, x2) = ‖x1‖2 = ‖x2‖2 .

Довести, що x1 = x2.
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14. Нехай xn, yn належать замкненiй одиничнiй кулi S̄1 (0) в гiльберто-
вому просторiH i (xn, yn)→ 1 при n→∞.Довести, що ‖xn − yn‖ →
0 при n→∞.

15. Довести таке: для того, щоб елемент x гiльбертового простору H
був ортогональний до пiдпростору L ⊂ H, необхiдно i достатньо,
щоби для будь-якого елемента y ∈ L виконувалась нерiвнiсть ‖x‖ ≤
‖x− y‖ .

16. Довести, що для будь-якої множиниM у гiльбертовому просторi H
множина M⊥ є пiдпростором.

17. Довести, що для будь-якої множини M у гiльбертовому просторi
H виконується включення M ⊆

(
M⊥)⊥ . Чи можливе тут строге

включення?

18. Довести, що для множини M у гiльбертовому просторi H рiвнiсть
M =

(
M⊥)⊥ виконується тодi й лише тодi, коли M – пiдпростiр у

H.

19. Нехай M,N – такi множини в гiльбертовому просторi H, що M ⊂
N. Довести, що M⊥ ⊃ N⊥.

20. У лiнiйному просторi неперервних на [0,∞) функцiй x (t) таких, що
∞∫
0

|x (t)|2 e−tdt iснує, прийнято

(x, y) =
∞∫
0

x (t) y (t) e−tdt.

а) Перевiрити виконання аксiом скалярного добутку.
б) Розглянемо лiнiйно незалежну систему 1, t, t2, . . . У наслiдок її

ортогоналiзацiї отримують ортогональну систему багаточленiв
Чебишева–Лагерра. Знайти три її першi елементи.

21. Нехай M,N – пiдпростори гiльбертового простору H i M ⊥ N.
Довести, що M +N – пiдпростiр H.

22. Довести, що послiдовнiсть xn (t) = n2te−nt (n ∈ N) збiгається пото-
чково до функцiї x (t) ≡ 0 для довiльного t ≥ 0, але не збiгається в
просторi L̃2 [0, 1].

23. У просторi L̃2 [0, 1] знайти проекцiю елемента x (t) = t3 на пiдпро-
стiр багаточленiв степеня m ≤ n, якщо n = 0, 1, 2.
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24. У просторi l2 знайти вiдстань ρ(x,L) вiд елемента x=(1, 0, 0, . . . , 0, . . .)T

до пiдпростору

L =

{
x ∈ l2, x = (x1, x2, . . . )

T :
∞∑
k=1

xk = 0

}
.

25. У просторi L̃2 [0, 1] знайти вiдстань ρ (x, L) вiд елемента x (t) = t2

до пiдпростору

L =

x (t) ∈ L̃2 [0, 1] :

1∫
0

x (t) dt = 0

 .

26. Нехай L – одновимiрний пiдпростiр у гiльбертовому просторi H,
a ∈ L, a 6= 0. Довести, що за будь-якого x ∈ H

ρ
(
x, L⊥

)
=
|(x, a)|
‖a‖

.

27. Нехай L – n-вимiрний пiдпростiр з базою h1, h2, . . . , hn в гiльберто-
вому просторi H, x ∈ H – довiльний елемент. Довести, що величи-
ну ρ2 (x, L) можна записати у виглядi вiдношення двох визначникiв
Грама:

ρ2 (x, L) =
Γ (x, h1, h2, . . . , hn)

Γ (h1, h2, . . . , hn)
.

28. У просторi C [0, 1] знайти вiдстань

а) вiд елемента x0 (t) = t2 до пiдпростору мбагаточленiв нульово-
го степеня;

б) вiд елемента x1 (t) = t до пiдпростору багаточленiв степеня
≤ 1.

29. Нехай X – лiнiйний нормований простiр, L – пiдпростiр X, x ∈ X,
y ∈ L. Довести, що ρ (x, L) = ρ (x+ y, L) .

30. Довести, що множина

M =

x (t) ∈ H̃1 [a, b] :

b∫
a

x (t) dt = 0


є пiдпростором у просторi H̃1 [a, b]. Описати пiдпростiр M⊥.
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31. Довести, що множина

M =
{
x (t) ∈ H̃1 [a, b] : x (a) = x (b)

}
є пiдпростором у просторi H̃1 [a, b]. Описати пiдпростiр M⊥.

32. Довести, що множина

M =

x (t) ∈ L̃2 [0, 1] :

1∫
0

x (t) dt = 0


є пiдпростором у просторi L̃2 [0, 1]. Описати пiдпростiр M⊥.

33. Провести ортогоналiзацiю елементiв x0(t) = 1, x1 (t) = t, x2 (t) =
t2, x3 (t) = t3 у просторах

а) L̃2 [−1, 1];
б) L̃2 [0, 1].

34. Знайти кути трикутника, утвореного в просторi L̃2 [−1, 1] елемен-
тами x0 (t) = 0, x1 (t) = 1, x2 (t) = t.

35. Знайти кут ϕ мiж елементами x (t) = sin t, y (t) = t в просторi
L̃2 [0, π] .

36. Довести, що кожна фундаментальна послiдовнiсть у лiнiйному нор-
мованому просторi обмежена.

37. Нехай {xn} ⊂ X – фундаментальна послiдовнiсть i пiдпослiдовнiсть
{xnk} збiгається до x0 ∈ X. Довести, що вся послiдовнiсть {xn}
збiгається також до x0.

38. Нехай {xn}⊂X i ряд
∞∑
n=1

‖xn+1− xn‖ збiгається. Довести, що {xn} –

фундаментальна послiдовнiсть. Чи правильне зворотне тверджен-
ня?

39. Нехай {xn} , {yn} ⊂ X – фундаментальнi послiдовностi. Довести,
що числова послiдовнiсть λn = ‖xn − yn‖ збiгається.

40. У лiнiйному просторi багаточленiв, якi розглядають на [a, b] , прийме-
мо:

‖x‖1 = max
t∈[a,b]

|x (t)|, ‖x‖2 =

 b∫
a

|x (t)|2dt


1
2

.
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а) Перевiрити аксiоми норми.

б) Чи буде якийсь iз отриманих просторiв банаховим?

41. Довести, що кожний скiнченновимiрий лiнiйний нормований про-
стiр є банаховим.

42. Довести, що будь-який пiдпростiр банахового простору є банаховим
простором.

43. Нехай у лiнiйному нормованому просторi X задано лiнiйний ба-
гатовид L, який у нормi X є повним простором. Довести, що L
замкнений в X, тобто є пiдпростором.

44. У лiнiйному просторi X заданi двi еквiвалентнi норми i в однiй iз
них X – банахiв простiр. Довести, що X є банаховим простором i в
другiй нормi.

45. Чи збiгатиметься в нормованому просторi l2 послiдовнiсть

xn =

 1

n
, 0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, . . .


T

?

46. Чи збiгатиметься в нормованому просторi L̃2 [0, 1] послiдовнiсть{ √
n− n

√
nt, t ∈

[
0, 1

n

]
;

0, t ∈
(
1
n
, 1
]
?

47. Позначимо через Cα [a, b] множину всiх функцiй, що задовольняють
на [a, b] умову Ґьолдера iз показником α ∈ (0, 1] . Нехай

Hα (x) = sup
a≤t,τ≤b (t6=τ)

|x (t)− x (τ)|
|t− τ |α

< +∞.

Довести, що Cα [a, b] є банаховим простором вiдносно норми

‖x‖α = max
a≤t≤b

|x (t)|+Hα (x) , x ∈ Cα [a, b] .
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Роздiл 4

Лiнiйнi неперервнi оператори

Одним iз найважливiших i найлiпше вивчених класiв вiдображень лi-
нiйних нормованих просторiв є клас лiнiйних неперервних операторiв. У
цьому роздiлi розглянемо елементи теорiї таких операторiв та розв’язки
деяких типових задач.

Нехай X, Y – заданi лiнiйнi нормованi простори, D – пiдмножина X.

Означення 4.1. Вiдображення A множини D в Y називатимемо опера-
тором. У цьому випадку прийнято писати A : D → Y,D ⊆ X. Множину
D назвемо областю визначення оператора A.

Якщо D = X = Y , то кажуть, що оператор дiє в просторi X.
Далi область визначення оператора A позначатимемо DA. Отже, щоб

визначити оператор A, потрiбно задати множину DA ⊆ X i правило,
яке кожному x ∈ DA ставить у вiдповiднiсть певне y ∈ Y . Cимволiчно
цей факт можна записати у виглядi Ax = y. Поряд iз областю визна-
чення оператора A розглядають також множину його значень: RA =
{y ∈ Y : y = Ax, x ∈ DA} .

Означення 4.2. Нехай DA – лiнiйний багатовид у дiйсному (компле-
ксному) нормованому просторiX, тобто якщо x1, x2 ∈ DA, то завжди для
будь-яких дiйсних (комплексних) α1, α2 виконується включення α1x1 +
α2x2 ∈ DA. Оператор A називаємо лiнiйним, якщо для будь-яких x1, x2 з
DA i α1, α2 виконується рiвнiсть

A (α1x1 + α2x2) = α1Ax1 + α2Ax2. (4.1)

Отже, для того, щоб довести, що заданий оператор не є лiнiйним,
досить визначити невиконання (4.1) за деяких x1, x2 з DA та α1, α2.
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Означення 4.3. Лiнiйний оператор A : DA → Y, DA ⊆ X, називатиме-
мо обмеженим, якщо iснує додатна константа C така, що для всiх x ∈ DA

справджується нерiвнiсть

‖Ax‖Y ≤ C ‖x‖X . (4.2)

Тобто необмеженiсть A означає, що для будь-якої додатної константи
C iснує xc таке, що ‖Axc‖ > C ‖xc‖. Це рiвносильно тому, що для будь-
якого натурального n знайдеться таке xn ∈ DA, що ‖Axn‖Y > n ‖xn‖X .

Простiр лiнiйних обмежених операторiв, усюди визначених у X
(DA=X) зi значеннями в Y позначають L (X, Y ) . Якщо ж X = Y , то
пишуть L (X).

Означення 4.4. Оператор A : DA → Y,DA ⊆ X, називатимемо непе-
рервним, якщо для будь-якої послiдовностi {xn}∞n=1 ⊂ DA, що збiгається
до елемента x0 ∈ DA, справджується рiвнiсть lim

n→∞
Axn = Ax0.

Поняття неперервностi та обмеженостi лiнiйних операторiв тiсно пов’язанi.

Теорема 4.1. Для того, щоб лiнiйний оператор A : X → Y був непе-
рервним, необхiдно i достатньо, щоб вiн був обмеженим.

Запровадимо також поняття норми оператора.

Означення 4.5. Нехай A – лiнiйний обмежений оператор. Найменшу
з констант C, для якої справджується нерiвнiсть (4.2), називатимемо
нормою оператора A i позначатимемо ‖A‖.

Зазвичай норму оператора шукають у такiй послiдовностi. Спочатку
отримують нерiвнiсть (4.2) з деякою константою C, а потiм намагаються
довести, що знайдена константа є найменшою. Для цього достатньо за
довiльного ε > 0 визначити такий xε, що Axε > (C − ε) ‖xε‖. Окрiм
того, якщо можна назвати таке x0 6= 0, що ‖Ax0‖ = C ‖x0‖, то очевидно,
що ця константа C є найменшою. У цьому випадку лiнiйний обмежений
оператор називають досяжним.

Також для знаходження норми оператора можна використовувати
такi формули:

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖Y = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖Y = sup
x 6=0

‖Ax‖Y
‖x‖X

. (4.3)

Приклад 4.1. Перевiримо лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайдемо норму
(за умови, що оператор неперервний) оператора A : l1 → l1, якщо x =

(x1, x2, . . . )
T, причому

∞∑
i=1

|xi|<+∞, аAx = (0, 0, 3x1−2x4, x5, x2+x5, 0, . . .)
T.
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Лiнiйнiсть оператора очевидна. Доведемо обмеженiсть:

‖Ax‖l1 = |3x1 − 2x4|+ |x5|+ |x2 + x5| ≤

3 |x1|+ |x2|+ 2 |x4|+ 2 |x5| ≤ 3
∞∑
i=1

|xi| = 3 ‖x‖l1 .

Отже, ‖A‖ ≤ 3. Нехай x̂ = (1, 0, 0, . . . )T . Тодi ‖x̂‖l1 = 1 i ‖Ax̂‖l1 = 3·‖x̂‖l1 ,
тобто ‖A‖ = 3.

Приклад 4.2. Перевiримо лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайдемо норму
(за умови, що оператор неперервний) оператора A : X → Y , якщо X =
Y = L̃2 [0, 1], а Ax (t) = tx (t).

Лiнiйнiсть оператора A очевидна. Перевiримо обмеженiсть.

‖Ax‖=

 1∫
0

|Ax (t)|2dt


1
2

=

 1∫
0

t2 |x (t)|2dt


1
2

≤ max
t∈[0,1]

|t|

 1∫
0

|x (t)|2dt


1
2

=1 · ‖x‖.

Звiдси ‖A‖ ≤ 1. Доведемо, що ‖A‖ = 1. Нехай xn (t) = tn
√

2n+ 1. Тодi

‖xn‖ =

 1∫
0

(2n+ 1)t2ndt


1
2

= 1,

‖Axn‖ =

 1∫
0

(2n+ 1)t2n+2dt


1
2

=

√
2n+ 1

2n+ 3
=

(
1− 2

2n+ 3

) 1
2

→ 1

при n→∞.
Отже, ‖A‖ = 1.

Приклад 4.3. Перевiримо, чи оператор A : X → Y є лiнiйним i непе-
рервним, i знайдемо його норму, якщо

X = Y = C [−1, 1] , Ax (t) =

1∫
−1

(t+ s)x (s) ds.

Перевiримо лiнiйнiсть:

A (αx+ βy) (t) =

1∫
−1

(t+ s) [αx (s) + βy (s)] ds =
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α

1∫
−1

(t+ s)x (s) ds+ β

1∫
−1

(t+ s) y (s) ds = αAx (t) + βAy (t) .

Далi, якщо x ∈ C [−1, 1], то ‖x‖ = max
t∈[−1,1]

|x (t)|. Нехай x, y ∈ C[−1,1]

такi, що ‖x− y‖ < ε. Тодi

‖Ax− Ay‖ = ‖A (x− y)‖ = max
t∈[−1,1]

∣∣∣∣∣∣
1∫

−1

(t+ s) (x (s)− y (s)) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

max
s∈[−1,1]

|x (s)− y (s)| max
t∈[−1,1]

1∫
−1

|t+ s| ds < ε · const.

З останньої нерiвностi випливає таке: якщо xn → x при n→∞ у просторi
C [−1, 1], то Axn → Ax при n→∞, тобто оператор A неперервний. Непе-
рервнiсть лiнiйного оператора еквiвалентна його обмеженостi, причому
з попереднього випливає, що

‖A‖ ≤ max
t∈[−1,1]

1∫
−1

|t+ s| ds =

max
t∈[−1,1]

− −t∫
−1

(t+ s) ds+

1∫
−t

(t+ s) ds

 = max
t∈[−1,1]

(
1 + t2

)
= 2.

Доведемо виконання рiвностi ‖A‖ = 2. Для цього потрiбно або знайти
елемент x̂ ∈ C [−1, 1], для якого ‖Ax̂‖ = 2 ‖x̂‖, або довести, що за довiль-
ного ε > 0 iснує xε ∈ C [−1, 1] такий, що

‖Axε‖ > (2− ε) ‖xε‖ .

Останнє рiвносильне iснуванню послiдовностi {xn}, яка має таку власти-
вiсть: за будь-якого n ‖xn‖ = 1 i ‖Axn‖ → 2, n→∞. Приймемо x(t) ≡ 1.
Тодi ‖x‖ = 1 i

‖Ax‖ = max
t∈[−1,1]

∣∣∣∣∣∣
1∫

−1

(t+ s) ds

∣∣∣∣∣∣ = max
t∈[−1,1]

|2t| = 2.

Отже, ‖A‖ = 2.
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Приклад 4.4. Нехай X – лiнiйний простiр неперервно диференцiйова-
них функцiй з нормою ‖x‖ = max

t∈[0,1]
|x (t)|. Доведемо, що оператор A : X →

C [0, 1], де Ax (t) =
dx (t)

dt
, не є неперервним, проте в цьому разi оператор

A неперервно дiє з простору C1 [0, 1] в простiр C [0, 1] . Знайдемо норму
оператора A.

Нагадаємо, що норма в просторi C1 [0, 1] має вигляд

‖x‖C1[0,1] = max
t∈[0,1]

|x (t)|+ max
t∈[0,1]

|x′ (t)| .

Оскiльки неперервнiсть лiнiйного оператора еквiвалентна його обме-
женостi, то в першому випадку достатньо довести, що A необмежений.
Для цього можна розглянути таку послiдовнiсть {xn} ⊂ X, що

‖xn‖ = 1 i ‖Axn‖ → ∞ при n→∞,

або

‖xn‖ → 0 i ‖Axn‖ ≥ C > 0 при n→∞.

Розглянемо послiдовнiсть xn (t) = 1
n

sinnt. Усi функцiї xn є неперервно

диференцiйованi i ‖xn‖ ≤
1

n
, тобто ‖xn‖ → 0 при n → ∞. Водночас, за

будь-якого n ‖Axn‖ = max
t∈[0,1]

|cosnt| = 1. Отже, оператор A необмежений.

Нехай тепер оператор A дiє з C1 [0, 1] в C [0, 1] Тодi

‖Ax‖ = max
t∈[0,1]

|x′ (t)| ≤ max
t∈[0,1]

|x (t)|+ max
t∈[0,1]

|x′ (t)| = ‖x‖C1[0,1] .

Отже, оператор A обмежений i ‖A‖ ≤ 1. Розглянемо послiдовнiсть

xn (t) =
1

n+ 1
tn.

Для таких функцiй

‖xn‖C1[0,1] = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣ 1

n+ 1
tn
∣∣∣∣+ max

t∈[0,1]

∣∣∣∣ n

n+ 1
tn−1

∣∣∣∣ =
n+ 1

n+ 1
= 1

i
‖Axn‖ =

n

n+ 1
→ 1, n→∞.

Це означає, що ‖A‖ = 1.
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Приклад 4.5. Розглянемо оператор iнтегрування (Ax) (t) =
∫ t
0
x (s) ds

як оператор, який дiє в просторi C [0, 1] , A : C [0, 1]→ C [0, 1]. Доведемо,
використовуючи безпосередньо означення, що A – лiнiйний обмежений
оператор, i знайдемо його норму.

Лiнiйнiсть оператора A випливає iз лiнiйностi iнтеграла Рiмана. До-
ведемо його обмеженiсть:

‖Ax‖ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

x (s) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
t∈[0,1]

t∫
0

|x (s)| ds ≤ max
t∈[0,1]

|x (s)|·max
t∈[0,1]

t∫
0

dt ≤ ‖x‖ .

Звiдси, оператор A обмежений i ‖A‖ ≤ 1. Доведемо протилежну нерiв-
нiсть. Нехай x̂ (t) ≡ 1. За формулою (4.3)

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ ≥ ‖Ax̂‖ = max
t∈[0,1]

t∫
0

1 ds = 1.

Отже, ‖A‖ ≥ 1, а з врахуванням доведеного ранiше ‖A‖ = 1.

Приклад 4.6. У просторi L1 (0, 1) розглянемо оператор (Ax)(t) = t ·
x (t) , який називають оператором множення на незалежну змiнну. Дове-
демо, використовуючи означення, що A – лiнiйний обмежений оператор,
i знайдемо його норму.

Лiнiйнiсть оператора A очевидна. Доведемо його обмеженiсть:

‖Ax‖ =

1∫
0

|t · x (t)| dt ≤
1∫

0

|x (t)| dt = ‖x‖ , тобто, ‖A‖ ≤ 1.

З’ясуємо, що ‖A‖ = 1. Розглянемо послiдовнiсть функцiй

xn (t) =

{
0, 0 ≤ t ≤ 1− 1

n
,

n, 1− 1
n
< t ≤ 1.

Тодi ‖xn‖ = 1, а ‖A‖ ≥ ‖Axn‖ =
1∫

1− 1
n

t · xn (t) dt = 1− 1
2n
. Звiдки ‖A‖ ≥ 1,

оскiльки n можна вибрати скiльки завгодно великим. Отже, ‖A‖ = 1.
Доведемо, що A – недосяжний оператор. Припустимо, що ‖Ax0‖ =

‖x0‖ , тобто
1∫
0

t · |x0 (t)| dt. Однак якщо x0 (t) 6= 0 i t 6= 1, то t |x0 (t)| <

|x0 (t)|. Отже, x0 (t) = 0 майже скрiзь (L1 (0, 1) – простiр Лебега, вiдпо-
вiднi iнтеграли в означеннi норми розумiємо в сенсi Лебега) i A не може
бути досяжним. У цьому випадку якщо заданий оператор розглянути в
просторi C [0, 1], то легко побачити, що вiн буде досяжним при x0 (t) ≡ 1.
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Задачi

1. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норму (якщо опера-
тор лiнiйний i неперервний) оператора A : X → Y :

а) X = Y = C [0, 1], Ax (t) =
1∫
0

(2t− s)x (s) ds;

б) X = Y = C [0, 1], Ax (t) =
t∫
0

x (τ) dτ ;

в) X = Y = C
[
0, π

2

]
, Ax (t) =

π
2∫
0

sin (t− s)x (s) ds;

г) X = C [−1, 1] , Y = C [0, 1], Ax (t) = x (t) ;

д) X = Y = C [0, 1], Ax (t) = t2x (0) ;

е) X = Y = L̃1 [−1, 1], Ax (t) =
1∫
−1

(2t+ 3s)x (s) ds;

ж) X = Y = L̃1 [0, 1], Ax (t) =
1∫
0

(2t− s)x (s) ds;

и) X = Y = C [0, 1], Ax (t) = x (t2) ;

к) X = Y = L̃2 [0, 1], Ax (t) = (t2 + t)x (t) ;

л) X = Y = C [0, 1], Ax (t) =
1

1 + t2
x (t2) ;

м) X = C1 [a, b], Y = C [a, b], Ax (t) = x (t) ;

н) X = Y = L̃2 [0, 1], Ax (t) = t
1∫
0

x (τ) dτ ;

п) X = Y = L̃1

(
0, π

2

)
, Ax (t) =

π
2∫
0

sin (t− s)x (s) ds;

р) X = Y = L̃2 [−1, 1], Ax (t) =
1∫
−1

(2t− 3s)x (s) ds;

с) X = Y = C [−1, 1], Ax (t) =
1∫
−1

(2t+ 3s)x (s) ds;

т) X = C [0, 1] , Y = L̃1 [0, 1], Ax (t) =
1∫
0

(2t− s)x (s) ds;

у) X = Y = L̃2 [0, 1], Ax (t) =
t∫
0

x (τ) dτ ;
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ф) X = Y = C [0, 2], Ax (t) = (t2 + t)x (t) ;

х) X = C1 [0, 1] , Y = C [0, 1], Ax (t) = (t2 − t)x (t) ;

ц) X = Y = L̃2 [0, 1], Ax (t) =
1∫
0

(t− s)x (s) ds;

ш) X = Y = L1 (0,∞), Ax (t) =
t

1 + t2
x (t2) ;

щ) X = Y = L̃2

[
0, π

2

]
, Ax (t) =

π
2∫
0

sin (t+ s)x (s) ds;

ю) X = C [0, 1] , Y = C1 [0, 1], Ax (t) =
t∫
0

x (τ) dτ ;

я) X = Y = L̃1 [0, 2], Ax (t) = (t2 − t)x (t) ;

) X = Y = C [0, π], Ax (t) =
π∫
0

cos (t+ s)x (s) ds;

) X = Y = C[−1, 1], Ax (t) = t · x (t).

2. Нехай X, Y – лiнiйнi простори, A : X → Y – лiнiйний оператор i
система елементiв x1, x2, . . . , xn ∈ DA лiнiйно залежна. Довести, що
система елементiв Ax1, Ax2, . . . , Axn лiнiйно залежна.

3. Нехай X, Y – лiнiйнi простори, A : X → Y – лiнiйний оператор i
система елементiв x1, x2, . . . , xn ∈ DA лiнiйно незалежна. Чи пра-
вильно, що система елементiв Ax1, Ax2, . . . , Axn лiнiйно незалежна?

4. Нехай X, Y – лiнiйнi простори, A : X → Y – лiнiйний оператор. До-
вести, що оператор A переводить опуклу множину iз DA в опуклу
множину в просторi Y.

5. Нехай H – гiльбертiв простiр, A : H → H – обмежений лiнiйний
оператор з DA = H. Довести, що

‖A‖ = sup
x,y∈H

|(Ax, y)|
‖x‖ · ‖y‖

, x 6= 0, y 6= 0.

6. Нехай X, Y – лiнiйнi нормованi простори, A : X → Y – лiнiйний
оператор.

Зазначимо, що оператори, розглянутi в задачах 11 i 12, називають
операторами зсуву.
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Роздiл 5

Лiнiйнi функцiонали

Функцiонали є частковим випадком операторiв, що набувають зна-
чення в просторi дiйсних чи комплексних чисел. Вiдповiдно, всi
означення, що стосуються операторiв, виконуються i для функцiо-
налiв. Наведемо деякi з них.

Означення 5.1. Кажуть, що на множинi D задано функцiонал f ,
якщо кожному елементу x ∈ D поставлено у вiдповiднiсть деяке
число f (x) (дiйсне чи комплексне).

Означення 5.2. Лiнiйний функцiонал f , заданий на лiнiйному ба-
гатовидi Df нормованого простору X, називатимемо обмеженим,
якщо iснує стала C > 0 така, що для всiх x ∈ Df виконується
нерiвнiсть |f (x)| ≤ C ‖x‖.

Для лiнiйного функцiонала, визначеного на всьому просторi, поня-
ття обмеженостi i неперервностi збiгаються (як i для операторiв).
Норму лiнiйного неперервного функцiонала можна обчислити за
формулами

‖f‖ = sup
x∈Df ,‖x‖=1

|f (x)| = sup
x∈Df ,‖x‖≤1

|f (x)| = sup
x∈Df ,‖x‖=1, x 6=0

|f (x)|
‖x‖

.

(5.1)

Означення 5.3. Множину всiх лiнiйних неперервних функцiона-
лiв, визначених на всьому лiнiйному нормованому просторi X, на-
зиватимемо спряженим простором i позначатимемо X∗.

Спряжений простiр X∗ є нормованим простором iз нормою (5.1).
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Сформулюємо твердження, яке є одним iз найважливiших у фун-
кцiональному аналiзi.

Теорема 5.1. (Гана–Банаха про продовження лiнiйних фун-
кцiоналiв). Будь-який лiнiйний неперервний функцiонал f0, зада-
ний на лiнiйному багатовидi D нормованого простору X, можна
продовжити на весь простiр X зi збереженням норми, тобто зна-
йдеться функцiонал f ∈ X∗ такий, що f (x) = f0 (x) для всiх x ∈ D
i ‖f‖ = ‖f0‖ .

Для знаходження норми того чи iншого функцiонала f за фор-
мулою (5.1) достатньо знайти число c = sup

x∈Df ,‖x‖=1

|f (x)|. Для його

знаходження можна спочатку отримати оцiнку вигляду |f (x)| ≤ c1,
що справедливджується для всiх x ∈ Df , ‖x‖ = 1. Потiм намагаю-
ться довести, що c1 = c. Це можна зробити двома способами.

а) Спробувати знайти конкретний елемент x0 ∈ Df , ‖x0‖ = 1,
для якого |f (x0)| = c1 (такий елемент не завжди iснує).

б) Спробувати побудувати послiдовнiсть {xn}∞n=1 ⊂ Df , ‖xn‖ = 1,
таку, що lim

n→∞
|f (xn)| = c1.

Приклад 5.1. Нехай X = C [0, 1] i x (t) ∈ C [0, 1]. Перевiримо
лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайдемо норму функцiонала f (x) =
x (0) .

Перевiримо лiнiйнiсть. Для довiльних x, y ∈ C [0, 1] , α, β ∈ C

f (αx+ βy) = (αx+ βy) (0) = αx (0) + βy (0) = αf (x) + βf (y) .

З очевидної нерiвностi |x (0)| ≤ max
t
|x (t)| за довiльних x (t) i x1 (t)з

C [0, 1] отримаємо

|f(x)− f(x1)|= |f (x− x1)| = |(x− x1) (0)| ≤ max
t
|(x− x1) (t)| = ‖x− x1‖ .

З’ясовано, що функцiонал неперервний, оскiльки за будь-якого ε>0
iснує δ=δ (ε) таке, що з умови ‖x−x1‖<δ випливає |f (x)−f (x1)|<
ε = δ. Далi, згiдно з означенням норми функцiонала f ,

‖f‖ = inf {C : ∀x |f (x)| ≤ C ‖x‖} ,

на пiдставi очевидної нерiвностi |f (x)| = |x (0)| ≤ max
t
|x (t)| = 1 ·

‖x‖ отримуємо ‖f‖ ≤ 1. З iншого боку, якщо
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x (t) ≡ 1, то f (x) = x (0) = 1 i ‖x‖ = max
t
|x (t)| = 1,

тобто виконується рiвнiсть |f (x)| = ‖x‖ . Отже, ‖f‖ = 1.

Приклад 5.2. Нехай x = (x1, x2, . . . )
T ∈ l1. Перевiримо лiнiйнiсть,

неперервнiсть i знайдемо норму функцiонала f (x) =
∞∑
k=1

xk
k
.

Лiнiйнiсть цього функцiонала очевидна. Для доведення неперерв-
ностi достатньо показати обмеженiсть функцiонала. Маємо за будь-
якого x ∈ l1:

|f (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

xk
k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

|xk|
k
≤

∞∑
k=1

|xk| = ‖x‖l1 ,

тобто функцiонал обмежений, причому ‖f‖ ≤ 1.

Як i в попередньому прикладi, доведемо, що для деякого елемента
x iз l1 |f (x)| = ‖x‖l1 . Справдi, нехай x = (1, 0, 0, . . . )T . Тодi

|f (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

xk
k

∣∣∣∣∣ = 1 = 1 · ‖x‖l1 .

Отже, ‖f‖ = 1.

Приклад 5.3. Нехай x (t) ∈ L̃2 [0, 1]. Перевiримо лiнiйнiсть, непе-

рервнiсть i знайдемо норму функцiонала f (x) =
1∫
0

t−
1
3x (t) dt.

Перевiримо лiнiйнiсть: за будь-яких x (t) , y (t) iз L̃2 [0, 1] i α, β iз C

f (αx+ βy) =

1∫
0

t−
1
3 (αx (t) + βy (t)) dt =

α

1∫
0

t−
1
3x (t) dt+ β

1∫
0

t−
1
3y (t) dt = αf (x) + βf (y) .

Далi, використовуючи нерiвнiсть Кошi–Буняковського, отримаємо

|f (x)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

t−
1
3x (t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
(∫ 1

0

t−
2
3dt

) 1
2
(∫ 1

0

|x (t)|2 dt
) 1

2

=
√

3 ‖x‖ ,
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тобто ‖f‖ ≤
√

3.

Якщо x̂(t) = t−
1
3 , то

‖x̂‖ =

 1∫
0

t−
2
3dt


1
2

=
√

3, |f (x̂)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

t−
2
3dt

∣∣∣∣∣∣ = 3 =
√

3·
√

3 =
√

3·‖x̂‖ .

Отже, ‖f‖ =
√

3.

Приклад 5.4. Нехай x (t) ∈ C [0, 1] . Перевiримо лiнiйнiсть, непе-

рервнiсть i знайдемо норму функцiонала f (x) = lim
n→∞

n∑
k=0

1

2k
x
(

1
2k

)
.

Перевiримо лiнiйнiсть:

f (αx+ βy) = lim
n→∞

n∑
k=0

1

2k
(αx+ βy)

(
1

2k

)
=

α lim
n→∞

n∑
k=0

1

2k
x

(
1

2k

)
+ β lim

n→∞

n∑
k=0

1

2k
x

(
1

2k

)
= αf (x) + βf (y) .

Доведемо обмеженiсть: за будь-якого x ∈ C [0, 1]

|f (x)| =

∣∣∣∣∣ lim
n→∞

n∑
k=0

1

2k
x

(
1

2k

)∣∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

n∑
k=0

1

2k

∣∣∣∣x( 1

2k

)∣∣∣∣ ≤
≤ max

t
|x (t)| lim

n→∞

n∑
k=0

1

2k
= 2 · ‖x‖ .

Отже, функцiонал обмежений i ‖f‖ ≤ 2. З iншого боку, якщо x̂ (t) ≡
1, то |f (x̂)| = 2. Тому ‖f‖ = 2.

Приклад 5.5. Розглянемо X – лiнiйний простiр неперервних на

[0, 1] функцiй x (t) з нормою ‖x‖ =
1∫
0

|x (t)| dt. Чи буде неперервним

функцiонал f (x) = x (0) у такому нормованому просторi?

Цей функцiонал не буде неперервний, що можна довести двома
способами.

а) Доведемо, що функцiонал необмежений, тобто за будь-якого
натурального n iснує елемент xn такий, що

|f (xn)| > n ‖xn‖ .
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Приймемо

xn (t) =

{
n (1− nt) , 0 ≤ t ≤ 1

n
;

0, 1
n
≤ t ≤ 1.

Очевидно, що функцiї xn (t) неперервнi i

‖xn‖ =

1
n∫

0

n (1− nt) dt =
1

2
.

Водночас,

|f (xn)| = |xn (0)| = n >
n

2
= n ‖xn‖ .

б) Заперечення неперервностi функцiонала означає, що iснує та-
ка послiдовнiсть {xn}∞n=1, що ‖xn‖ → 0 (тобто xn → 0) i f (xn) 6→
0. Такою буде, наприклад, послiдовнiсть функцiй

xn (t) =

{
1− nt, 0 ≤ t ≤ 1

n
;

0, 1
n
≤ t ≤ 1.

Справдi, ‖xn‖ =

1
n∫
0

(1− nt) dt = 1
2n
→ 0 при n → ∞. Однак у

цьому разi f (xn) = xn (0) = 1 для всiх n, тобто f (xn) 6→ 0.

Приклад 5.6. Доведемо, що функцiонал f (x) = x (−1)− 2x (0) +
x (1) у просторi C [−1, 1] є лiнiйним неперервним, i знайдемо його
норму.

Лiнiйнiсть функцiонала випливає з лiнiйностi значення функцiї у
точцi. Для лiнiйного функцiонала неперервнiсть i обмеженiсть еквi-
валентнi. У цьому випадку легше перевiрити обмеженiсть

|f (x)| = |x (−1)− 2x (0) + x (1)| ≤ |x (−1)|+ 2 |x (0)|+ |x (1)| ≤
4 · max

t∈[−1,1]
|x (t)| = 4 ‖x‖ .

Звiдки випливає оцiнка ‖f‖ ≤ 4. Для доведення протилежної не-
рiвностi розглянемо кусково-лiнiйну функцiю x̂ (t) = 2 |t| − 1; тодi
‖x̂‖ = 1, f (x̂) = 4; за формулою (5.1) ‖f‖ ≥ 4, тому ‖f‖ = 4.

Задачi
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Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норми таких фун-
кцiоналiв.

а) X = C [0, 1], f (x) =
1∫
0

tx (t) dt.

б) X = l2, f (x) =
∞∑
k=1

xk
k
.

в) X = L̃2 [0, 1], f (x) =
1∫
0

x (t) sign
(
t− 1

2

)
dt.

г) X = l2, f (x) =
∞∑
k=1

xk√
k (k + 1)

.

д) X = L̃2 [0, 1], f (x) =
1∫
0

x (t) cosπt dt.

е) X = l2, f (x) = x5 − x4.

ж) X = L̃2 [0, 1], f (x) =

1
2∫
0

√
t x (t2) dt.

и) X = l1, f (x) =
∞∑
k=1

xk
k2
.

к) X = C [0, 1], f (x) =
1∫
0

x (t) sign
(
t− 1

2

)
dt.

л) X = L̃2 [0, 1], f (x) =

1
2∫
0

x (t) dt.

м) X = C [−1, 1], f (x) =
1∫
−1
x (t) sign t dt.

н) X = l2, f (x) =
∞∑
k=1

xk
2k
.

п) X = L̃1 [−1, 1], f (x) =
1∫
−1
tx (t) dt.

р) X = C [0, 1], f (x) =
1∫
0

x (t) cosπt dt.

с) X = l1, f (x) = x3 + x4.

т) X = C [0, 1], f (x) =
1∫
0

x (t) dt− x (0) .
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у) X = L̃2 [−1, 1], f (x) =
1∫
−1
tx (t) dt.

ф) X = l1, f (x) =
∞∑
k=1

xk
k(k + 1)

.

х) X = L̃2 (0, 1), f (x) =
1∫
0

t−
1
4x (t) dt.

ц) X = l1, f (x) = 2x1 − 3x3.

ш) X = C [0, 1], f (x) =
1∫
0

(1− 2t)x (t) dt.

щ) X = l2, f (x) =
∞∑
k=1

xk√
k (k + 1)

.

ю) X = l1, f (x) = x1 + x2 + 12x3.

я) X = C [−1, 1] , f (x) =
1∫
−1
x (t) dt− x (1) .

) X = C [−1, 1] , f (x) = 1
4

[x (−1) + x (1)] .

) X = l2, f (x) = x1 + x2.

) X = l2, f (x) = x5 − x3.
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Роздiл 6

Оборотнiсть лiнiйних
операторiв

Системи лiнiйних алгебричних рiвнянь, iнтегральнi рiвняння, рi-
зноманiтнi задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь, а також
рiвнянь iз частинними похiдними часто можна записати у виглядi
лiнiйного рiвняння Ax = y. Такий пiдхiд дає змогу зосередити ува-
гу на загальних закономiрностях, а не на специфiчних i часткових
проблемах кожної конкретної задачi. Якщо iснує обернений опе-
ратор A−1, то розв’язок задачi можна записати у явному виглядi
x = A−1y. Важливого значення набуває тепер з’ясування умов, у
разi виконання яких обернений оператор iснує i має тi чи iншi вла-
стивостi. У цьому роздiлi розглянуто найважливiшi означення та
теореми, пов’язанi з оборотнiстю операторiв, i наведено розв’язки
деяких типових задач.

Нехай A – довiльний (не обов’язково лiнiйний) оператор iз областю
визначення DA з простору X i областю значень RA з простору Y .

Означення 6.1. Якщо оператор A виконує взаємно однозначне
вiдображення DA на RA, то зворотне вiдображення RA на DA нази-
вають оберненим оператором i позначають A−1. Iншими словами,
для y ∈ RA приймають A−1y = x, де x – елемент iз DA, для якого
Ax = y.

Запроваджене поняття можна записати й iнакше – мовою опера-
торних рiвнянь. Для заданого y ∈ RA розглянемо рiвняння

Ax = y, (6.1)
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де x – невiдомий елемент iз DA.

Означення 6.2. Якщо для довiльного y ∈ RA рiвняння (6.1) має
єдиний розв’язок x ∈ DA, то кажуть, що в оператора A iснує обер-
нений оператор A−1 i в цьому разi A−1y = x.

Це трактування свiдчить про важливiсть поняття оберненого опе-
ратора, оскiльки якщо A−1 вiдомий, то це означає, що ми вмiємо
розв’язувати рiвняння (6.1). I навпаки, знаходження A−1 фактично
зводиться до розв’язування рiвняння (6.1) вiдносно x.

Для випадку лiнiйного оператора A можна навести простий i зру-
чний для використання критерiй iснування оберненого оператора.

Теорема 6.1. Якщо A – лiнiйний оператор, то для iснування A−1
необхiдно i достатньо, щоб рiвняння Ax = Θ мало лише тривiаль-
ний розв’язок.

Зазначимо також, що область визначення оберненого оператора за-
звичай не збiгається з Y . До того ж обернений оператор A−1 мо-
же виявитися необмеженим, навiть якщо початковий оператор A є
обмеженим.

Нехай X i Y – нормованi простори. Розглянемо критерiй обмеже-
ностi оператора A−1.

Теорема 6.2. Оператор A−1 iснує i обмежений на RA тодi й тiльки
тодi, коли для деякої сталої m > 0 i будь-якого x ∈ DA виконується
нерiвнiсть (умова стiйкостi)

‖Ax‖Y ≥ m · ‖x‖X . (6.2)

Розглянемо таке важливе поняття.

Означення 6.3. Лiнiйний оператор A : X → Y називатимемо не-
перервно оборотним, якщо RA = Y , обернений оператор A−1 iснує
i A−1 ∈ L (Y,X).

З урахуванням теореми (6.2.) можемо сформулювати таке твердже-
ння.

Теорема 6.3. Оператор A : X → Y неперервно оборотний тодi й
тiльки тодi, коли RA = Y, для деякої сталої m > 0 i для всiх x ∈ DA

виконується нерiвнiсть (6.2).
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Сформулюємо також теорему Банаха.

Теорема 6.4. Нехай X, Y – банаховi простори, A : X → Y – обме-
жений лiнiйний оператор, що здiйснює взаємо однозначне вiдобра-
ження X на Y , тодi обернений оператор A−1 обмежений.

Iншими словами, якщо A ∈ L (X, Y ), де X i Y – банаховi, RA = Y
i A – оборотний, то A – неперервно оборотний.

Розглянемо цi твердження в контекстi дослiдження розв’язностi лi-
нiйного рiвняння

Ax = y. (6.3)

Якщо A – неперервно оборотний, то рiвняння (6.3) має єдиний
розв’язок x = A−1y для будь-якої правої частини y. Нехай x̂ = A−1ŷ
– розв’язок цього ж рiвняння з правою частиною ŷ, тодi ‖x− x̂‖ ≤
‖A−1‖ ‖y − ŷ‖. Тобто в разi малої змiни правої частини рiвняння
(6.3) y розв’язок x змiниться мало, а отже, задача (6.3) коректно
розв’язна.

Припустимо, що A ∈ L (X, Y ).

Означення 6.4. Оператор U ∈ L (Y,X) називатимемо правим обер-
неним до A оператором, якщо AU = IY , де IY – тотожний у просторi
Y оператор.

Означення 6.5. Оператор V ∈ L (Y,X) називатимемо лiвим обер-
неним до A оператором, якщо VA = IX , де IX – тотожний у просторi
X оператор.

Оператор U прийнято позначати A−1r , а V – A−1l .

Розглянемо цi означення з погляду iснування i єдиностi розв’язку
рiвняння (6.3).

Лема 6.1. Якщо iснує правий обернений A−1r до A, то рiвняння
(6.3) має розв’язок x = A−1r y. Якщо ж iснує лiвий обернений A−1l
до A, то рiвняння (6.3) може мати не бiльше одного розв’язку.

Зауваження 6.1. У першому випадку говоритимемо, що для рiв-
няння (6.3) справджується теорема iснування, а в другому – теоре-
ма єдиностi.

Нехай NA = {x ∈ DA : Ax = Θ} – множина нулiв оператора A. Мно-
жина NA не є порожньою, оскiльки Θ ∈ NA.
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Зауваження 6.2. Якщо iснує A−1r , то RA = Y . Якщо iснує A−1l , то
NA = {Θ}.

У загальному випадку не можна говорити про єдинiсть правого
i лiвого обернених операторiв. Незважаючи на це, справджується
така лема.

Лема 6.2. Нехай для оператора A ∈ L (X, Y ) iснують A−1r i A−1l .
Тодi iснує оператор A−1, обернений до A, i

1) A−1 = A−1r = A−1l ;
2) DA−1 = Y,RA−1 = X;

3) правий обернений до A i лiвий обернений до A єдинi.

Лема 6.3. Нехай A ∈ L (X, Y ) i нехай iснує оператор U ∈ L (Y,X)
такий, що UA = IX , AU = IY , тодi A неперервно оборотний i A−1 =
U.

Наведемо приклади розв’язування деяких задач, що пов’язаннi з
поняттям оберненого оператора.

Приклад 6.1. У просторi l1 розгянемо оператор

Ax = (2x1 − 2x2, x1 + x2, x3, x4, . . . )
T , де x = (x1, x2, . . . )

T ∈ l1.

Чи iснує обернений до оператора A оператор? Якщо так, то зна-
йдемо його.

Скористаємось теоремою 6.1. i перевiримо, чи вiдповiдне однорiдне
рiвняння Ax = 0 має лише тривiальний розв’язок:

(2x1 − 2x2, x1 + x2, x3, x4, . . . )
T = 0,

або 
2x1 − 2x2 = 0,
x1 + x2 = 0,
x3 = 0,
x4 = 0,
. . . ;


x1 = −x2,
−4x2 = 0,
x3 = 0,
x4 = 0,
. . . ;


x1 = 0,
x2 = 0,
x3 = 0,
x4 = 0,
. . . .

Тобто Ax = 0 має лише тривiальний розв’язок, а тому обернений
до оператора A iснує.

Розглянемо рiвняння Ax = y, або
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(2x1 − 2x2, x1 + x2, x3, x4, . . . )
T = y, де y ∈ l1.

Звiдси, вiдносно x1, x2, . . . , отримаємо таку систему рiвнянь:
2x1 − 2x2 = y1,
x1 + x2 = y2,
x3 = y3,
x4 = y4,
. . . ,

або 
x1 = 1

4
y1 + 1

2
y2,

x2 = −1
4
y1 + 1

2
y2,

x3 = y3,
x4 = y4,
. . . .

Отже, знайдено єдиний розв’язок

x = A−1y =

(
1

4
y1 +

1

2
y2,−

1

4
y1 +

1

2
y2, y3, y4, . . .

)T
.

Приклад 6.2. Розглянемо оператор A, що дiє у просторi C [0, 1]:

(Ax) (t) = x (t)−
1∫

0

x (τ)dτ.

Чи iснує обернений до A оператор? Якщо так, знайдемо його.

Цей оператор A – лiнiйний, тому можна використати теорему 6.1.
i розглянути однорiдне рiвняння

x (t)−
1∫

0

x (τ)dτ = 0. (6.4)

Нехай x0 (t) – розв’язок рiвняння (6.4), тобто

x0 (t)−
1∫

0

x0 (τ)dτ ≡ 0.

Звiдси випливає, що x0 (t) ≡ C – деяка константа, однак тодi, пiд-
ставивши x0 (t) у рiвняння (6.4), отримаємо
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C −
1∫
0

Cdτ = 0, або C − C = 0.

Тобто рiвняння (6.4) матиме безлiч розв’язкiв, а отже, оператора
оберненого до A не iснує.

Приклад 6.3. У просторi C [0, 1] задано оператор

(Ax) (t) = x (t)− t
1∫

0

τx (τ)dτ.

Чи iснує обернений до A оператор? Якщо так, знайдемо його.

Цей оператор A – лiнiйний, тому можна використати теорему 6.1.
i розглянути однорiдне рiвняння

(Ax) (t) = x (t)− t
1∫

0

τx (τ)dτ = 0. (6.5)

Нехай x0 (t) – розв’язок рiвняння (6.5), тобто

x0 (t)− t
1∫

0

τx0 (τ)dτ ≡ 0.

Звiдси випливає, що x0 (t) має вигляд x0 (t) = Ct, де C – деяка
константа. Пiдставимо цей вираз у початкове рiвняння (6.5):

Ct− t
1∫

0

τCτdτ = 0. (6.6)

Рiвнiсть (6.6) повинна виконуватись для всiх t ∈ [0, 1]. Тому

C = C

!∫
0

τ 2dτ.

Звiдси С = 0 i x0 (t) ≡ 0. Вiдповiдно, A−1 iснує.

Для знаходження A−1 розглянемо рiвняння

x (t)− t
1∫

0

τx (τ)dτ = f (t) , (6.7)
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де f (t) – довiльна фiксована функцiя з C [0, 1]. Нехай x0 (t) – розв’язок
задачi (6.7), тобто

x0 (t)− t
1∫

0

τx0 (τ)dτ ≡ f (t) .

Звiдси x0 (t) = Сt+ f (t) . Знайдемо C пiдстановкою x0 (t) в (6.7):

Ct+ f (t)− t
1∫

0

τ (Cτ + f (τ)) dτ = f (t) .

Тобто

C = 3
2

1∫
0

τf (τ) dτ i x0 (t) = f (t) + 3
2
t

1∫
0

τf (τ) dτ.

Отже, (
A−1f

)
(t) = f (t) +

3

2
t

1∫
0

τf (τ) dτ.

Приклад 6.4. НехайX = {x (t) ∈ C1 [0, 1]} з нормою ‖x‖ = max
t∈[0,1]

|x (t)|+

max
t∈[0,1]

|x′ (t)|. ОператорA : X → C [0, 1] визначений формулоюAx (t) =

x′ (t)−2tx (t) , t ∈ [0, 1] . Доведемо, що оператор A – неперервно обо-
ротний.

Задача знаходження оператораA−1 зводиться до знаходження розв’язку
задачi Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння.{

Ax ≡ x′ (t)− 2tx (t) = y,
x (0) = 0.

(6.8)

Знайдемо розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння x′−2tx (t) =
0. Це рiвняння з роздiленими змiнними, а отже, його розв’язок
x (t) = et

2
.

Розв’язок задачi (6.8) x (t) = С (t) et
2 шукатимемо методом варiацiї

сталої з рiвняння C ′ (t) et
2

= y (t) . Враховуючи початкову умову,
знайдемо розв’язок задачi (6.8):

x (t) = et
2

t∫
0

e−s
2

y (s)ds =

t∫
0

et
2−s2y (s)ds.
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Отже, A−1y (t) =
t∫
0

et
2−s2y (s)ds.

Оскiльки ядро et2−s2 цього iнтегрального оператора є неперервним
на [0, 1] × [0, 1], то оператор A−1 обмежений, а отже, оператор A –
неперервно оборотний.

Приклад 6.5. Доведемо, що операторA : C [0, 1]→ C [0, 1],Ax (t) =

x (t) +
1∫
0

es+tx (s)ds неперервно оборотний, i знайдемо A−1.

Нехай y ∈ C [0, 1]. Розглянемо рiвняння Ax = y. Зазначимо, що

x (t) = y (t)−Cet, де C =
1∫
0

esx (s) ds.Проiнтегруємо рiвнiсть etx (t) =

ety (t) − Ce2t на [0, 1], знайдемо C = 2
e2+1

1∫
0

ety (t) dt. Тому для до-

вiльної функцiї y ∈ C [0, 1] розв’язок рiвняння має вигляд

x (t) = y (t)− 2

e2 + 1

1∫
0

et+sy (s) ds ≡
(
A−1y

)
(t) .

Звiдси випливає неперервнiсть оператора A−1.

Задачi

Чи iснує обернений до оператора A : X → Y , чи буде A−1 обмеже-
ним? Оцiнити норму операторiв A,A−1 (якщо вiн обмежений).

а) X = Y = C [0, 1], Ax (t) = (t2 + t)x (t) .

б) X = Y = l2, Ax (t) =
(
x1,

1
2
x2, . . . ,

1
n
xn, . . .

)
.

в) X = Y = l2, Ax = (x1 + x2, x2, 2x3 − x2, x4, . . . )T .

г) X = Y = L̃2 [0, 1], Ax (t) = x (t) + t
1∫
0

x (s) ds.

д) X = C1 [0, 1] , Y = C [0, 1], Ax (t) = (1− t)x (t) .

е) X = Y = l1, Ax =
(
2x1,

3
2
x2, . . . ,

(
1 + 1

n

)
xn, . . .

)T
.

ж) X = Y = L2 (0,∞) , Ax (t) =

√
t

1 + t2
x (t) .

и) X = Y = l2, Ax =
(
−x1, 12x2, . . . ,

(
1− 1

n

)
xn, . . .

)T
.
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к) X = C [0, 1] , Y = C [1, 2] , Ax (t) = tx (t− 1) .

л) X = Y = l1, Ax =
(
x1,

1
2
x2, . . . ,

(
1− 1

n

)
xn, . . .

)T
.

м) X = Y = L̃1 [0, 1] , Ax (t) = 2x (t) + (t− 1)
1∫
0

x (s) ds.

н) X = C1 [0, 1] , Y = C [0, 1], x (t) = (t2 − t)x (t) .

п) X = Y = l2, Ax = (x1, 2x1 + x2, x1 + x4, x4 + x5, x5, . . . )
T .

р) X = Y = C [0, 1] , Ax (t) = t2x (0) + x (t2) .

с) X = Y = L̃2 [0, 1] , Ax (t) = (1 + t)−1 x
(√

t
)
.

т) X = Y = l2, Ax =
(
x1,

1
2
x2, . . . ,

1
n
xn, . . .

)T
.

у) X = Y = C [0, 1], Ax (t) = x (t) + 1
2
t

1∫
0

x (s) ds.

ф) X = Y = l1, Ax = (2x1, x1 − x2, x3 + x4, 2x4, x5, . . . )
T .

х) X = C1 [0, 1] , Y = C [0, 1], Ax (t) = (1 + t)−1 x
(√

t
)
.

ц) X = Y = L2 (−∞,∞) , Ax (t) = (1 + t2)
−1
x (t2) .

ш) X = Y = l2, Ax =
(
2x1,

3
2
x2, ...,

(
1 + 1

n

)
xn, . . .

)T
.

щ) X = Y = L̃2 [0, 1], Ax (t) = 2x (t) + t
1∫
0

x (s) ds.

ю) X = Y = C [0, 1], Ax (t) = x (t) + (1− t)
1∫
0

x (s) ds.

я) X = Y = L̃2 [0, 1], Ax (t) = tx (1− t) .
) X = Y = l2, Ax =

(
x1,

1
2
x2, . . . ,

(
1− 1

n

)
xn, . . .

)T
.

) X = Y = L1 (0,∞), Ax (t) =

√
t

1 + t2
x (t) .

) X = Y = l2, Ax = (x2 − x1, x2 + x3, 2x2 − 2x1, x4, x5, . . . )
T .

) X = Y = C [0, 1], Ax (t) = x (t)− 2t
1∫
0

x (s) ds.

) X = Y = l1, Ax =
(
−x1, 12x2, ..., (−1)n 1

n
xn, . . .

)T
.

) X = Y = C [0, 1], Ax (t) =

√
t

1 + t2
x (t2) .

) Нехай X, Y – лiнiйнi простори; A : X → Y – лiнiйний опера-
тор, у якого iснує обернений. Довести, що системи елементiв
x1, x2, ..., xn i Ax1, Ax2, ..., Axn, де x1, x2, ..., xn ∈ DA, одночасно
або лiнiйно залежнi, або лiнiйно незалежнi.
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) Нехай X – лiнiйний простiр; A : X → X – лiнiйний оператор,
який за деяких λk ∈ R (k = 1, 2, . . . , n) задовольняє спiввiдно-
шення

I + λ1A+ λ2A
2 + · · ·+ λnA

n = 0.

Довести, що оператор A−1 iснує.
) Нехай X – лiнiйний простiр; A,B : X → X – лiнiйнi операто-
ри з DA = DB = X i iснують оператори (AB)−1 , (BA)−1. Чи
випливає звiдси, що iснують також A−1, B−1?

) Нехай X – лiнiйний простiр; A,B : X → X – лiнiйнi оператори
з DA = DB = X i iснує оператор (I − AB)−1. Довести, що iснує
також оператор (I −BA)−1 .

) Нехай X – лiнiйний простiр; A,B : X → X – лiнiйнi оператори
з DA = DB = X, що задовольняють спiввiдношення

AB + A+ I = 0, BA+ A+ I = 0.

Довести, що iснує оператор A−1.
) Нехай X – лiнiйний нормований простiр; A,B : X → X –
лiнiйнi оператори з DA = DB = X такi, що AB = BA.

i. Нехай iснує A−1. Довести, що A−1B = BA−1.
ii. Нехай A,B ∈ L (X) i B неперервно оборотний. Довести,

що

‖AB‖ ≤ ‖A‖
‖B−1‖

.

) Нехай X – лiнiйний нормований простiр; A,A−1 ∈ L (X) i
k = ‖A‖ ‖A−1‖ – число зумовленостi оператора A. Розгляне-
мо рiвняння Ax = y, де y ∈ X, y 6= Θ. Нехай x ∈ X – його
наближений розв’язок. Довести, що його вiдносну похибку мо-
жна оцiнити за формулою

1

k

‖Ax− y‖
‖y‖

≤ ‖x− x‖
‖x‖

≤ ‖Ax− y‖
‖y‖

.

) Нехай X – лiнiйний простiр; A : X → X – лiнiйний оператор i
в X iснує така послiдовнiсть {xn} ⊂ DA (n ∈ N), що ‖xn‖ = 1,
Axn → Θ при n → ∞. Довести, що для оператора A не iснує
обмеженого оберненого.

) У просторi l2 розглянемо оператори A,B, що переводять еле-
мент x = (x1, x2, . . . )

T в елементи Ax = (0, x1, x2, . . . )
T , Bx =

(x2, x3, . . . )
T .Якi з операторiвA−1, B−1, A−1r , B−1r , A−1l , B−1l iсну-

ють?
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) Довести, що оператор A : C1 [0, 1] → C [0, 1], Ax (t) =
dx

dt
має

правий обернений, але не має лiвого оберненого.

) Розглянемо оператор A : C [0, 1]→ C [0, 1], Ax (t) =
t∫
0

x (τ) dτ.

i. Що таке його множина значень RA?
ii. Чи iснує на RA обернений оператор A−1 i чи вiн обмеже-

ний?

) Розглянемо оператор A : C [0, 1]→ C [0, 1], Ax (t) =
t∫
0

x (τ) dτ+

x (t) .

i. Довести, щоN (A) = 0, так що в разi довiльного y ∈ C [0, 1]
рiвняння Ax = y не може мати бiльше одного розв’язку.

ii. Довести, що A – неперервно оборотний, i знайти A−1.
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Роздiл 7

Спряженi оператори

У лiнiйнiй алгебрi вивчають спряженi й самоспряженi лiнiйнi опера-
тори в евклiдових i унiтарних просторах. У нескiнченновимiрному
випадку цi поняття набувають нового змiсту. Тож наведемо озна-
чення та важливi твердження теорiї самоспряжених операторiв.

Нехай X, Y – лiнiйнi нормованi простори, оператор A : X → Y –
лiнiйний, можливо необмежений, iз областю визначення DA щiль-
ною в X. Розглянемо множину D∗ ⊂ Y ∗ таких f ∈ Y ∗, для яких
при ϕ ∈ X∗ справджується рiвнiсть 〈Ax, f〉 = 〈x, ϕ〉. Оператор A∗
такий, що A∗f = ϕ з областю визначення DA∗ = D∗ ⊂ Y ∗ i зi зна-
ченнями в X∗, називатимемо спряженим до оператора A. Отже,
〈Ax, f〉 = 〈x,A∗f〉 для будь-якого x з DA i будь-якого f iз DA∗ .

Теорема 7.1. A∗ – замкнений лiнiйний оператор.

Теорема 7.2. Рiвнiсть DA∗ = Y ∗ справджується тодi i тiльки тодi,
коли A обмежений наDA. У цьому випадку A∗ ∈ L (Y ∗, X∗) , ‖A∗‖ =
‖A‖.

Iз теореми (7.2.) випливає, що дляA∈L (X, Y), A∗∈ L (Y ∗, X∗), ‖A∗‖ =
‖A‖ .
У випадку, коли X = Y = H, де H – гiльбертiв простiр, на пiдставi
теореми Рiсса про загальний вигляд лiнiйних обмежених функцiо-
налiв, що дiють у H, означення спряженого оператора пов’язуємо
з рiвнiстю (Ax, y) = (x,A∗y) для будь-яких x i y з H.

Приклад 7.1. НехайA : l2 → l2, Ax = (0, 2x1 + ix2, x1 − x3, 0, . . . )T ,
де x = (x1, x2, . . . , )

T . Знайдемо A∗.
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Нехай x, y ∈ l2. Тодi

(Ax, y) =
∞∑
n=1

(Ax)n yn = (2x1 + ix2) y2 + (x1 − x3) y3.

Згiдно з означенням спряженого оператора, останнiй вираз

(x,A∗y) =
∞∑
n=1

xn(A∗y)n.

Перегрупуємо доданки, отримаємо

(x,A∗y) = x1 (2y2 + y3) + x2
(
iy2
)

+ x3 (−y3) .

Оскiльки ця рiвнiсть справджується для всiх x ∈ l2, то

A∗y = (2y2 + y3,−iy2,−y3, 0, . . . )T .

Приклад 7.2. Знайдемо спряжений до оператора A : L̃2 [0, 1] →

L̃2 [0, 1] , якщо Ax (t) =
1∫
0

tx (t)dt.

Розглянемо скалярний добуток

(Ax, y) =

1∫
0

(Ax) (τ) y (τ)dτ =

1∫
0

y (τ)

1∫
0

tx (t)dt dτ. (7.1)

Оскiльки
1∫
0

tx (t)dt не залежить вiд τ , то вираз (7.1) можна пере-

писати iнакше:

1∫
0

y (τ)
1∫
0

tx (t)dt dτ =
1∫
0

tx (t)dt
1∫
0

y (τ)dτ =
1∫
0

x (t) t
1∫
0

y (τ)dτdt =

1∫
0

x (t) z (t)dt = (x, z),

де z (t) = t
1∫
0

y (τ)dτ. Отже, (A∗y) (t) = t
1∫
0

y (τ)dτ.

Задачi

Знайти спряжений до оператора A : l2 → l2, оцiнити ‖A‖, ‖A∗‖.
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а) Ax = (0, x1, 0, 3x2 + x1, 0, x4 − ix2, 0, . . . )T .
б) Ax = (x2, x3 − x2, x4 − x3, 0, . . . )T .
в) Ax = (0, 0, x1, ix5, 0, 3x2 − x1, 0, . . . )T .
г) Ax = (2x− x3, ix2, 0, x3, 0, . . . )T .
д) Ax = (x4 − x2, x3 − ix1, 0, . . . )T .
е) Ax = (0, 0, x5, 2ix1, 0, . . . )

T .

ж) Ax = (3x1, 2x2 − ix5, 0, x1 − x2, 0, . . . )T .
и) Ax = (x5 + x6, x1 − x2, 0, 3ix4, 0, . . . )T .
к) Ax = (2x1, x5, x3, 0, . . . )

T .

л) Ax = (x2, x1 − x3, 0, . . . )T .
м) Ax = (0, 0, x1, 2x8, 3x2 − x1, 0, . . . )T .
н) Ax = (x4 − 2ix1, x2, x1 + x2, 0, . . . )

T .

п) Ax = (0, 3x2 − x3, 2x1 + ix3, 0, . . . )
T .

р) Ax = (x2 + x1, x2 − x4, 0, . . . )T .
с) Ax = (0, 4x2, 0, 2x1 + ix2, 0, . . . )

T .

т) Ax = (2x4 − x2, 2ix1, x1 − x3, 0, . . . )T .
Знайти A∗, (A∗)−1 , (A−1)∗.

у) A : L̃2 [−1, 1]→ L̃2 [−1, 1], Ax (t) = x (t) +
1∫
−1

2tsx (s) ds.

ф) A : L̃2 [0, 1]→ L̃2 [0, 1], Ax (t) = 2x (t) +
1∫
0

t2sx (s) ds.

х) A : L̃2 [−1, 1]→ L̃2 [−1, 1], Ax (t) = ix (t)−
1∫
−1
ts2x (s) ds.

ц) A : L̃2 [0, 2]→ L̃2 [0, 2], Ax (t) = x (t) +
2∫
0

t2s2x (s) ds.

ш) A : L̃2 [0, 1]→ L̃2 [0, 1], Ax (t) = 3x (t)−
1∫
0

tsx (s) ds.

щ) A : L̃2 [0, 1]→ L̃2 [0, 1], Ax (t) =
t∫
0

x (τ) dτ.

ю) A : L̃2 [−1, 1]→ L̃2 [−1, 1], Ax (t) = x (t) + 2i
1∫
−1
t2sx (s) ds.
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я) A : L̃2 [0, π]→ L̃2 [0, π], Ax (t) = 2x (t)−
π∫
0

sin tx (s) ds.

) A : L̃2 [0, 2]→ L̃2 [0, 2], Ax (t) = ix (t) +
2∫
0

3ts2x (s) ds.
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Зразки екзаменацiйних
бiлетiв

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Освiтньо-квалiфiкацiйний рiвень бакалавр
Галузь знань 0403 – системнi науки та кiбернетика
Напрям пiдготовки 6.040303 системний аналiз
Спецiальнiсть системний аналiз
Дисциплiна Функцiональний аналiз

Семестр 4

ЕКЗАМЕНАЦIЙНИЙ БIЛЕТ №1

а) Нехай xn, x, yn, y ∈ X (n∈N). Довести таке: якщо xn → x i
‖xn−yn‖→ 0, то yn → x. (4 бали)

б) Записати нерiвнiсть трикутника для норми в просторi L̃p [a, b]
неперервних на [a, b] функцiй x (t) i y (t) . (3 бали)

в) На пiдставi якої класичної нерiвностi можна отримати нерiв-
нiсть Мiнковського для iнтегралiв? (3 бали)

г) Чи можна стверджувати, що кожна збiжна послiдовнiсть еле-
ментiв нормованого простору є фундаментальною?(3 бали)

д) Чи справджується рiвнiсть паралелограма в просторi L̃2 [a, b]
неперервних на [a, b] функцiй? (3 бали)

е) Якi умови iснування оберненого оператора знаєте? (3 бали)

ж) Записати спiввiдношення, яке вiдiграє роль теореми Пiфагора
в абстрактному гiльбертовому просторi. (4 бали)
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и) Чи потрiбно перевiряти неперервнiсть лiнiйного оператора в
кожнiй точцi його областi визначення? (3 бали)

к) Записати умову ортогональностi двох елементiв у просторi l(m)
2 .

(3 бали)

л) НехайAl1 → l1; x = (x1, x2, x3, . . . )
T ∈ l1; Ax = (5x4 + 6x5, 0, 3x1−

2x4, x5, x2 − 13x5, 0, . . . )
T . Перевiрити лiнiйнiсть, обмеженiсть

i знайти норму оператора. (4 бали)

м) НехайA : l2 → l2; x = (x1, x2, x3, . . . )
T ∈ l2; Ax = (x4 − x2, x3 − ix1,

5x4 − 24 ix2, 0, . . . )
T . Знайти оператор A∗, спряжений до A. (4

бали)

н) Як ортогональну систему елементiв у просторi зi скалярним
добутком перетворити в ортонормовану? Чи буде ортонормо-
вана система лiнiйно незалежною? (3 бали)

п) Чи є простiр L̃2 [a, b] банаховим? (3 бали)

р) НехайA : l2 → l2, x = (x1, x2, x3, . . . )
T ∈ l2, Ax = (x1 + x2, x2, 2x3−

x2, x4, . . . )
T . Чи iснує оператор A−1? (4 бали)

с) Чи можна в лiнiйному просторi неперервно диференцiйованих
на [a, b] функцiй прийняти за норму елемента x(t): max

t∈[a,b]
|x′ (t)|?

(3 бали)

Затверджено на засiданнi кафедри обчислювальної математики
Протокол № 9 вiд 7 травня 2013 р.

Завiдувач кафедри Екзаменатор
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Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Освiтньо-квалiфiкацiйний рiвень бакалавр
Галузь знань 0403 – системнi науки та кiбернетика
Напрям пiдготовки 6.040301 прикладна математика
Спецiальнiсть прикладна математика
Дисциплiна Функцiональний аналiз

Семестр 4

ЕКЗАМЕНАЦIЙНИЙ БIЛЕТ №1

а) Записати нерiвнiсть трикутника для норми в просторi
L̃p
(
Ḡ
)
. (3 бали)

б) Навести приклад замкненої множини в абстрактному
нормованому просторi X. (3 бали)

в) Чому простiр зi скалярним добутком можна вважати
нормованим простором? (3 бали)

г) Чому кожна збiжна послiдовнiсть елементiв нормованого
простору є фундаментальною? (3 бали)

д) Яку систему елементiв у гiльбертовому просторi H
називають повною? (3 бали)

е) У якому просторi кожний абсолютно збiжний ряд збiгається?
(3 бали)

ж) Яку властивiсть має множина значень будь-якого лiнiйного
оператора? (3 бали)

и) Яку роль вiдiграє умова стiйкостi в означеннi неперервно
оборотного оператора? (4 бали)

к) Який простiр називають спряженим? Чи iснують
самоспряженi простори? (4 бали)

л) Чому оператор ортогонального проектування є лiнiйним? (3
бали)

м) Нехай A ∈ L (H) . Довести, що N (AA∗) = N (A∗) . (3 бали)

н) Чи є простiр L̃1 [−1, 1] банаховим?(3 бали)

п) Нехай A ∈ L (X, Y ) , де X, Y – банаховi простори. Довести,
що N (A) є пiдпростором у просторi X. (4 бали)
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р) Нехай A ∈ L (H) . Довести, що (R (A))⊥ = N (A∗) . (4 бали)

с) Чому нормований простiр C [0, 1] не є строго нормованим? (4
бали)

Затверджено на засiданнi кафедри обчислювальної математики
Протокол № 9 вiд 7 травня 2013 р.

Завiдувач кафедри Екзаменатор
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