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Роздiл 1

Варiацiйнi методи

Описано методи побудови найпоширенiших варiацiйних формулю-
вань крайових задач та методи побудови їхнiх наближених розв’язкiв.
Значна частина матерiалу присвячена задачам з так званими додатно
визначеними операторами. Поряд з цим розглянуто також задачi зi
слабшими обмеженнями на їхнi оператори. Наведено допомiжнi поня-
ття й означення, якi є властивими теорiї варiацiйних методiв.

1.1 Додатнi та додатно визначенi операто-

ри

Розглядатимемо задачi вигляду

Au = f, (1.1)

де A − лiнiйний оператор, що вiдображає деяку множину DA (область
визначення оператора A), яка належить гiльбертовому просторуH , на
множину RA ⊂ H (область значень оператора A).

Приклад 1. Для крайової задачi

−u′′(x) = f, x ∈ (a, b); (1.2)

u(a) = 0, u′(b) = 0, (1.3)

припускаючи, що f ∈ C [a, b], схарактеризуємо область визначення DA

ї ї оператора так:

DA =
{

u(x) : u(x) ∈ C(2) [a, b] , u(a) = 0, u′(b) = 0
}

. (1.4)



Отже, оператор крайової задачi (1.2), (1.3) характеризований дифе-
ренцiальним рiвнянням (1.2) та областю визначення (1.4).

Приклад 2. Розглянемо крайову задачу Дiрiхле для рiвняння Пу-
ассона у двовимiрнiй областi Ω з границею Γ:

−∆u = f (x1, x2) , x1, x2 ∈ Ω; (1.5)

u = 0, x1, x2 ∈ Γ. (1.6)

Тут

∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

,

f ∈ C
(

Ω
)

. Очевидно, що область визначення оператора задачi (1.5),
(1.6) можна схарактеризувати так:

DA =
{

u(x1, x2) : u(x1, x2) ∈ C(2)
(

Ω
)

; u = 0, x1, x2 ∈ Γ
}

. (1.7)

Означення. Оператор A називають симетричним, якщо його
область визначення DA ⊂ H є щiльною множиною у просторi H , i
виконується спiввiдношення

(Au, v) = (u,Av) , ∀u, v ∈ DA. (1.8)

Приклад 3. Доведемо, що оператор задачi (1.2), (1.3) симетри-
чний. Перш за все зазначимо, що множина DA (1.4) щiльна в L2 (0, 1).

Цей висновок ґрунтується на очевидному спiввiдношеннi C
(∞)
0 ⊂ DA

i тому фактi, що C
(∞)
0 утворює щiльну множину у просторi L2 (0, 1)

[5,10]. Розглянемо скалярний добуток

(Au, v) = −

b
∫

a

u′′vdx, ∀u, v ∈ DA. (1.9)

Зiнтегруємо праву частину попереднього виразу частинами i вiзьмемо
до уваги граничнi умови (1.3). Отримаємо

(Au, v) =

b
∫

a

u′v′dx. (1.10)

Оскiльки права частина цього виразу є симетричною вiдносно функцiй
u та v, то можна записати

(Au, v) = (Av, u) . (1.11)



З огляду на симетрiю скалярного добутку остаточно одержимо

(Au, v) = (u,Av) . (1.12)

Означення. Оператор A називають додатним, якщо вiн симетрич-
ний, i виконуються спiввiдношення

(Au, u) ≥ 0, ∀u ∈ DA; (1.13)

(Au, u) = 0 ⇒ u ≡ 0. (1.14)

Якщо в цьому разi iснує стала γ > 0 така, що виконується нерiвнiсть

(Au, u) ≥ γ2 ‖u‖2
H , (1.15)

то оператор A називають додатно визначеним.
Приклад 4. Доведемо додатнiсть оператора крайової задачi Дiрi-

хле для рiвняння Пуассона (1.5), (1.6). Область визначення DA цього
оператора є щiльною множиною в просторi L2 (Ω) (див. приклад 1).
Розглянемо вираз

(Au, u) = −

∫

Ω

∆u udΩ.

Щоб його перетворити, отримаємо формулу Грiна для оператора Ла-
пласа. З цiєю метою використаємо формулу Остроградського [8,10]

∫

Ω

(

∂ϕ

∂x1
+
∂ψ

∂x2

)

dΩ =

∫

Γ

(ϕl1 + ψl2) dΓ, (1.16)

де li = cos (ν, xi), i = 1, 2; ν − зовнiшня нормаль до границi Γ областi
Ω. Приймемо у формулi (1.16) ϕ = uv, ψ = 0. Знайдемо

∫

Ω

v
∂u

∂x1
dΩ = −

∫

Ω

u
∂v

∂x1
dΩ +

∫

Γ

uvl1dΓ. (1.17)

Аналогiчно матимемо
∫

Ω

v
∂u

∂x2
dΩ = −

∫

Ω

u
∂v

∂x2
dΩ +

∫

Γ

uvl2dΓ. (1.18)

Пiдставивши у формули (1.17), (1.18) замiсть функцiї u ї ї похiднi
∂u/∂x1 та ∂u/∂x2 i додаючи їх, отримаємо формулу Грiна

−

∫

Ω

∆u vdΩ =

∫

Ω

∇u∇vdΩ −

∫

Γ

∂u

∂ν
vdΓ, (1.19)



де

∇u =

{

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2

}

,
∂u

∂ν
=

∂u

∂x1
l1 +

∂u

∂x2
l2. (1.20)

Отже, для скалярного добутку (Au, u) з урахуванням формули Грiна
та граничних умов (1.6) запишемо

(Au, u) =

∫

Ω

(∇u)
2
dΩ. (1.21)

Очевидно, що (Au, u) ≥ 0. Припустимо тепер, що

(Au, u) = 0. (1.22)

Звiдси, враховуючи (1.21), матимемо

∇u ≡ 0 ⇒ u ≡ const. (1.23)

Якщо взяти до уваги граничну умову (1.6), то отримаємо потрiбний
результат u ≡ 0.

Зауваження. Для можливостi застосування формули Остроград-
ського вважатимемо, що область Ω − обмежена зв’язна множина ев-
клiдового простору R2 з лiпшицевою границею Γ.

Приклад 5. Доведемо додатну визначенiсть оператора задачi
(1.2), (1.3). Для цього запишемо u(x) у виглядi

u(x) =

x
∫

a

du

dt
dt. (1.24)

Звiдси, враховуючи нерiвнiсть Кошi−Буняковського, отримаємо

u2(x) =





x
∫

a

du

dt
dt





2

≤

x
∫

a

(

du

dt

)2

dt

x
∫

a

dx ≤ (x− a)

b
∫

a

(

du

dt

)2

dt.

(1.25)
Зiнтегрувавши лiву та праву частини ланцюжка нерiвностей (1.25),
знайдемо

b
∫

a

u2(x)dx ≤
(b − a)2

2

b
∫

a

(

du

dx

)2

dx. (1.26)

Отриману нерiвнiсть (1.26) називають нерiвнiстю Фрiдрiхса. Викори-
стовуючи її, можна довести додатну визначенiсть оператора задачi



Рис. 1.1: Двовимiрна область

(1.2), (1.3). Справдi, враховуючи спiввiдношення (1.26), матимемо

(Au, u) ≥
2

(b − a)2
‖u‖

2
. (1.27)

Отже,

γ2 =
2

(b− a)2
.

Приклад 6. Доведемо додатну визначенiсть оператора задачi
(1.5), (1.6). Припустимо, не зменшуючи загальностi, що однозв’язна
область Ω з лiпшицевою границею Γ розташована у першому ква-
дрантi декартової системи координат (рис. 1.1). Помiстимо область
Ω усерединi прямокутника Π i довизначимо функцiю u(x1, x2) на Π\Ω,
прийнявши, що в Π\Ω вона дорiвнює нулю. Запишемо далi очевидне
спiввiдношення

u(x1, x2) =

x1
∫

0

∂u (t, x2)

∂t
dt. (1.28)

Звiдси, враховуючи нерiвнiсть Кошi−Буняковського, знайдемо (ана-
логiчно як у формулi (1.25))

u2(x1, x2) = x1

a
∫

0

(

∂u

∂x1

)2

dx1. (1.29)



Зiнтегруємо цю нерiвнiсть на прямокутнику Π

∫

Π

u2(x1, x2)dx1dx2 ≤
a2

2

∫

Π

(

∂u

∂x1

)2

dx1dx2. (1.30)

Подiбним способом отримаємо i таку нерiвнiсть:
∫

Π

u2(x1, x2)dx1dx2 ≤
b2

2

∫

Π

(

∂u

∂x2

)2

dx1dx2. (1.31)

Додаючи нерiвностi (1.30) та (1.31) i враховуючи, що в Π\Ω

u(x1, x2) ≡ 0,
∂u

∂x1
≡ 0,

∂u

∂x2
≡ 0,

отримаємо нерiвнiсть, яку теж називають нерiвнiстю Фрiдрiхса:

∫

Ω

u2(x1, x2)dΩ ≤ c2
∫

Ω

[

(

∂u

∂x1

)2

+

(

∂u

∂x2

)2
]

dΩ, (1.32)

де

c2 = max

{

a2

4
,
b2

4

}

.

Урахувавши (1.21) та (1.32), отримаємо

(Au, u) ≥
1

c2

∫

Ω

u2dΩ.

Отже, оператор задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона додатно визна-
чений.

1.2 Варiацiйна задача про мiнiмум квадра-

тичного функцiонала

Уважатимемо тут, що задача

Au = f, f ∈ H (1.33)

має додатний оператор, який вiдображає область його визначення DA

у гiльбертiв простiр H .
Зазначимо перш за все, що властивiсть додатностi оператора задачi

(1.33) пов’язана з єдинiстю її розв’язку. Виконується така теорема:



Теорема 1. Нехай A − додатний оператор. Тодi, якщо задача (1.33)
має розв’язок, то вiн єдиний.

Доведення. Припустимо, що iснують два розв’язки задачi (1.33)
u1 та u2, причому u1 не дорiвнює тотожно u2. Розглянемо скалярний
добуток (A (u1 − u2) , u1 − u2). Оскiльки A (u1 − u2) = Au1 − Au2 =
f − f = 0, то

(A (u1 − u2) , u1 − u2) = 0.

Звiдси, враховуючи, що A − додатний оператор, робимо висновок,
що u1 − u2 ≡ 0. Це суперечить початковому припущенню, а отже, до-
водить теорему.

Наведена нижче теорема, яка встановлює зв’язок крайової задачi
(1.33) з певною варiацiйною задачею, надзвичайно важлива для кон-
струювання методiв побудови наближених розв’язкiв.

Теорема 2 (теорема про мiнiмум функцiонала енергiї). Нехай A
−додатний оператор. Якщо задача (1.33) має розв’язок, то вiн на-
дає мiнiмуму функцiоналу

F (u) = (Au, u)− 2 (u, f) , u ∈ DA. (1.34)

Навпаки, функцiя, яка надає мiнiмального значення функцiоналу
(1.34), є одночасно розв’язком задачi (1.33).

Доведення. 1. Нехай функцiя u0 є розв’язком задачi (1.33). Вiзьмемо
довiльну функцiю η ∈ DA . Очевидно, що u0 + η ∈ DA. Розглянемо
F (u0 + η). Враховуючи симетрiю оператора A та симетрiю скалярного
добутку, отримаємо

F (u0 + η) = F (u0) + 2 (Au0 − f, η) + (Aη, η) . (1.35)

Зауважимо, що другий доданок у формулi (1.35) дорiвнює нулю,
оскiльки Au0 − f = 0. Отже, для довiльної функцiї u0 + η справджує-
ться спiввiдношення

F (u0 + η) = F (u0) + (Aη, η) . (1.36)

Оскiльки останнiй доданок у правiй частинi формули (1.36) задоволь-
няє нерiвнiсть (Aη, η) ≥ 0 (A − додатний оператор), то функцiонал F
досягає свого мiнiмального значення на функцiї u0.



2. Доведемо тепер обернене твердження. Припустимо, що функцiя
u0 ∈ DA надає мiнiмального значення функцiоналу (1.34). Це означає,
що для довiльної функцiї η ∈ DA i довiльного дiйсного числа t

F (u0 + tη) ≥ F (u0) . (1.37)

Використавши знову симетрiю оператора та симетрiю скалярного до-
бутку, отримаємо

F (u0 + tη) = (Au0, u0) − 2 (f, u0)−

−2t (f, η) + 2t (Au0, η) + t2 (Aη, η) . (1.38)

Для вибраних функцiй u0, f, η F (u0 + tη) є квадратичною фун-
кцiєю змiнної t. З умови теореми випливає iснування у цiєї функцiї
мiнiмуму при t = 0. Це означає, що виконується рiвнiсть

d

dt
F (u0 + tη) |t=0= 0 (1.39)

або, згiдно з (1.38),
2 (Au0, η) − 2 (f, η) = 0,

тобто
(Au0 − f, η) = 0. (1.40)

Оскiльки η − довiльна функцiя, а DA − щiльна множина, то звiдси
випливає [8]

Au0 − f = 0.

Нехай A − додатно визначений оператор. Уведемо на множинi
DA ∈ H новий скалярний добуток

(u, v)A = (Au, v) . (1.41)

Можна довести, що добуток (1.41) задовольняє всi аксiоми гiльберто-
вого простору. Розглянемо на множинi DA новий гiльбертiв простiр
HA. У випадку, якщо цей простiр не є повним, доповнимо його гра-
ничними (у сенсi метрики (1.41)) елементами ΓA. Отже, для повного
простору HA маємо

HA = DA ∪ ΓA. (1.42)

У монографiї [8] доведено, що HA ⊂ H.
Зауваження. Скалярний добуток (1.41) називають енергетичним

добутком додатно визначеного оператора. Вiдповiдну йому норму



‖u‖A = (u, u)
1/2
A − енергетичною нормою, простiр HA − енергетичним

простором. Для довiльного u ∈ HA виконується нерiвнiсть [8]

‖u‖A ≥ γ ‖u‖ , (1.43)

яка є наслiдком нерiвностi (1.15). Звiдси випливає лема.

Лема 3. Нехай A − додатно визначений оператор. Якщо послiдов-
нiсть {ϕn} збiжна за енергетичною нормою (1.41), то вона збiжна
i за нормою вихiдного простору H.

Доведення. Очевидне.
Функцiонал (1.34), який визначений на множинi DA, у випадку до-

датно визначеного оператораA може бути поширений на енергетичний
простiр HA. Справдi, його можна навести у виглядi

F (u) = (u, u)A − 2 (u, f) , u ∈ HA.

Приклад 7. Запишемо функцiонал енергiї, що вiдповiдає задачi

−u′′ (x) = f (x) , x ∈ (a, b) ,

u (a) = 0, u (b) = 0.

Беручи до уваги перетворення, виконанi пiд час дослiдження прикладу
3, запишемо

F (u) =

b
∫

a

(

u′2 − 2uf
)

dx, u ∈ HA, (1.44)

HA = {u (x) : u′ ∈ L2 (0, 1) , u (a) = 0, u (b) = 0} .

Приклад 8. Запишемо функцiонал енергiї, що вiдповiдає задачi

−∆u = f, x1, x2 ∈ Ω,

u = 0 x1, x2 ∈ Γ.

Урахувавши перетворення, виконанi пiд час дослiдження прикладу 4,
отримаємо

F (u) =

∫

Ω

[

(

∂u

∂x1

)2

+

(

∂u

∂x2

)2
]

dΩ − 2

∫

Ω

fudΩ, u ∈ HA.

HA =

{

u (x1, x2) :
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
∈ L2 (Ω) ;u = 0 x1, x2 ∈ Γ

}

.



1.3 Iснування розв’язку задачi про мiнiмум

функцiонала енергiї

Розглянемо функцiонал

F (u) = (Au, u) − 2 (u, f) , u ∈ DA. (1.45)

Згiдно з теоремою про функцiонал енергiї, якщо A − додатний опе-
ратор, то задача мiнiмiзацiї цього функцiонала еквiвалентна задачi
Au = f за умови, що iснує її розв’язок. Якщо оператор A − додатно
визначений, то функцiонал (1.45) можна розглядати в енергетичному
просторi

F (u) = (u, u)A − 2 (u, f) , u ∈ HA. (1.46)

Тодi ж можна довести, що iснує розв’язок задачi про мiнiмум функцiо-
нала.

Теорема 4. Нехай A − додатно визначений оператор. Тодi варiацiйна
задача про мiнiмум функцiонала енергiї (1.46) має єдиний розв’язок
u0 ∈ HA.

Доведення. Розглянемо лiнiйний функцiонал

l (u) = (u, f) , u ∈ HA. (1.47)

Доведемо, що вiн обмежений у просторi HA. Використовуючи нерiв-
нiсть Кошi−Буняковського, матимемо

|l (u)| = |(u, f)| ≤ ‖u‖ ‖f‖ .

Запишемо далi, враховуючи (1.43),

|l (u)| ≤
‖f‖

γ
‖u‖A .

Звiдси випливає обмеженiсть лiнiйного функцiонала l (u) в енергети-
чному просторi HA. Тодi на пiдставi теореми Рiса [5,8,10] iснує єдина
функцiя u0 ∈ HA така, що функцiонал l (u) можна записати у виглядi
скалярного добутку

l (u) = (u, u0)A , u0 ∈ HA. (1.48)

Врахувавши (1.48), перепишемо функцiонал (1.46) так:

F (u) = (u, u)A − 2 (u, u0)A . (1.49)



Додамо i вiднiмемо у правiй частинi формули (1.49) скалярний добуток
(u0, u0)A. Отримаємо

F (u) = (u, u)A − 2 (u, u0)A + (u0, u0)A − (u0, u0)A =

= ‖u− u0‖
2
A − ‖u0‖

2
A . (1.50)

З попередньої формули випливає, що мiнiмум функцiонала досягає-
ться тодi i лише тодi, коли u = u0.

Означення. Функцiю u0, яка надає мiнiмуму функцiоналу енергiї
на множинi функцiй з простору HA, називають узагальненим розв’яз-
ком рiвняння Au = f .

Цей термiн зумовлений тим, що розв’язок u0 ∈ HA i, отже, може
не належати областi визначення оператора DA.

Уважатимемо, що простiр H − сепарабельний; тодi, як зазначено
у [8], простiр HA теж сепарабельний. Отже, у ньому можна знайти
повну ортонормовану систему функцiй {ϕn} . Розвинемо узагальнений
розв’язок u0 у ряд Фур’є за цiєю системою функцiй

u0 =
∞
∑

n=1

(u0, ϕn)A ϕn. (1.51)

Прийнявши у формулi (1.48) u = ϕn, отримаємо

(u0, ϕn)A = (f, ϕn) . (1.52)

Це приводить до такого запису u0 у виглядi ряду Фур’є:

u0 =

∞
∑

n=1

(f, ϕn)ϕn. (1.53)

Приклад 9. Розвинемо у ряд Фур’є розв’язок задачi

−u′′ (x) = 1, x ∈ (0, π),

u (0) = u (π) = 0.

Виберемо повну ортогональну систему функцiй у виглядi ϕn = sinnx.
Зауважимо, що згiдно з перетвореннями, виконаними пiд час дослi-
дження прикладу 3, для енергетичного скалярного добутку маємо ви-
раз

(u, v)A =

π
∫

0

u′v′dx.



Розглянемо скалярний добуток

(ϕm, ϕn)A = mn

π
∫

0

cosmx cosnxdx =

{

0, m 6= n;
m2π

2 , m = n.

Отже, якщо взяти послiдовнiсть ортогональних функцiй у виглядi

{ϕn} =

√

2

π

1

n
sinnx,

то вона буде ще й нормованою. Обчислимо тепер скалярний добуток

(ϕn, 1) =

√

2

π

1

n

π
∫

0

sinnxdx = −

√

2

π

1

n2
(cosnπ − 1) =

=

{

0, n = 2i;
2
√

2
n2

√
π
, n = 2i− 1, i = 1, 2, ....

Тому з урахуванням попередньої формули ряд Фур’є для узагальне-
ного розв’язку матиме вигляд

u0 =
4

π

∞
∑

n=1,3,5

1

n3
sinnx.

Приклад 10. Розвинемо у ряд Фур’є узагальнений розв’язок за-
дачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона

−∆u = 1, x1, x2 ∈ Ω;

u = 0, x1, x2 ∈ Γ,

де Ω − прямокутна область

Ω = {x1, x2 : 0 < x1 < a, 0 < x2 < b} ,

обмежена границею Γ. Виберемо повну ортонормовану систему фун-
кцiй {ϕmn} у виглядi

ϕmn = C sin
mπx1

a
sin

nπx2

b
;m,n = 1, 2, ...,

C =
2

π

√

ab

b2m2 + a2n2
.



Цi функцiї нескiнченно диференцiйовнi i дорiвнюють нулю на границi
Γ областi Ω. Отже, вони належать множинi DA − областi визначення
оператора. Легко довести, що вони утворюють ортонормовану систему
в енергетичнiй метрицi оператора задачi Дiрiхле для рiвняння Пуас-
сона, яка визначена скалярними добутком

(u, v)A =

∫

Ω

[

∂u

∂x1

∂v

∂x1
+

∂u

∂x2

∂v

∂x2

]

dΩ.

Обчислимо коефiцiєнти ряду Фур’є за формулою (1.52):

(1, ϕmn) =
2ab

π2mn

√

ab

b2m2 + a2n2
,

m, n = 1, 3, 5, ... .

Для парних значень iндексiв коефiцiєнти ряду дорiвнюють нулю. От-
же, остаточно ряд Фур’є для узагальненого розв’язку матиме вигляд

u0 =
16a2b2

π4

∑

m,n=1,3,5,...

sin mπx1

a sin nπx2

b

mn (b2m2 + a2n2)
.

1.4 Головнi та природнi граничнi умови

У параграфi 1.2 на множинi DA − областi визначення операто-
ра, побудовано повний енергетичний простiр HA. Елементами цього
простору є елементи множини DA, а також деякi граничнi елементи,
якi утворюють множину ΓA. Функцiї, що належать областi визначен-
ня оператора DA, очевидно, задовольняють усi граничнi умови, якi
ставлять у задачi. Виявляється, що функцiї з множини ΓA, якi допов-
нюють DA до повного простору, задовольняють тiльки деякi граничнi
умови. Цi граничнi умови називають головними граничними умова-
ми. Наведемо формальну ознаку подiлу граничних умов на головнi та
природнi.

Означення. Нехай диференцiальне рiвняння має порядок 2k. Тодi
граничнi умови, що мiстять похiднi до порядку k − 1 включно, є го-
ловними. Граничнi ж умови, що мiстять похiднi порядку k та вище, є
природними граничними умовами.

У варiацiйному формулюваннi крайової задачi як задачi мiнiмiза-
цiї квадратичного функцiонала природнi граничнi умови та диферен-
цiальне рiвняння становлять необхiднi умови мiнiмуму функцiонала
(рiвняння Ейлера).



Приклад 11. Розглянемо мiшану крайову задачу для рiвняння
Пуассона

−∆u = f, x1, x2 ∈ Ω; (1.54)

u = 0, x1, x2 ∈ Γ1; (1.55)

∂u

∂ν
= 0, x1, x2 ∈ Γ2, Γ = Γ1 ∪ Γ2, (1.56)

де ν − зовнiшня нормаль до границi Γ. Нескладно довести, що ця
задача має додатний оператор. Отже, вона еквiвалентна задачi про
мiнiмум функцiонала енергiї

F (u) =

∫

Ω

(

(

∂u

∂x1

)2

+

(

∂u

∂x2

)2
)

dΩ − 2

∫

Ω

fu dΩ. (1.57)

Оскiльки диференцiальне рiвняння є рiвнянням другого порядку, то
k = 1. Отже, гранична умова (1.55) є головною умовою, а гранична
умова (1.56) − природною. Шукатимемо розв’язок задачi про мiнiмум
функцiонала (1.57) на множинi функцiй

M =
{

u (x1, x2) : u ∈ C(2);u = 0, x1, x2 ∈ Γ1

}

.

Ми намагатимемось довести, що функцiя, яка надає мiнiмального зна-
чення функцiоналу, задовольняє рiвняння (1.54). Тому в попередньому
визначеннi множини M є завищеними (u ∈ C(2)), нiж звичайно, вимо-
ги щодо гладкостi функцiй. Доведемо, що необхiдними умовами мiнi-
муму функцiонала (1.57) є рiвняння (1.54) та граничнi умови (1.56).
Нехай F (u0) −→ min; вiзьмемо довiльну функцiю η ∈ M . Розглянемо
v = u0 + tη, де t ∈ R. Запишемо необхiдну умову мiнiмуму

dF (v)

dt
|t=0= 0. (1.58)

Отримаємо
∫

Ω

(

∂u0

∂x1

∂η

∂x1
+
∂u0

∂x2

∂η

∂x2

)

dΩ −

∫

Ω

fηdΩ = 0. (1.59)

Перетворимо (1.59), використовуючи формулу Грiна (1.19), до вигляду
∫

Ω

(−∆u0 − f) ηdΩ +

∫

Γ2

∂u0

∂ν
ηdΓ = 0. (1.60)



Оскiльки η − довiльний елемент iз щiльної множини, то з (1.60)

−∆u0 = f в Ω; (1.61)

∂u0

∂ν
= 0 на Γ2. (1.62)

Отже, рiвняннями Ейлера для функцiонала (1.57) є диференцiальне
рiвняння (1.54) та природна гранична умова (1.56).

1.5 Задачi з неоднорiдними граничними

умовами

Теорема про функцiонал енергiї та пов’язанi з нею результати ви-
конуються для лiнiйних операторiв, описуваних лiнiйними рiвняннями
та однорiдними граничними умовами. Зазначимо, що коли граничнi
умови є неоднорiдними, то область визначення оператора не є лiнiй-
ною множиною i, вiдповiдно, оператор задачi не є лiнiйним. Тому для
побудови варiацiйного формулювання задачi вже неможливо викори-
стати згадану теорему. Проте шляхом замiни шуканої функцiї можна
перетворити задачу до задачi з однорiдними граничними умовами i
для цiєї задачi використати теорему про функцiонал енергiї.

Приклад 12. Проiлюструємо це прикладом задачi Дiрiхле для рiв-
няння Пуассона

−∆u (x1, x2) = f (x1, x2) , x1, x2 ∈ Ω; (1.63)

u (x1, x2) = g (x1, x2) , x1, x2 ∈ Γ. (1.64)

Область визначення цiєї задачi

DA =
{

u (x1, x2) : u ∈ C(2)
(

Ω̄
)

; u = g, x1, x2 ∈ Γ
}

не є лiнiйною множиною, бо для довiльних u, v ∈ DA сума u+ v /∈ DA,
оскiльки u + v = 2g, x1, x2 ∈ Γ. Для задачi (1.63), (1.64) виконаємо
замiну шуканої функцiї

u = z + w, (1.65)

де z (x1, x2) − нова шукана функцiя; w − деяка вiдома функцiя, що має
певний запас гладкостi, наприклад, w ∈ C(2)

(

Ω̄
)

i w = g, x1, x2 ∈ Γ.
З (1.65) випливає, що функцiя z повинна задовольняти на границi Γ
умову

z = 0, x1, x2 ∈ Γ. (1.66)



Пiдставимо (1.65) в (1.63), отримаємо диференцiальне рiвняння для
визначення функцiї z

−∆z = f + ∆w. (1.67)

Отже, шляхом замiни шуканої функцiї ми отримали крайову задачу
(1.67) з однорiдною граничною умовою (1.66). Запишемо для неї ва-
рiацiйний функцiонал. Згiдно з теоремою про мiнiмум функцiонала
енергiї отримаємо

F =

∫

Ω

(gradz)2dΩ − 2

∫

Ω

fzdΩ − 2

∫

Ω

∆wzdΩ. (1.68)

З використанням формули Грiна та граничної умови (1.66) перетвори-
мо у формулi (1.68) останнiй доданок:

F =

∫

Ω

(gradz)2dΩ − 2

∫

Ω

fzdΩ + 2

∫

Ω

gradw gradzdΩ.

Додамо до останньої формули сталу величину
∫

Ω

(gradw)2dΩ − 2

∫

Ω

fwdΩ,

яка не змiнює розв’язку задачi про мiнiмум функцiонала, i перепишемо
його у виглядi

F =

∫

Ω

(grad)2udΩ − 2

∫

Ω

fudΩ. (1.69)

Отже, видно, що функцiонал має вигляд такий, як i для однорiдних
граничних умов. Проте в разi його мiнiмiзацiї потрiбно враховувати
замiну (1.65)

Приклад 13. Розглянемо тут неоднорiдну природну граничну
умову Ньютона

∂u (x1, x2)

∂ν
+σu (x1, x2) = g (x1, x2) , x1, x2 ∈ Γ, σ = const, σ > 0

(1.70)
для рiвняня Пуассона

−∆u (x1, x2) = f (x1, x2) , x1, x2 ∈ Ω. (1.71)

Як i в попередньому прикладi, виконаємо замiну

u = z + w, (1.72)



де z − нова шукана функцiя; w − деяка вiдома функцiя, що має певний
запас гладкостi, наприклад w ∈ C(2)

(

Ω̄
)

, i

∂w (x1, x2)

∂ν
+ σw (x1, x2) = g (x1, x2) , x1, x2 ∈ Γ. (1.73)

З (1.73) випливає, що функцiя z повинна задовольняти на границi Γ
умову

∂z (x1, x2)

∂ν
+ σz (x1, x2) = 0, x1, x2 ∈ Γ. (1.74)

Знову для визначення функцiї z отримаємо рiвняння

−∆z = f + ∆w. (1.75)

Оскiльки крайова задача (1.75), (1.74) є задачею з однорiдними гра-
ничними умовами, то її варiацiйне формулювання можна отримати з
теореми про функцiонал енергiї. Згiдно з цiєю теоремою задача зводи-
ться до задачi мiнiмiзацiї функцiонала

F =

∫

Ω

(gradz)2dΩ − 2

∫

Ω

fzdΩ − 2

∫

Ω

∆wzdΩ + σ

∫

Γ

z2dΓ.

Перетворимо цей функцiонал за аналогiєю з попереднiм:

F =

∫

Ω

(gradz)2dΩ − 2

∫

Ω

fzdΩ + 2

∫

Ω

gradw gradzdΩ+

+σ

∫

Γ

z2dΓ − 2σ

∫

Γ

gzdΓ + 2σ

∫

Γ

wzdΓ.

Додамо до останньої формули сталу величину
∫

Ω

(gradw)2dΩ − 2

∫

Ω

fwdΩ − 2σ

∫

Γ

gwdΓ + σ

∫

Γ

w2dΓ,

яка не змiнює розв’язку задачi про мiнiмум функцiонала, i перепишемо
його у виглядi

F =

∫

Ω

(gradu)2dΩ − 2

∫

Ω

fudΩ − 2

∫

Γ

gudΓ + σ

∫

Γ

u2dΓ. (1.76)

Отже, для задачi, яка має природну граничну умову (1.70), функцiо-
нал енергiї вже змiнює свiй вигляд.



Висновок. Для задачi з неоднорiдними умовами головного типу
достатньо врахувати замiну вигляду (1.65) i далi чинити так, як i для
однорiдних граничних умов. На випадок неоднорiдних граничних умов
природного типу потрiбно врахувати вiдповiднi змiни у записi фун-
кцiонала енергiї.

Цей висновок дуже важливий для конструювання числових методiв
побудови розв’язкiв крайових задач.

1.6 Метод Рiтца

Для побудови наближеного розв’язку задачi про мiнiмум квадра-
тичного функцiонала можна скористатися методом Рiтца.

Нехай A − додатно визначений оператор. Тодi крайова задача
Au = f еквiвалентна (згiдно з теоремою про функцiонал енергiї) задачi
мiнiмiзацiї функцiонала

F (u) = (u, u)A − 2 (u, f) , u ∈ HA. (1.77)

Виберемо послiдовнiсть {ϕn}, кожна функцiя якої задовoльняє вимоги
1◦ ϕn ∈ HA,
2◦ detG 6= 0,

3◦ ∀u0 ∈ HA, ∀ε > 0 ∃N, αi :

∥

∥

∥

∥

u0 −
n
∑

i=1

αiϕi

∥

∥

∥

∥

A

≤ ε.

Тут G =
{

(ϕi, ϕj)A

}

− матриця Грамма послiдовностi функцiй
{ϕn} .

Зазначимо, що умова 2◦ є умовою лiнiйної незалежностi, а умова
3◦− умовою повноти.

Наближений розв’язок un задачi про мiнiмум функцiонала (1.77)
запишемо у виглядi

un =

n
∑

i=1

aiϕi, (1.78)

де ai − невiдомi коефiцiєнти. Для їхнього знаходження використає-
мо необхiднi умови екстремуму функцiонала (1.77) в пiдпросторi Sn,
побудованому на базисi {ϕi} ,

∂F (un)

∂ai
= 0, i = 1, ..., n. (1.79)

Виконавши операцiю диференцiювання в (1.79), отримаємо
n
∑

j=1

aj (ϕi, ϕj)A = (ϕi, f) , i = 1, ..., n. (1.80)



Рiвняння (1.80) утворюють систему лiнiйних алгебричних рiвнянь для
вiдшукання невiдомих коефiцiєнтiв aj .

Визначник системи лiнiйних алгебричних рiвнянь (1.80) вiдмiнний
вiд нуля за умовою 2◦. Отже, система рiвнянь (1.80) має єдиний розв’я-
зок.

Зауваження. Поширеною є також схема методу Рiтца, у якому на-
ближений розв’язок знаходять шляхом використання послiдовностей
базисних функцiй

ϕ
1,1
, ..., ϕ

1,n
; ...;ϕ

k,1
, ..., ϕ

k,nk
; ...

У цьому разi система лiнiйних алгебричних рiвнянь для визначення не-
вiдомих коефiцiєнтiв зберiгає свiй вигляд. Проте для кожного значення
n вона утворюється на основi iншої послiдовностi базисних функцiй.

Теорема 5. Послiдовнiсть наближених розв’язкiв {un}методу Рiтца
(1.78) збiгається до узагальненого розв’язку як за енергiєю, так i за
нормою вихiдного простору H.

Доведення. Використаємо для доведення запис функцiонала
енергiї (1.50)

F (u) = ‖u− u0‖
2
A − ‖u0‖

2
A , (1.81)

де u0 − узагальнений розв’язок. З того, що un надає мiнiмального
значення функцiоналу (1.81), випливає, що рiзниця ‖un − u0‖A набу-
ває мiнiмального значення на пiдпросторi Sn. Отже, згiдно з умовою
3◦

‖un − u0‖A ≤

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=1

αiϕi − u0

∥

∥

∥

∥

∥

A

≤ ε. (1.82)

Це й означає збiжнiсть за енергiєю. Використаємо далi нерiвнiсть

‖u‖2
A ≥ γ2 ‖u‖2 , (1.83)

яка випливає з означення додатно визначеного оператора. Ця нерiв-
нiсть, як зазначено, виконується для довiльної функцiї u ∈ HA. Отже,
з (1.82) та (1.83) випливає, що

‖un − u0‖ ≤ ε, (1.84)

тобто що послiдовнiсть наближених розв’язкiв збiгається також i за
нормою вихiдного простору.

Теорема 6. Послiдовнiсть наближених розв’язкiв методу Рiтца
прямує знизу за енергiєю до узагальненого розв’язку.



Доведення. Вважатимемо тут для спрощення викладок, що по-
слiдовнiсть функцiй {ϕn} є ортонормованою за енергiєю, тобто вико-
нується спiввiдношення

(ϕi, ϕj)A = δij =

{

1 i = j,
0 i 6= j.

(1.85)

Розвинемо узагальнений розв’язок u0 у ряд Фур’є

u0 =

∞
∑

i=1

(f, ϕi)A ϕi. (1.86)

З (1.86) маємо

‖u0‖
2
A =

∞
∑

i=1

(f, ϕi)
2
A . (1.87)

Якщо система функцiй {ϕn} ортонормована, то система рiвнянь Рiтца
(1.80) спрощується. Вона набуває вигляду

ai = (f, ϕi) , i = 1, ..., n. (1.88)

Пiдставимо (1.88) у формулу для un (1.78) i обчислимо

‖un‖
2
A = (un, un)A =

n
∑

i=1

(f, ϕi)
2
. (1.89)

Порiвнюючи (1.89) з (1.87), можемо записати нерiвнiсть

‖un‖
2
A ≤ ‖u0‖

2
A , (1.90)

яка доводить теорему. Якщо ж функцiї {ϕn} не є ортонормова-
ними, то їх можна ортонормувати шляхом використання процеду-
ри Грамма−Шмiдта [5], яка передбачає перерахунок ортонормованих
функцiй через неортонормованi за скiнченну кiлькiсть крокiв. У цьому
разi нерiвнiсть (1.90) знову виконуватиметься.

Зауваження. Нехай un − наближений за Рiтцом розв’язок задачi
про мiнiмум функцiонала енергiї. З умов мiнiмуму функцiонала ви-
пливає, що

(Aun − f, η) = 0, ∀η ∈ Sn. (1.91)

Узагальнений розв’язок u0 задовольняє рiвнiсть

(Au0 − f, η) = 0. (1.92)



Вiднiмемо вiд (1.91) формулу (1.92):

(Aun −Au0, η) = 0,

або
(A (un − u0) , η) = 0. (1.93)

З (1.93) випливає, що наближений розв’язок un є ортогональною про-
екцiєю

(un − u0, η)A = 0

узагальненого розв’язку на пiдпростiр Sn, утворений на базисi {ϕn}.

1.7 Метод скiнченних елементiв

Опишемо варiант методу Рiтца розв’язування крайових задач для
звичайного диференцiального рiвняння другого порядку. Його алго-
ритм будують з використанням спецiальних кусково-аналiтичних ба-
зисних функцiй. Цей метод вiдомий у науковiй лiтературi як метод
скiнченних елементiв.

Для запису одновимiрних кусково-лiнiйних базисних функцiй мето-
ду скiнченних елементiв роздiлимо промiжок [a, b] на вiдрiзки − скiн-
ченнi елементи, точками xi, i = 0, 1, ..., n, x0 = a, xn = b. Задамо
базисну функцiю ϕh

i (x) спiввiдношенням

ϕh
i =















0, x0 ≤ x < xi−1;
x−xi−1

hi
, xi−1 ≤ x < xi;

−x−xi+1

hi+1
, xi ≤ x < xi+1;

0, xi+1 ≤ x < xn,

(1.94)

де hi = xi − xi−1. Графiк функцiї ϕh
i (x) зображений на рис. 1.2.

Функцiї вигляду (1.94), якi вiдмiннi вiд нуля тiльки в певнiй частинi
областi визначення, називають функцiями з компактним носiєм.

З огляду на специфiку побудови функцiї ϕh
i (x) мають такi власти-

востi:
1◦ ϕh

i (x) ∈ C [a, b];
2◦
(

ϕh
r , ϕ

h
s

)

= 0, якщо |r − s| ≥ 2;
3◦ ϕh

i (xj) = δij .
З властивостi 3◦ випливає: якщо

uh =
n
∑

i=1

aiϕ
h
i (x) , (1.95)



Рис. 1.2: Кусково-аналiтичнi базиснi функцiї



то ai = uh (xi) (позначимо uh (xi) = uh
i ). На скiнченному елементi

[xi−1, xi] функцiю uh можна записати у виглядi

uh = uh
i−1ϕ

h
i−1 (x) + uh

i ϕ
h
i (x) . (1.96)

Використаємо кусково-полiномiальнi функцiї (1.94) для побудови
наближеного розв’язку задачi Штурма−Лiувiля

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q (x) u = f (x) , x ∈ (a, b) ; (1.97)

u (a) = 0, u′ (b) = 0. (1.98)

Якщо коефiцiєнти p(x), q(x) рiвняння (1.97) задовольняють умо-
ви p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0, то оператор задачi (1.97), (1.98) є дода-
тно визначений (параграф 1.1). Крайову задачу (1.97), (1.98) можна
сформулювати як варiацiйну. Її узагальнений розв’язок iснує i єдиний.
Застосувавши метод Рiтца до побудови наближеного розв’язку, отри-
маємо систему лiнiйних алгебричних рiвнянь

n
∑

i=1

aj(ϕ
h
i , ϕ

h
j )A =

(

f, ϕh
i

)

, i = 1, ..., n, (1.99)

де

(ϕh
i , ϕ

h
j )A =

b
∫

a

(

p(ϕh
i )′(ϕh

j )′ + qϕh
i ϕ

h
j

)

dx,
(

f, ϕh
i

)

=

b
∫

a

fϕh
i dx.

(1.100)
Позначимо тут для зручностi скалярний добуток (ϕh

i , ϕ
h
j )A на промiж-

ку [xk−1, xk] через
[

ϕh
i , ϕ

h
j

]

k
, тобто

[

ϕh
i , ϕ

h
j

]

k
=

xk
∫

xk−1

(

p
(

ϕh
i

)′ (
ϕh

j

)′
+ qϕh

i ϕ
h
j

)

dx.

Врахувавши властивостi кусково-полiномiальних функцiй, знайдемо,
що

(ϕh
i , ϕ

h
j )A = 0, |i− j| ≥ 2. (1.101)

Для |i− j| < 2 матимемо

(ϕh
i , ϕ

h
j )A =

n
∑

k=1

[

ϕh
i , ϕ

h
j

]

k
. (1.102)



Обчислимо i-й елемент стовпця вiльних членiв системи лiнiйних алге-
бричних рiвнянь (1.99). Запишемо

(

f, ϕh
i

)

=

n
∑

k=1

xk
∫

xk−1

fϕh
i dx. (1.103)

Позначимо тут значення скалярного добутку
(

f, ϕh
i

)

на промiжку
[xk−1, xk] через

(

f, ϕh
i

)

k
, тобто

(

f, ϕh
i

)

k
=

xk
∫

xk−1

fϕh
i dx.

У формулах (1.102), (1.103) для довiльного фiксованого i вiдмiнними
вiд нуля є тiльки два доданки, тобто

(ϕh
i , ϕ

h
j )A =

[

ϕh
i , ϕ

h
j

]

i
+
[

ϕh
i , ϕ

h
j

]

i+1
; (1.104)

(

f, ϕh
i

)

=
(

f, ϕh
i

)

i
+
(

f, ϕh
i

)

i+1
. (1.105)

У цьому разi, якщо врахувати (1.101), iндекс j у (1.104) може набувати
значення i−1, i, i+1. Якщо j = i, то у формулi (1.104) є два доданки.
Якщо j = i − 1 або j = i + 1, то у цiй формулi залишається тiльки
один, вiдповiдно, перший або другий доданок.

Якщо поставити собi за мету обчислити всi можливi значення
(ϕh

i , ϕ
h
j )A на промiжку [xi−1, xi] (скiнченному елементi Ωi), то їх можна

розмiстити у матрицi

Ai =

( [

ϕh
i−1, ϕ

h
i−1

]

i

[

ϕh
i−1, ϕ

h
i

]

i[

ϕh
i , ϕ

h
i−1

]

i

[

ϕh
i , ϕ

h
i

]

i

)

. (1.106)

Аналогiчно стосовно скалярного добутку
(

f, ϕh
i

)

. Всi можливi його
значення на Ωi можна розмiстити у матрицi-стовпцi

Bi =

( (

f, ϕh
i−1

)

i(

f, ϕh
i

)

i

)

. (1.107)

Зазначимо, що, враховуючи вигляд скалярного добутку (1.102), ма-
трицю Ai можна описати сумою двох матриць

Ai = Ki + Mi, (1.108)



де

Ki =

{
[

ϕh
i−1, ϕ

h
i−1

]

i,p

[

ϕh
i−1, ϕ

h
i

]

i,p
[

ϕh
i , ϕ

h
i−1

]

i,p

[

ϕh
i , ϕ

h
i

]

i,p

}

; (1.109)

Mi =

{
[

ϕh
i−1, ϕ

h
i−1

]

i,q

[

ϕh
i−1, ϕ

h
i

]

i,q
[

ϕh
i , ϕ

h
i−1

]

i,q

[

ϕh
i , ϕ

h
i

]

i,q

}

; (1.110)

[

ϕh
i , ϕ

h
j

]

i,p
=

xi
∫

xi−1

p(ϕh
i )′(ϕh

j )′dx,
[

ϕh
i , ϕ

h
j

]

i,q
=

xi
∫

xi−1

qϕh
i ϕ

h
j dx.

Матрицi Ki i Mi називають матрицями жорсткостi та мас. Ця тер-
мiнологiя перейнята з iнженерних наук, зокрема, з комп’ютерної ме-
ханiки деформування iнженерних конструкцiй. Для побудови матриць
Ki, Mi, Bi можна скористатись формалiзмом матричних перетворень,
а також матричним записом наближеного розв’язку (1.96) на Ωi

uh = Ni (x)Qi, (1.111)

де

Ni (x) =

(

−
x− xi

hi
,
x− xi−1

hi

)

, Qi =
(

uh
i−1, u

h
i

)T
.

Легко бачити, що виконуються спiввiдношення

Ki =

xi
∫

xi−1

(

d

dx
Ni (x)

)T

p(x)
d

dx
Ni (x) dx; (1.112)

Mi =

xi
∫

xi−1

Ni (x)
T
q (x)Ni (x) dx; (1.113)

Bi =

xi
∫

xi−1

Ni (x)T f(x)dx. (1.114)

Зазначимо, що для довiльних коефiцiєнтiв p (x) , q (x) з метою обчисле-
ння iнтегралiв у формулах (1.112)−(1.114) використовують квадратур-
нi формули, зокрема, формули Гауcса. Якщо коефiцiєнти p, q та права
частина f − сталi, то iнтеграли в формулах (1.112), (1.113), (1.114)
можна обчислити у явному виглядi

Ki =
p

hi

(

1 −1
−1 1

)

;



Рис. 1.3: Схема формування системи лiнiйних алгебричних рiвнянь

Mi = hi
q

3

(

1 1/2
1/2 1

)

;

Bi = f
hi

2

(

1
1

)

.

Остаточно, враховуючи попереднi зауваги, систему лiнiйних алге-
бричних рiвнянь (1.99) можна зобразити схемою, показаною на рис 1.3.
Матриця системи є тридiагональною та симетричною. Коефiцiєнти в
заштрихованих частинах додають. Головна гранична умова u (a) = 0
врахована, оскiльки iндекс j у формулi (1.95) змiнюється вiд значення
1 (не вiд нуля). Штрихом на рис. 1.3 зображенi матрицi A1 i B1, якi
формуються з урахуванням того, що iндекс у формулi (1.95) почина-
ють вiдраховувати вiд одиницi. З кожної з цих матриць використову-
ють тiльки один елемент.



1.8 Слабкий розв’язок крайової задачi

Теорему про функцiонал енергiї можна використати для запису
варiацiйнних формулювань задач, оператори яких є принаймнi дода-
тними. Проте iснує чимало крайових задач, якi є важливими з погляду
їх застосування в комп’ютерному моделюваннi, оператори яких не є до-
датними i не є навiть симетричними. Наведемо приклад такої задачi,
яка моделює одновимiрний процес перенесення забруднень.

Приклад 14. Процес описує диференцiальне рiвняння

−
d2u

dx2
+ Pe

du

dx
+ u = f, x ∈ (a, b) (1.115)

та граничнi умови

u (a) = 0,
du (b)

dx
= 0. (1.116)

Тут Pe − безрозмiрна стала, число Пекле; f ∈ L2 (a, b) . Область ви-
значення DA оператора цiєї задачi можна описати таким спiввiдноше-
нням:

DA =

{

u (x) : u (x) ∈W
(2)
2 , u (a) = 0,

du (b)

dx
= 0

}

.

Тут W (2)
2 − простiр Соболєва функцiй, якi iнтегровнi на промiжку [a, b]

разом з узагальненими похiдними до другого порядку включно (див.
додаток).

Запишемо вираз для скалярного добутку (Au, v), що вiдповiдає опе-
раторовi задачi (1.115), (1.116). Використавши формулу iнтегрування
частинами, отримаємо

(Au, v) =

b
∫

a

(

du

dx

dv

dx
+ Pe

du

dx
v + uv

)

dx. (1.117)

Видно, що скалярний добуток (1.117) не є симетричним.
З огляду на формулу (1.117) уведемо до розгляду простiр

V =
{

u(x) : u(x) ∈W
(1)
2 , u(a) = 0

}

, (1.118)

де W (1)
2 −простiр Соболєва функцiй, якi iнтегровнi на промiжку [a, b]

разом з узагальненими похiдними до першого порядку включно; гра-
нична умова v(a) = 0 для функцiй простору W (1)

2 виконується в сенсi
слiдiв (див. додаток).



Означення. Назвемо слабким розв’язком крайової задачi (1.115),
(1.116) функцiю u (x) ∈ V , яка задовольняє варiацiйне рiвняння

(Au, v) = (f, v) , ∀v ∈ V. (1.119)

Виконується включення

DA ⊂ V.

Тому, очевидно, якщо функцiя u(x) ∈ DA є розв’язком задачi ((1.115),
(1.116))

Au = f,

вона є i слабким розв’язком, тобто задовольняє варiацiйне рiвняння
(1.119).

Припустимо, що функцiя u (x) ∈ V є слабким розв’язком. Тодi вона
задовольняє варiацiйне рiвняння

b
∫

a

(

du

dx

dv

dx
+ Pe

du

dx
v + uv

)

dx =

b
∫

a

fvdx.

Застосувавши до першого доданка у лiвiй частинi формулу iнтегрува-
ння частинами i врахувавши запис (1.118), перепишемо це рiвняння

b
∫

a

(

−
d2u

dx2
+ Pe

du

dx
+ u− f

)

vdx+
du (b)

dx
v (b) = 0.

Оскiльки v(x) − довiльна функцiя, то звiдси випливають рiвностi

−
d2u

dx2
+ Pe

du

dx
+ u− f = 0,

du (b)

dx
= 0.

Отже, u (x) є розв’язком задачi (1.115), (1.116), але таким, який нале-
жить ширшiй, нiж область визначення DA, множинi V. Власне тому
цей розв’язок i називають слабким розв’язком крайової задачi (1.115),
(1.116).



1.9 Абстрактна варiацiйна задача

Запишемо варiацiйну задачу (1.119) у загальному виглядi. Знайде-
мо u ∈ V таке, що

a (u, v) = l (v) , ∀v ∈ V,

де a (u, v) , l (v) − деякi заданi бiлiнiйна та лiнiйна форми. Питання
iснування i єдиностi слабкого розв’язку цiєї варiацiйної задачi розгля-
нуто у такiй теоремi.

Теорема 7 (Лакса−Мiльграма). Нехай V − гiльбертiв простiр, у
якому задана бiлiнiйна форма a(u, v) : V × V → R та лiнiйна фор-
ма l(v) : V → R. Уважатимемо, що бiлiнiйна форма неперервна та
V -елiптична, тобто виконуються нерiвностi

|a(u, v)| ≤M ‖u‖V ‖v‖V ; (1.120)

a(u, u) ≥ α ‖u‖2
V , (1.121)

де M, α − сталi, M > 0, α > 0, а лiнiйна форма l(v) неперервна,
тобто задовольняє нерiвнiсть

|l(v)| ≤ K ‖v‖V , (1.122)

де K − стала, K > 0. Тодi така варiацiйна задача: знайти таку
функцiю u ∈ V , що

a (u, v) = l (v) ∀v ∈ V, (1.123)

має єдиний розв’язок, i виконується нерiвнiсть

‖u‖V ≤
K

α
. (1.124)

Доведення. Виберемо деяку функцiю u ∈ V . Бiлiнiйну форму
a (u, v) при фiксованiй функцiї u можна розглядати як лiнiйний функ-
цiонал вiд змiнної v. Позначимо його L(u)(v) = a (u, v) . Пiд запи-
сом L(u)(v) тут треба розумiти лiнiйний функцiонал L(u) вiд функцiї
v. Лiнiйний функцiонал L(u)(v) обмежений, оскiльки обмежена бiлi-
нiйна форма a (u, v). Нехай V∗−простiр, спряжений до V . Позначимо
через‖·‖∗ норму в просторi V∗. З означення норми обмеженого лiнiй-
ного функцiонала маємо

‖L(u)(v)‖∗ = sup
v∈V

‖v‖V 6=0

|L(u)(v)|

‖v‖V

.



Враховуючи далi, що L(u)(v) = a (u, v) та нерiвнiсть (1.120), отримаємо

‖L(u)(v)‖∗ ≤
M ‖u‖V ‖v‖V

‖v‖V

= M ‖u‖V .

Отже, лiнiйний функцiонал L(u) : V → V∗ теж обмежений. Нехай τ :
V∗ → V вiдображення Рiса, для якого за означенням виконується твер-
дження. Довiльний лiнiйний, обмежений функцiонал можна записати
у виглядi скалярного добутку. Вiзьмемо l(v) ∈ V . Тодi для довiльної
функцiї v ∈ V правильний запис

l(v) = (τl, v)V .

З iншого боку, згiдно з (1.123) маємо

l(v) = a (u, v) = L(u)(v).

Праву частину останнього ланцюжка рiвностей згiдно з вiдображен-
ням Рiса можна записати у виглядi

L(u)(v) = (τL(u), v)V .

З урахуванням трьох останнiх рiвностей, матимемо

(τl, v)V = (τL(u), v)V . (1.125)

Отже, розв’язування задачi (1.123) можна звести до знаходження
розв’язку такої задачi:

τL(u) = τl. (1.126)

Рiвняння (1.126) має єдиний розв’язок, якщо iснують значення пара-
метра ρ > 0, за яких афiнне вiдображення

u ∈ V → u− ρ(τL(u) − τl)

є стискним. Для дослiдження цього питання розглянемо вираз

‖u− ρτL(u)‖
2
V .

Врахувавши властивостi норми, отримаємо спiввiдношення

‖u− ρτL(u)‖2
V = ‖u‖2

V − 2ρ (τL(u), u)V + ρ2 ‖τL(u)‖2
V . (1.127)

Перетворимо окремо вирази в другому i третьому доданках

(τL(u), u)V = L(u)(u) = a(u, u) ≥ α ‖u‖
2
V , (1.128)



‖τLu‖2
V = (τLu, τLu)V = Lu(τLu) = a(u, τLu) ≤

≤M ‖u‖V ‖τLu‖V .

Зазначимо, що з останнього спiввiдношення випливає

‖τL(u)‖V ≤M ‖u‖V . (1.129)

Урахувавши нерiвностi (1.128) та (1.129) в разi оцiнювання зверху ви-
разу (1.127), отримаємо

‖u− ρτL(u)‖2
V ≤

(

1 − 2ρα+ ρ2M2
)

‖u‖2
V .

Вимагатимемо, щоб вираз у круглих дужках був менший вiд одиницi.
Тодi повинна виконуватись нерiвнiсть

−2ρα+ ρ2M2 < 0.

Очевидно, що цю нерiвнiсть задовольняють ρ ∈ (0, 2α/M2). Для та-
ких значень ρ вiдображення є стискним, i, отже, iснування розв’язку
доведене. На завершення доведемо, що виконується нерiвнiсть (1.124).
Прийнявши у формулi (1.123) v = u, отримаємо

α ‖u‖
2
V ≤ a (u, u) = l (u) ≤ K ‖u‖V .

Звiдси, подiливши цю нерiвнiсть на ‖u‖V , знайдемо

‖u‖V ≤
K

α
.

Приклад 15. Розглянемо приклад 14. Маємо простiр

V =
{

u (x) : u (x) ∈W
(1)
2 (a, b) ; u (a) = 0

}

,

бiлiнiйну форму

a (u, v) = (Au, v) =

b
∫

a

(

du

dx

dv

dx
+ Pe

du

dx
v + uv

)

dx,

та лiнiйну форму

l(v) =

b
∫

a

f(x)vdx.



Доведемо, що бiлiнiйна та лiнiйна форми задовольняють умови теоре-
ми Лакса−Мiльграма, якщо Pe = 1:

(a (u, v))
2

=





b
∫

a

(

du

dx

dv

dx
+
du

dx
v + uv

)

dx





2

.

Застосувавши очевидну нерiвнiсть

2cd ≤ c2 + d2, ∀c, d ∈ R,

отримаємо

(a (u, v))
2
≤ 3





b
∫

a

du

dx

dv

dx
dx





2

+ 3





b
∫

a

du

dx
vdx





2

+ 3





b
∫

a

uvdx





2

.

(1.130)
Оцiнимо зверху кожен доданок у правiй частинi, використовуючи не-
рiвнiсть Шварца





b
∫

a

du

dx

dv

dx
dx





2

≤

b
∫

a

(

du

dx

)2

dx

b
∫

a

(

dv

dx

)2

dx,





b
∫

a

du

dx
vdx





2

≤

b
∫

a

(

du

dx

)2

dx

b
∫

a

v2dx,





b
∫

a

uvdx





2

≤

b
∫

a

u2dx

b
∫

a

v2dx.

Отже, для (a (u, v))
2 матимемо оцiнку

(a (u, v))
2
≤ 3







b
∫

a

(

du

dx

)2

dx

b
∫

a

(

dv

dx

)2

dx +

b
∫

a

(

du

dx

)2

dx

b
∫

a

v2dx+

+

b
∫

a

u2dx

b
∫

a

v2dx







.



Пiдсилимо цю нерiвнiсть, додавши у правiй частинi невiд’ємний дода-
нок

b
∫

a

(

dv

dx

)2

dx

b
∫

a

u2dx.

Остаточно перепишемо нерiвнiсть (1.130) у виглядi

(a (u, v))2 ≤ 2 ‖u‖2
1 ‖v‖

2
1 ,

де

‖u‖
2
1 =

b
∫

a

(

(

du

dx

)2

+ u2

)

dx.

Отже, ми довели неперервнiсть бiлiнiйної форми, а саме: доведено не-
рiвнiсть

|a (u, v)| ≤ 2 ‖u‖1 ‖v‖1 .

Аналогiчно можна довести, що лiнiйна форма l(v) є теж неперервною.
Доведемо тепер, що бiлiнiйна форма є V−елiптичною, тобто доведемо,
що виконується нерiвнiсть

a (u, u) ≥ α ‖u‖2
1 .

Запишемо

a (u, u) =

b
∫

a

(

(

du

dx

)2

+
du

dx
u+ u2

)

dx =

=
1

2

b
∫

a

(

du

dx
+ u

)2

dx+
1

2

b
∫

a

(

(

du

dx

)2

+ u2

)

dx.

Вiдкинувши перший невiд’ємний доданок у правiй частинi попередньої
формули, отримаємо

a (u, u) ≥
1

2
‖u‖

2
1 .

Отже, бiлiнiйна форма a (u, v) є V -елiптичною та α = 1.2.



1.10 Метод Бубнова−Гальоркiна

Для побудови наближеного роз’язку варiацiйної задачi

a (u, v) = l (v) , ∀v ∈ V (1.131)

застосуємо метод Бубнова−Гальоркiна (у науковiй лiтературi цей ме-
тод називають також методом Гальоркiна), який полягає у такому. Ви-
беремо у просторi V послiдовнiсть функцiй {ϕi} , якi задовольняють
такi умови:

1◦ ϕi ∈ V ;

2◦ {ϕi} − лiнiйно незалежна система;
3◦ {ϕi} − повна система.
Позначимо через Sn скiнченновимiрний пiдпростiр простору V , на-

тягнений на базиснi функцiї ϕ1, ..., ϕn. Наближений розв’язок варiа-
цiйної задачi (1.123) шукатимемо у пiдпросторi Sn. Запишемо його у
виглядi

un =

n
∑

i=1

aiϕi, (1.132)

де ai ∈ R − невiдомi коефiцiєнти. Для їхнього знаходження пiдставимо
(1.132) у варiацiйне рiвняння (1.131) замiсть функцiї u i приймемо
v = ϕj (j = 1, ...n). Отримаємо систему лiнiйних алгебричних рiвнянь

n
∑

j=1

a (ϕi, ϕj) aj = l (ϕi) , i = 1, ..., n. (1.133)

З умов 1◦, 2◦, накладених на базиснi функцiї, випливає, що система
рiвнянь (1.133) має єдиний розв’язок. Справдi, наслiдком цих умов є
те, що Sn − повний пiдпростiр простору V , i, отже, в Sn справджується
теорема Лакса−Мiльграма, яка забезпечує iснування в Sn розв’язку.

Для дослiдження проблеми збiжностi послiдовностi наближених
розв’язкiв розглянемо лему

Лема 8 (Сеа). Iснує стала C > 0, яка не залежить вiд вимiрностi
пiдпростору Sn така, що виконується нерiвнiсть

‖u0 − un‖V ≤ C ‖u0 − vn‖V , (1.134)

де u0 − розв’язок варiацiйної задачi (1.131); un − наближений розв’я-
зок (1.132); vn − довiльна функцiя з пiдпростору Sn.



−

Доведення. Очевидно, що u0 задовольняє спiввiдношення

a (u0, vn) = l (vn) , ∀vn ∈ Sn.

З (1.133) випливає, що для un виконується формула

a (un, vn) = l (vn) , ∀vn ∈ Sn.

Вiднiмемо почленно вiд попереднього спiввiдношення останнє. Отри-
маємо

a (u0 − un, vn) = 0, ∀vn ∈ Sn. (1.135)

Використавши нерiвнiсть (1.121), запишемо

α ‖u0 − un‖
2
V ≤ a (u0 − un, u0 − un) =

a (u0 − un, u0 − vn + vn − un) = a (u0 − un, u0 − vn) + a (u0 − un, vn − un) .

Згiдно з формулою (1.135)

a (u0 − un, vn − un) = 0.

Матимемо
α ‖u0 − un‖

2
V ≤ a (u0 − un, u0 − vn) .

Використаємо далi нерiвнiсть (1.120) для оцiнки зверху правої частини
попередньої формули. Отримаємо

α ‖u0 − un‖
2
V ≤ a (u0 − un, u0 − vn) ≤M ‖u0 − un‖V ‖u0 − vn‖V .

Звiдси легко записати

‖u0 − un‖V ≤
M

α
‖u0 − vn‖V ,

що й потрiбно було довести.
На пiдставi леми Сеа доведемо теорему про збiжнiсть послiдовностi

наближених розв’язкiв (1.132) до узагальненого розв’язку.

Теорема 9. Нехай поcлiдовнiсть функцiй {ϕi} задовольняє умови 1◦,
2◦, 3◦. Тодi послiдовнiсть наближених розв’язкiв (1.132) методу
Бубнова−Гальоркiна варiацiйної задачi (1.123) збiжна за нормою про-
стору V до слабкого розв’язку, тобто

‖u0 − un‖V →
n→∞

0.

Доведення. Випливає з нерiвностi (1.134) (див. теорему про збiж-
нiсть послiдовностi наближених розв’язкiв методу Рiтца).



1.11 Узагальнення методу Бубнова-

Гальоркiна

Розглянемо знову операторне рiвняння

Au = f, (1.136)

де A — лiнiйний оператор, що дiє iз гiльбертового простору H в H .
Виберемо у просторi H двi послiдовностi {ϕi} та {ψi}, якi як i у

попередньому випадку є повними та лiнiйно незалежними.
Запишемо наближений розв’язок задачi (1.136) у виглядi

un =

n
∑

i=1

aiϕi. (1.137)

Далi алгоритм побудови наближеного розв’язку у формi (1.137) є подi-
бним до звичайного методу Бубнова-Гальоркiна. Тобто, пiдставляємо
наближений розв’язок (1.137) у рiвняння (1.136) та ортогоналiзуємо
нев’язку в сенсi скалярного добутку у просторi H до кожної базисної
функцiї ψi, i = 1, n. У результатi для знаходження невiдомих сталих
ai у формулi (1.137) матимемо систему лiнiйних алгебричних рiвнянь.

n
∑

i=1

(Aϕi, ψj) = (f, ψj) , j = i, n. (1.138)

Така видозмiна методу Бубнова-Гальоркiна вiдома пiд назвою метод
Гальоркiна-Петрова .

Якщо покласти ψi = Bϕi, де B —певним чином вибраний оператор
у просторi H , то тодi матимемо метод моментiв. У випадку коли
B = A метод вiдомий пiд назвою метод найменших квадратiв.

1.12 Вправи для самостiйного виконання

Вправа 1. Довести симетрiю операторiв таких задач:
1.1)

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q(x)u = f(x), x ∈ (a, b) , u′(a) = 0, u(b) = 0;

1.2)

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q(x)u = f(x), x ∈ (a, b) , u′(a) = 0, u(b) = 0;



1.3) −∆u+ σu = f, u|Γ = 0, σ(x1, x2) ≥ 0;

1.4)

−
d4u

dx4
= f, u(a) = u′(a) = 0, u(b) = u′(b) = 0.

Вправа 2. Визначити обмеження на коефiцiєнти диференцiально-
го рiвняння, за яких оператор задачi

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ g(x)u = f(x), u(a) = 0, u′(b) = 0

буде додатно визначений.
Вправа 3. Визначити обмеження на коефiцiєнти в граничних умо-

вах задачi

−
d2u

dx2
= f,

α0u(a) + α1u
′(a) = 0, β0u(b) + β1u

′(b) = 0,

за яких оператор задачi додатно визначений.

Вправа 4. Довести додатну визначенiсть оператора задачi

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q(x)u = f(x), x ∈ (a, b) ,

α0u(a) − α1u
′(a) = 0,

β0u(b) + β1u
′(b) = 0,

α0α1 > 0, β0β1 > 0, α2
0 + β2

0 > 0,

p(x) ≥ p0 > 0, g(x) ≥ 0.

Вправа 5. Записати функцiонали, що еквiвалентнi крайовим за-
дачам:

5.1) −u′′ (x) = f (x) , u′(a) = u(b) = 0;

5.2) −u′′ (x) = f (x) , u′(a) = u′(b) = 0;



5.3) −∆u+ σu = f, σ > 0, u |Γ= 0;

5.4) −u(IV ) (x) = f, u(a) = u′(a) = 0, u(b) = u′(b) = 0;

5.5) − d
dxp(x)

du
dx + q(x)u = f(x),

u(a) = 0, u′(b) = 0, p (x) ≥ p0 > 0, q (x) ≥ 0;

5.6)

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q(x)u = f(x), x ∈ (a, b) ,

α0u(a) − α1u
′(a) = 0,

β0u(b) + β1u
′(b) = 0,

α0α1 > 0, β0β1 > 0, α2
0 + β2

0 > 0,

p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0.

Вправа 6. Визначити тип граничних умов i довести, що з умов
мiнiмуму функцiонала енергiї випливають диференцiальне рiвняння
та природнi граничнi умови для таких задач:

6.1) −u
′′

(x) = f (x) , x ∈ (a, b) ,

u (a) = 0, u (b) = 0;

6.2)

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q(x)u = f(x), x ∈ (a, b) ,

u
′

(a) = 0, u (b) = 0, p (x) ≥ p0 > 0, q (x) ≥
0;

6.3) w(IV ) (x) = f (x) , x ∈ (a, b) ,

w (a) = w (b) = 0, w
′′

(a) = w
′′

(b) = 0;



6.4)

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q(x)u = f(x), x ∈ (a, b) ,

α0u (a) − α1u
′

(a) = 0, u (b) = 0,

p (x) ≥ p0 > 0, q (x) ≥ 0.

Вправа 7. Побудувати методом Рiтца наближений розв’язок задач:

7.1) −u′′ (x) + u = 1, x ∈ (0, π) , u (0) = u(π) =
0,

(вибрати систему функцiй ϕn = sinnx);
7.2) −∆u+ u = 1,

Ω = {x1, x2 : 0 ≤ x1 ≤ a, 0 ≤ x2 ≤ b} , u|Γ = 0,

(вибрати систему функцiй {ϕmn} = sin mπx1

a sin nπx2

b ).

Вправа 8. Записати слабкi варiацiйнi формулювання i дослiдити
бiлiнiйнi та лiнiйнi форми, що еквiвалентнi крайовим задачам:

8.1) −u′′ (x) = f (x) , u′(a) = u(b) = 0;

8.2) −u′′ (x) = f (x) , u′(a) = u′(b) = 0;

8.3) −∆u+ σu = f, σ > 0, u |Γ= 0;

8.4) −u(IV ) (x) = f, u(a) = u′(a) = 0, u(b) = u′(b) = 0;

8.5)

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q(x)u = f(x),

u(a) = 0, u′(b) = 0, p (x) ≥ p0 > 0, q (x) ≥ 0;

8.6)

−
d

dx
p(x)

du

dx
+ q(x)u = f(x),



α0u(a) − α1u
′(a) = 0,

β0u(b) + β1u
′(b) = 0,

α0α1 > 0, β0β1 > 0, α2
0 + β2

0 > 0,

p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0.
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Роздiл 2

Апроксимацiя на скiнченних
елементах

Один iз числових методiв, який має широке застосування,− метод скiн-
ченних елементiв, здебiльшого можна розглядати як варiацiйний зi спецi-
альним вибором базисних функцiй. У першому роздiлi найпростiшi, кусково-
лiнiйнi базиснi функцiї на одновимiрних скiнченних елементах використа-
но для побудови схеми методу скiнченних елементiв. Тут описано iншi,
найуживанiшi в методi скiнченних елементiв, базиснi функцiї. Є рiзнi озна-
чення скiнченних елементiв, якi з погляду застосування однаковi. Наведе-
мо тут означення Сьярле [15].

Означення. Нехай
1◦ Ωe ⊆ Rn − область n-вимiрного евклiдового простору (область скiн-

ченного елемента);
2◦ N − k-вимiрний простiр функцiй на Ωe (функцiї форми);
3◦ Q − набiр лiнiйно незалежних функцiоналiв Qi : Qi → R (i =

1, 2, ..., n) (вузловi параметри). Тодi трiйку (Ωe, N,Q) називають скiнчен-
ним елементом.

Означення. Нехай (Ωe, N, Q)− скiнченний елемент i нехай
{
ϕh

1 , ϕ
h
2 , ..., ϕ

h
k

}
− базис простору N , причому

Qi

(
ϕh

j

)
= δij.

Тодi базис
{
ϕh

1 , ϕ
h
2 , ..., ϕ

h
k

}
називають вузловим.

У практицi застосування методу скiнченних елементiв дуже часто асо-
цiюють термiн скiнченний елемент з областю скiнченного елемента Ωe. Та-
кий пiдхiд є звичним i обґрунтованим, оскiльки область Ωe iз вибраними
вузловими точками справдi визначає все iнше, що пов’язане зi скiнченним
елементом.

2.1 Похибки апроксимацiї кусково-лiнiйними
функцiями

Найпростiшi кусково-лiнiйнi одновимiрнi базиснi функцiї, якi викори-
стовують у методi скiнченних елементiв, наведенi в 1.7. Похибку апрокси-
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мацiї цими базисними функцiями визначає така теорема.

Теорема 1. Нехай функцiя u (x) ∈ W
(2)
2 (a, b) . Тодi для її iнтерполянта

uh (x) =
n∑

i=0

uiϕ
h
i (x) , ui = u (xi) , (2.1)

побудованого шляхом використання кусково-лiнiйних базисних функцiй
на сiтцi

xi = a +
i∑

j=0

hj, i = 0, 1, ..., n

зi змiнним кроком hj виконуються оцiнки

‖u (x)− uh (x)‖L2
≤ C1h

2 ‖u‖
W

(2)
2

, (2.2)

‖u (x)− uh (x)‖
W

(1)
2
≤ C2h ‖u‖W

(2)
2

, (2.3)

де h = max
i

hi, C1, C2 − сталi, якi не залежать вiд h.

Доведення. Розглянемо

‖u− uh‖2
L2

=

b∫

a

(u− uh)
2 dx =

n∑
j=1

xj∫

xj−1

(u− uh)
2 dx, (2.4)

‖u− uh‖2

W
(1)
2

=

b∫

a

(
(u′ − u′h)

2
+ (u− uh)

2
)

dx = (2.5)

=
n∑

j=1

xj∫

xj−1

(
(u′ − u′h)

2
+ (u− uh)

2
)

dx.

На кожному промiжку [xj−1, xj] виконаємо замiну

x = xj−1 + α, 0 ≤ α ≤ hj (hj = xj − xj−1) . (2.6)

З урахуванням замiни (2.6) введемо позначення

e (α) = u (α)− uh (α) . (2.7)

Тут i далi iндекс j при h будемо опускати. Оскiльки uh iнтерполянт u, то
e (0) = e (h) = 0. Розвинемо e (α) у ряд Фур’є

e (α) =
∞∑

k=1

ak sin
kπα

h
. (2.8)

Звiдси
h∫

0

e2 (α) dα =
h

2

∞∑

k=1

a2
k. (2.9)



Похибки апроксимацiї кусково-лiнiйними функцiями 77

Диференцiюючи ряд (2.8), отримаємо такi спiввiдношення:

e′ (α) =
∞∑

k=1

kπ

h
ak cos

kπα

h
; (2.10)

h∫

0

(e′ (α))2dα =
h

2

∞∑

k=1

(
kπ

h

)2

a2
k; (2.11)

e′′ (α) = −
∞∑

k=1

(
kπ

h

)2

ak sin
kπα

h
;

h∫

0

(e′′ (α))2dα =
h

2

∞∑

k=1

(
kπ

h

)4

a2
k. (2.12)

Зазначимо, що для k ≥ 1 виконуються нерiвностi

a2
k ≤

(
kπ

h

)4

a2
k

h4

π4
, (2.13)

(
kπ

h

)2

a2
k ≤

(
kπ

h

)4

a2
k

h2

π2
. (2.14)

З (2.9), замiнивши доданки у правiй частинi згiдно з нерiвнiстю (2.13),
знайдемо

h∫

0

e2 (α) dα =
h

2

h4

π4

∞∑

k=1

(
kπ

h

)4

a2
k =

h4

π4

h∫

0

(e′′)2 (α) dα. (2.15)

Врахуємо в (2.15), що згiдно з (2.7)

e′′ = u′′,

оскiльки uh (α)− лiнiйний iнтерполянт. Пiдставимо (2.15) у праву частину
формули (2.4), отримаємо

‖u− uh‖2
L2
≤

n∑
j=1

h4
j

π4

xj∫

xj−1

(u′′)2 (α) dα. (2.16)

Нехай h = max
j

hj, тодi, пiдсилюючи нерiвнiсть (2.16), одержимо нерiвнiсть

‖u− uh‖2
L2
≤ h4

π4

b∫

a

(
(u′′)2 + (u′)2 + u2

)
dx. (2.17)

Нерiвнiсть (2.17) можна переписати у виглядi

‖u− uh‖L2
≤ C1h

2 ‖u‖
W

(2)
2

.
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Отже, нерiвнiсть (2.2) доведена.
Для доведення нерiвностi (2.3) використаємо спiввiдношення (2.11)

та нерiвнiсть (2.14). Отримаємо

h∫

0

(e′)2 (α) dα ≤ h

2

h2

π2

∞∑

k=1

(
kπ

h

)4

a2
k =

h2

π2

h∫

0

(e′′)2 (α) dα. (2.18)

За аналогiєю з попереднiми викладом iз (2.18)

‖u′ − u′h‖2
L2
≤ h2

π2
‖u‖2

W
(2)
2

. (2.19)

Додамо нерiвностi (2.17) та (2.19):

‖u′ − u′h‖2
L2

+ ‖u− uh‖2
L2
≤ h2

π2
‖u‖2

W
(2)
2

+
h4

π4
‖u‖2

W
(2)
2

. (2.20)

Нерiвнiсть (2.20) перепишемо у виглядi

‖u− uh‖2

W
(1)
2
≤ Ĉ2

2h
2 ‖u‖2

W
(2)
2

, (2.21)

де

Ĉ2
2 =

(
1

π2
+

h2

π2

)
.

Очевидно, що

Ĉ2
2 ≤ C2

2 =

(
1

π2
+

(b− a)2

π2

)
. (2.22)

Тому матимемо нерiвнiсть

‖u− uh‖2

W
(1)
2
≤ C2

2h
2 ‖u‖2

W
(2)
2

,

де стала C2 не залежить вiд h та вiд функцiї u. З останнього спiввiдно-
шення випливає нерiвнiсть (2.3).

Зазначимо, що сталi C1, C2 у нерiвностях (2.2), (2.3) не залежать вiд
кроку h та функцiї u.

2.2 Одновимiрнi скiнченнi елементи лагран-
жового типу

За аналогiєю з 1.7 можна побудувати кусково-полiномiальнi функ-
цiї вищих, анiж перший, порядкiв. Наведемо тут матричний запис апрок-
симуючої функцiї на скiнченному елементi Ωi = (xi−1, xi)

uh = Ni (x)qi, (2.23)
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Рис. 2.1: Кусково-полiномiальна апроксимуюча функцiя

де

Ni (x) =
{

ϕ
(i)
i−1 (x) , ϕ

(i)

i−1+ 1
m

(x) , ..., ϕ
(i)
i (x)

}
,

qi =
{

uh
i−1, u

h
i−1+ 1

m
, ..., uh

i

}
.

Щоб отримати вирази функцiй ϕh
i−1+ k

m

(x) (k = 0, 1, ..., m), уважатимемо,
що на елементi (xi−1, xi) вибрано m− 1 внутрiшнiх точок (рис. 2.1).

На системi точок xi−1, xi−1+ k
m
, xi, використовуючи формулу для iнтер-

поляцiйного полiнома Лагранжа, запишемо

ϕ
(i)

i−1+ k
m

(x) =

=
(x− xi−1) ...

(
x− xi−1+ k−1

m

)(
x− xi−1+ k+1

m

)
... (x− xi)

(x̂− xi−1) ...
(
x̂− xi−1+ k−1

m

)(
x̂− xi−1+ k+1

m

)
... (x̂− xi)

,

x̂ = xi−1+ k
m

. (2.24)

Графiки функцiй (2.24) зображенi на рис. 2.1. За аналогiєю з 1.7 запишемо
кусково-полiномiальну базисну функцiю m степеня на [a, b] у виглядi

ϕh
i−1+ k

m

=





0, x ∈ [a, xi−2) ,

ϕ
(i−1)
i−1 (x) , x ∈ [xi−2, xi−1) ∩ k = 0,

0, x ∈ [xi−2, xi−1) ∩ k 6= 0,

ϕ
(i)

i−1+ k
m

(x) , x ∈ [xi−1, xi) ,

ϕ
(i+1)
i (x) , x ∈ [xi, xi+1) ∩ k = m,

0, x ∈ [xi, xi+1) ∩ k 6= m,
0, x ∈ [xi+1, b].

(2.25)

Зазначимо, що функцiї вигляду (2.25) належать до класу C [a, b]. Похiднi
вiд них мають розриви першого роду на границях скiнченних елементiв.

У працi [13] з’ясовано, що для скiнченноелементних апроксимацiй сте-
пенi k, тобто таких, за допомогою яких довiльний повний полiном багатьох
змiнних x1, x2, ..., xn степенi, що не перевершує k, може бути поданий на
скiнченному елементi за допомогою лiнiйної комбiнацiї базисних функцiй,
виконується оцiнка похибки апроксимацiї

‖u− uh‖W
(s)
2
≤ Csh

k+1−s ‖u‖
W

(k+1)
2

, s = 0, 1. (2.26)
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2.3 Ермiтовi одновимiрнi апроксимацiї на
скiнченних елементах

Для отримання наближених розв’язкiв задач, описуваних диференцi-
альними рiвняннями порядкiв, вищих, анiж другий, потрiбно мати базиснi
функцiї, якi задовольняють пiдвищенi умови щодо їхньої гладкостi. Такi
функцiї можна будувати з використанням iнтерполяцiйних полiномiв Ер-
мiта [15].

Проiлюструємо це прикладом кубiчного полiнома Ермiта. Розглянемо
скiнченний елемент Ωi = {x : xi−1 < x < xi}. Виберемо за вузловi параме-
три значення функцiї та її першої похiдної

uh (xj) = uh
j ,

duh (xj)

dx
=

·
u

h

j , j = i− 1, i.

Запишемо на Ωi

uh = Ni (x)qi, (2.27)

де

Ni (x) = {Hi−1,0 (x) , Hi−1,1 (x) , Hi,0 (x) , Hi,1 (x)} ;

qi =
{

uh
i−1,

·
u

h

i−1, u
h
i ,

·
u

h

i

}T

;

Hi−1,0 (x) = H2
i−1 (x) (1 + 2Hi (x)) ;

Hi,0 (x) = H2
i (x) (1 + 2Hi−1 (x)) ;

Hi−1,1 (x) = (xi − xi−1) H2
i−1 (x) Hi (x) ;

Hi,1 (x) = (xi−1 − xi) H2
i (x) Hi−1 (x) ;

Hi−1 (x) = −x− xi

h
, Hi (x) =

x− xi−1

h
.

Рис. 2.2: Ермiтова базисна функцiя першого виду

Отже, формула для наведення апроксимованої функцiї (2.27) отрима-
на, шляхом використання двох видiв базисних функцiй ϕh

i (x) та ψh
i (x),

графiчно зображених на рис. 2.2, 2.3. Як бачимо з рисункiв, цi базиснi
функцiї неперервнi на промiжку [a, b] разом з похiдними першого поряд-
ку.

Можна переконатись, що приведенi базиснi функцiї задовольняють
умови

dsHrt (xp)

dxs
= δstδrp; r, p = i− 1, i; s, t = 0, 1, (2.28)
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Рис. 2.3: Ермiтова базисна функцiя другого виду

де δst- символ Кронекера.

2.4 Одновимiрнi апроксимацiї функцiями-
бульбашками

Iснують задачi, для числового аналiзу яких доцiльно використо-
вувати спецiальнi апроксимацiї високих порядкiв, утворенi так звани-
ми функцiями-бульбашками [ ]. Опишемо тут апроксимацiї функцiями-
бульбашками на одновимiрних скiнченних елементах. Зазначимо, що впер-
ше використання подiбних апроксимацiй у варiацiйних методах описано у
монографiї С.Г. Мiхлiна [ ]

Нехай промiжок [a, b] роздiлений точками

xi, i = 0, 1, ...n, (x0 = a, xn = b)

на скiнченнi елементи

Ωk = {x : xk−1 < x < xk} , k = 1, 2, ..., n. (2.29)

Вiдобразимо кожен елемент (2.29) на ”стандартний” скiнченний елемент
Ω∗ вигляду

Ω∗ = {ξ : −1 < ξ < 1} (2.30)

за допомогою спiввiдношення

x =
1− ξ

2
xk−1 +

1 + ξ

2
xk, ξ ∈ Ω∗. (2.31)

На елементi Ω∗ побудуємо послiдовнiсть базисних функцiй до p степеня

ϕ1 =
1− ξ

2
, ϕ2 =

1 + ξ

2
, ϕj = Φj−1(ξ), j = 3, 4, ..., p + 1. (2.32)

Тут Φj(ξ) визначенi через полiноми Лежандра Pj−1 за формулою [7, 20]

Φj(ξ) =

√
2j − 1

2

ξ∫

−1

Pj−1 (t) dt, j = 2, 3, .... (2.33)
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Наведемо тут вирази для полiномiв Лежандра до п’ятого степеня:

P0 = 1, P1 = t,

P2 =
1

2
(3t2 − 1), (2.34)

P3 =
1

2
(5t3 − 3t),

P4 =
1

8
(35t4 − 30t2 + 3),

P5 =
1

8
(63t5 − 70t3 + 15t).

Зазначимо, що виконується рекурентна формула [7, 20]

(n + 1) Pn+1 (t) = (2n + 1) tPn (t)− nPn−1 (t) , (2.35)

яка дає змогу знайти вираз для Pn+1 через вирази для Pn та Pn−1. Тому,
якщо вiдомi першi два полiноми Лежандра, за формулою (2.35) можна
знайти вирази для всiх iнших.

Вiдомо, що полiноми Лежандра є ортогональними на промiжку [-1,1],
тобто виконується спiввiдношення

1∫

−1

Pi (t) Pj (t) dt =

{
0, i 6= j;
2

2i+1
, i = j.

(2.36)

Базиснi функцiї ϕ1, ϕ2 називають вузловими. У випадку запису апро-
ксимованої функцiї у виглядi суми за базисними функцiями

u = uk−1ϕ1 (ξ) + ukϕ2 (ξ) +

p+1∑
j=3

ajϕj (ξ) (2.37)

їм вiдповiдають вузловi значення uk−1, uk. Базиснi функцiї ϕj (ξ) , j =
3, 4, ..., p + 1, називають функцiями-бульбашками. Ця назва зумовлена
їхньою властивiстю

ϕj (ξ) = 0, ξ = ±1, j = 3, 4, ..., p + 1. (2.38)

У записi (2.37) коефiцiєнти aj не є вузловими значеннями.
Властивiсть (2.38) зумовлена таким. При ξ = −1 базиснi функцiї про-

порцiйнi (2.33) iнтеграловi з однаковими верхньою та нижньою границею.
Те, що базиснi функцiї при ξ = 1 дорiвнюють нулю, зумовлене тим, що цей
iнтеграл теж дорiвнює нулю, це випливає з властивостi ортогональностi
полiномiв Лежандра Pj (j > 1) до одиницi. З формули

(2n + 1) Pn (x) = P
′
n+1 (x)− P

′
n−1 (x) , n = 1, 2, ..., (2.39)

яку задовольняють полiноми Лежандра [7, 20], випливає таке важливе
спiввiдношення:

ϕj (ξ) =
1√

2 (2j − 3)
(Pj−1 (ξ)− Pj−3 (ξ)) , j = 3, 4, ...p + 1. (2.40)
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З нього отримаємо

ϕ3 =
1

2

√
3

2

(
ξ2 − 1

)
, ϕ4 =

5

2
√

10
ξ
(
ξ2 − 1

)
, ϕ5 =

1

8

√
7

2

(
5ξ2 − 1

) (
ξ2 − 1

)
.

(2.41)
Спiввiдношенням (2.40) можна також скористуватися для обчислення

iнтегралiв вiд добуткiв базисних функцiй.
З (2.33) та (2.36) випливає, що для базисних функцiй-бульбашок вико-

нується формула

+1∫

−1

dϕi (ξ)

dξ

dϕj (ξ)

dξ
dξ =

{
1, i = j;
0, i 6= j.

, (2.42)

якою можна скористуватися для побудови матриць вiдповiдної схеми ме-
тоду скiнченних елементiв.

Описаний базис називають iєрархiчним, оскiльки збiльшення його по-
рядку на скiнченному елементi передбаає збереження усiх базисних фун-
кцiй нижчих порядкiв.

2.5 Апроксимацiї на трикутних скiнченних
елементах

Припустимо, що двовимiрна область Ω роздiлена на скiнченнi елемен-
ти Ωe трикутної форми (рис. 2.4).

Позначимо лiтерами i, j, m вершини трикутника з координатами, вiд-
повiдно, xi

1, x
i
2; xj

1, x
j
2; xm

1 , xm
2 , лiтерою p − бiжучу внутрiшню точку три-

кутника з координатами x1, x2. Побудуємо на трикутнику Ωe функцiї
ϕk (x1, x2) , k = i, j, m за формулою

ϕi (x1, x2) =
Spjm

Sijm

, (2.43)

де Spjm, Sijm − площi трикутникiв pjm та ijm.

Рис. 2.4: Скiнченний елемент трикутної форми
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Рис. 2.5: Базисна функцiя на множинi трикутних скiнченних елементiв

Очевидно, що ϕi

(
x

(i)
1 , x

(i)
2

)
= 1 i ϕi (x1, x2) = 0 на лiнiї jm.

Використовуючи вiдомi спiввiдношення для обчислення площi трику-
тника через координати його вершин

Spjm =
1

2
det





1 x1 x2

1 x
(j)
1 x

(j)
2

1 x
(m)
1 x

(m)
2



 , Sijm =

1

2
det





1 x
(i)
1 x

(i)
2

1 x
(j)
1 x

(j)
2

1 x
(m)
1 x

(m)
2





,

знайдемо

ϕi

(
x

(i)
1 , x

(i)
2

)
=

1

δ
(ai + bix1 + cix2) , (2.44)

де ai = x
(j)
1 x

(m)
2 − x

(j)
2 x

(m)
1 , bi = x

(j)
2 − x

(m)
2 , ci = x

(m)
1 − x

(j)
1 , δ = 2Sijm.

Отже, ϕi є лiнiйною функцiєю змiнних x1, x2.
Нехай Ω = ∪

e
Ωe. Згiдно з мiркуваннями, викладеними в п.1.7, побудуємо

на об’єднаннi трикутникiв Ωe кусково-лiнiйнi базовi функцiї

ϕh
i (x1, x2) =

{
ϕi (x1, x2) , i ∈ Ωe,

0, i /∈ Ωe.
(2.45)

Графiчне зображення функцiї ϕh
i показано на рис. 2.5.

Функцiї ϕh
i вигляду (2.45) вiдмiннi вiд нуля тiльки в певнiй частинi

областi Ω (заштрихована частина на рис. 2.5) на сукупностi трикутникiв,
що мiстять точку i. Вони мають такi властивостi:

1◦. ϕh
i ∈ C (Ω);

2◦.
(
ϕh

r , ϕ
h
s

)
= 0, якщо точки r та s не належать одному трикутному

скiнченному елементу Ωe.
З використанням лiнiйних функцiй ϕi (x1, x2) запишемо апроксимуючу

функцiю uh на Ωe у виглядi

uh = uh
i ϕi (x1, x2) + uh

j ϕj (x1, x2) + uh
mϕm (x1, x2) . (2.46)

Приклад 1. Розглянемо одну особливiсть апроксимацiї функцiї
x3 = x2

1 лiнiйною комбiнацiєю (2.46) (рис. 2.6).

eh = uh − x2
1, (2.47)



Апроксимацiї на трикутних скiнченних елементах 85

Рис. 2.6: Апроксимацiя функцiї на трикутнику

де

uh =
h2

4
ϕi +

h2

4
ϕj.

Обчислимо
∂eh

∂x2

.

при x1 = 0. Згiдно з формулою (2.47)

∂eh

∂x2

=
∂uh

∂x2

.

З геометричних побудов видно, що

∂uh

∂x2

= −h

2

cos θ

sin θ
.

Отже, значення похiдної вiд похибки eh наближення функцiї x2
1 зростає

зi зменшенням кута θ трикутного скiнченного елемента. Звiдси випливає
висновок, що якiсть наближення похiдних деякої функцiї на множинi три-
кутникiв погiршується, якщо у цiй множинi є трикутники з гострими ку-
тами.

У загальному випадку апроксимацiйнi властивостi функцiй (2.45) опи-
сує така [18] теорема.

Теорема 2. Якщо u (x) ∈ W
(2)
2 (Ω) i iнтерполянт цiєї функцiї uh (x) =∑

i

uiϕ
h
i (x1, x2), то справджуються оцiнки

‖u− uh‖L2
≤ C1h

2 ‖u‖
W

(2)
2

;

‖u− uh‖W
(1)
2
≤ C2

h

sin θ
‖u‖

W
(2)
2

,

де C1, C2 = const, h − максимальне значення серед сторiн трикутникiв
(дiаметр розбиття на скiнченнi елементи), θ − мiнiмальне значення
серед кутiв трикутникiв.
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Рис. 2.7: Трикутний скiнченний елемент з шiстьма вузлами

Доведення. Наведене в монографiї [18].
Опишемо один спосiб побудови квадратичних апроксимацiй на трику-

тних скiнченних елементах. Для цього на серединах сторiн трикутного
скiнченного елемента виберемо додатковi вузловi точки k, l, n, (рис. 2.7).

Використаємо функцiї (2.43) i запишемо формулу вигляду (2.46) для
квадратичних апроксимацiй на трикутнику

uh = ψi (x1, x2) uh
i + ... + ψn (x1, x2) uh

n, (2.48)

де uh
i , ..., u

h
n − вузловi значення апроксимованої функцiї;

ψi = ϕi (2ϕi − 1);

ψj = ϕj (2ϕj − 1);

ψm = ϕm (2ϕm − 1);

ψk = 4ϕiϕj; ψl = 4ϕjϕm; ψ(e)
n = 4ϕiϕm.

Можна переконатися, враховуючи властивостi функцiй ψi, що ψr (x1, x2)
задовольняють умову

ψr

(
x

(s)
1 , x

(s)
2

)
= δrs. (2.49)

2.6 Лагранжовi апроксимацiї на прямокутних
скiнченних елементах

Уважатимемо, що двовимiрна область роздiлена на прямокутнi скiн-
ченнi елементи Ωe (рис. 2.8).

На кожному елементi виберемо множину вузлових точок на перетинi
лiнiй x1 = const, x2 = const. Кожна вузлова точка однозначно характери-
зована парою чисел i, j i має координати

(
x1 = x

(i)
1 , x2 = x

(j)
2

)
.

Для побудови базисних функцiй на вибраному прямокутному скiнчен-
ному елементi використаємо спосiб побудови iнтерполяцiйного полiнома
Лагранжа у прямокутнiй областi, згiдно з яким

ϕij (x1, x2) = l
(m)
i (x1) l

(n)
j (x2), (2.50)
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де

l
(m)
i (x1) =

(
x1 − x

(1)
1

)
...

(
x1 − x

(i−1)
1

)(
x1 − x

(i+1)
1

)
...

(
x1 − x

(m)
1

)
(
x

(i)
1 − x

(1)
1

)
...

(
x

(i)
1 − x

(i−1)
1

)(
x

(i)
1 − x

(i+1)
1

)
...

(
x

(i)
1 − x

(m)
1

) ;

l
(n)
j (x2) =

(
x2 − x

(1)
2

)
...

(
x2 − x

(j−1)
2

)(
x2 − x

(j+1)
2

)
...

(
x2 − x

(n)
2

)
(
x

(j)
1 − x

(1)
1

)
...

(
x

(j)
1 − x

(j−1)
1

)(
x

(j)
1 − x

(j+1)
1

)
...

(
x

(j)
1 − x

(n)
1

) .

Оскiльки функцiї l
(m)
i (x1) та l

(n)
j (x2) мають властивостi

l
(m)
i

(
x

(r)
1

)
= δir, l

(n)
j

(
x

(r)
2

)
= δjr,

то подiбну властивiсть має i функцiя ϕij (x1, x2):

ϕij

(
x

(k)
1 , x

(r)
2

)
= l

(m)
i

(
x

(k)
1

)
l
(n)
j

(
x

(r)
2

)
= δikδjr, (2.51)

де δik − символ Кронекера.
Враховуючи (2.51), запишемо апроксимуючу функцiю uh на прямоку-

тному скiнченному елементi у виглядi

uh (x1, x2) =
m∑

i=1

n∑
j=1

uh
ijϕij (x1, x2) . (2.52)

Тут uh
ij − значення апроксимованої функцiї у вузловiй точцi ij.

Базиснi функцiї ϕij (x1, x2) визначенi на одному скiнченному елемен-
тi. Як i в попередньому, вони можуть бути неперервно поширенi на всю
область. У цьому разi базиснi функцiї, якi вiдповiдають внутрiшнiм ву-
зловим точкам, локалiзованi тiльки на одному скiнченному елементi (до-
рiвнюють нулю на всiх iнших скiнченних елементах). Базиснi функцiї, якi
вiдповiдають граничним вузловим точкам, локалiзованi на елементах, якi
мiстять цi вузловi точки.

Рис. 2.8: Прямокутний скiнченний елемент з множиною вузлiв
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2.7 Ермiтовi апроксимацiї на прямокутних
скiнченних елементах

Побудова на скiнченних елементах базисних функцiй двох i бiльше
змiнних, якi задовольняють бiльш сильнi, нiж неперервнiсть вимоги, є ду-
же складною. Задача побудови таких функцiй є вiдкритою, оскiльки вiдомi
її розв’язки лише в деяких часткових випадках. Одним iз них є бiкубiчна
апрокимацiя на прямокутному скiнченному елементi, яку отримують як
узагальнення одновимiрної апроксимацiї Ермiта (параграф 2.3). Розгляне-
мо прямокутний скiнченний елемент Ωe (рис.2.9 ).

Використовуючи ермiтовi кубiчнi полiноми (див. 2.3), запишемо на Ωe

таке подання для апроксимованої функцiї uh:

uh (x1, x2) = Hi−1,0 (x1) fi−1 (x2) + Hi−1,1 (x1) f
(1)
i−1 (x2) + (2.53)

+Hi,0 (x1) fi (x2) + Hi,1 (x1) f
(1)
i (x2) ,

де fr (x2), r = i − 1, i − значення функцiї uh (x1, x2) на лiнiї x1 = x
(r)
1 ;

f
(1)
r (x2) − значення першої похiдної за змiнною x1 на лiнiї x1 = x

(r)
1 .

Наблизимо функцiї fr (x2), f
(1)
r (x2), (r = i−1, i) ермiтовими кубiчними

полiномами за їхнiми значеннями та значеннями їхнiх перших похiдних за
змiнною x2 у вузлових точках. Отримаємо

fr (x2) = Hj−1,0 (x2) uh
r,j−1 + Hj−1,1 (x2)

∂uh
r,j−1

∂x2

+

+Hj,0 (x2) uh
r,j + Hj,1 (x2)

∂uh
r,j

∂x2

; (2.54)

f (1)
r (x2) = Hj−1,0 (x2)

∂uh
r,j−1

∂x1

+ Hj−1,1 (x2)
∂2uh

r,j−1

∂x1∂x2

+

+Hj,0 (x2)
∂uh

r,j

∂x1

+ Hj,1 (x2)
∂2uh

r,j

∂x1∂x2

, r = i− 1, i, (2.55)

де через

uh
r,s,

∂uh
r,s

∂x1

,
∂uh

r,s

∂x2

,
∂2uh

r,s

∂x1∂x2

Рис. 2.9: Прямокутний скiнченний елемент
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позначенi значення функцiї uh та її похiдних у вузловiй точцi x
(r)
1 x

(s)
2

(r = i− 1, i , s = j − 1, j).
Пiдставляючи спiввiдношення (2.54), (2.55) у формулу (2.53), отримає-

мо вираз для апроксимацiї функцiї uh на прямокутному скiнченному еле-
ментi Ωe. Запишемо його у матричному виглядi

uh = Ne (x1, x2)qe, (2.56)

де
Ne (x1, x2) =

{
ϕ

(0,0)
i−1,j−1, ϕ

(1,0)
i−1,j−1, ϕ

(0,1)
i−1,j−1, ϕ

(1,1)
i−1,j−1, ..., ϕ

(1,1)
i,j−1

}
;

ϕ(0,0)
r,s = Hr,0 (x1) Hs,0 (x2) ;

ϕ(1,0)
r,s = Hr,1 (x1) Hs,0 (x2) ;

ϕ(0,1)
r,s = Hr,0 (x1) Hs,1 (x2) ;

ϕ(1,1)
r,s = Hr,1 (x1) Hs,1 (x2) ;

r = i− 1, i; s = j − 1, j;

qT
e =

{
uh

i−1,,j−1,
∂uh

i−1,,j−1

∂x1

,
∂uh

i−1,,j−1

∂x2

,
∂2uh

i−1,,j−1

∂x1∂x2

,
∂2uh

i−1,,j

∂x1∂x2

, ...,
∂2uh

i−1,,j

∂x1∂x2

}
.

Вигляд функцiй Hr,0, Hr,1 наведено у 2.2.
Отже, для бiкубiчної апроксимацiї ермiтового типу у кожнiй вузловiй

точцi маємо чотири вузловi параметри.
Базиснi функцiї ϕ(r,s)

ij (x1, x2) побудованi на одному скiнченному елемен-
тi. Як i у попереднньому, вони можуть бути поширенi на всю область. При
цьому розширеннi зберiгається неперервнiсть до перших похiдних вклю-
чно в разi переходу через спiльнi сторони прямокутникiв.

2.8 Двовимiрнi iзопараметричнi апроксимацiї
Характерною особливiстю апроксимацiй, якi вже розглянуто в цьому

роздiлi, було те, що двовимiрну область у площинi x1, x2 вважали полiго-
нальною, або в процесi побудови скiнченних елементiв вона апроксимува-
лась полiгональною областю. Опишемо тут спосiб побудови таких апро-
ксимацiй, якi вiльнi вiд зазначених обмежень. Питання точностi подання
областей з криволiнiйними границями в рамках цього пiдходу детально
описано у монографiї [18].

Розглянемо квадрат Ω∗ у системi координат ξ, η

Ω∗ = {ξ, η : −1 ≤ ξ, η ≤ 1}.
На квадратi виберемо три сукупностi вузлових точок. На вибраних сукуп-
ностях вузлових точок побудуємо такi три системи базисних функцiй:

1◦ бiлiнiйну (рис. 2.10)

ϕi (ξ, η) =
1

4
(1 + ξiξ) (1 + ηiη), i = 1, ..., 4; (2.57)



90 Апроксимацiя на скiнченних елементах

Рис. 2.10: Скiнченний елемент у виглядi квадрата з чотирма вузлами

Рис. 2.11: Скiнченний елемент у виглядi квадрата з вiсьмома вузлами

ξiηi − координати i-ї вузлової точки;
2◦ бiквадратичну (рис. 2.11)

ϕi (ξ, η) =
1

4
(1 + ξiξ) (1 + ηiη) (ξiξ + ηiη − 1),

i = 1, 3, 5, 7;

ϕi (ξ, η) =
1

2

(
1− ξ2

)
(1 + ηiη) , i = 2, 6; (2.58)

ϕi (ξ, η) =
1

2
(1 + ξiξ)

(
1− η2

)
, i = 4, 8;

3◦ бiкубiчну (рис. 2.11)

ϕi (ξ, η) =
9

32
(1 + ξiξ) (1 + ηiη)

(
ξ2 + η2 − 10

9

)
,

i = 1, 4, 7, 10;

ϕi (ξ, η) =
27

32

(
1− ξ2

)
(1 + ηiη)

(
1

3
+ 3ξiξ

)
, (2.59)

i = 2, 3, 8, 9;

ϕi (ξ, η) =
27

32
(1 + ξiξ)

(
1 + η2

) (
1

3
+ 3ηiη

)
, i = 5, 6, 11, 12.

Не становить труднощiв переконатися у тому, що всi побудованi базиснi
функцiї задовольняють умову

ϕi (ξj, ηj) = δij, (2.60)
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Рис. 2.12: Скiнченний елемент у виглядi квадрата з дванадцятьма вузлами

тобто складають вузловий базис.
Вiдобразимо квадрат Ω∗ на деякий криволiнiйний чотирикутник Ωe за

допомогою перетворення

x1 =
∑

i

x
(i)
1 ϕi (ξ, η); (2.61)

x2 =
∑

i

x
(i)
2 ϕi (ξ, η),

де x
(i)
1 , x

(i)
2 − координата i-ї точки чотирикутника в площинi x1x2.

Для того, щоб перетворення координат (2.61) здiйснювало взаємно
однозначне вiдображення областi Ω∗ на область Ωe, будемо домагатися,
щоб якобiан перетворення (2.61) був вiдмiнним вiд нуля в Ω∗, тобто

det

{
∂x1

∂ξ
∂x2

∂ξ
∂x1

∂η
∂x2

∂η

}
6= 0. (2.62)

Вiд базисних функцiй ϕi (ξ, η) можна за аналогiєю з 1.7 перейти до
функцiй ϕh

i (x1, x2), заданих у всiй областi. У цьому випадку цi функцiї
належатимуть класу C (Ω), де Ω = ∪

e
Ωe.

Опишемо на Ωe апроксимовану функцiю uh спiввiдношенням

uh =
∑

i

ϕiu
h
i , (2.63)

яке можна навести у матричному виглядi

uh = N (ξ, η)qe,

де

N (ξ, η) = {ϕ1 (ξ, η) , ϕ2 (ξ, η) , ...},
qT

e =
{
uh

1 , u
h
2 , ...

}
.

Зазначимо, що цi апроксимацiї називають iзопараметричними. Цей тер-
мiн означає, що для подання апроксимованої функцiї i вiдображення Ω∗
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на Ωe використовують однi й тi ж вузловi точки та базиснi функцiї. В лiте-
ратурi [14,17,18] вiдомi й iншi типи апроксимацiй, в основi побудови яких є
iдея вiдображення областей, − це суперпараметричнi та субпараметричнi
апроксимацiї.

2.9 Апроксимацiї функцiями-бульбашками
на чотирикутниках

Розглянемо стандартний чотирикутний елемент, зображений на
рис.(2.10). Перенумеруємо його сторони таким чином: сторона 1-вiдповiдає
η = −1, сторона 2-вiдповiдає ξ = 1, сторона 3-вiдповiдає η = 1, сторона 4-
вiдповiдає ξ = −1. Вузловi базиснi функцiї збiгаються iз функцiями виду
(2.57). Зауважимо, що цi функцiї є бiлiнiйними.

До кожної iз сторiн стандартного чотирикутника вiднесемо базиснi
функцiї степенi p > 2 виду.

Сторона 1 (η = −1) : ϕ
(1)
k =

1

2
(1− η) ϕk (ξ) , (2.64)

Сторона 2 (ξ = 1) : ϕ
(2)
k =

1

2
(1 + ξ) ϕk (η) , (2.65)

Сторона 3 (η = 1) : ϕ
(3)
k =

1

2
(1 + η) ϕk (−ξ) , (2.66)

Сторона 4 (ξ = −1) : ϕ
(4)
k =

1

2
(1− ξ) ϕk (−η) , (2.67)

де ϕk - функцiї виду (2.40), k = 2, 3, ..., p. Таким чином маємо 4 (p− 1)
бисних функцiй, прив’язаних до сторiн чотирикутника.

Окрiм наведених базисних функцiй на на чотирикутнику задають та-
кож внутрiшнi базиснi функцiї, якi дорiвнюють нулю на сторонах чоти-
рикутника. Для вибраного степня простору p маємо (p− 2) (p− 3) /2 вну-
трiшнiх базисних функцiй p > 4 виду

ϕ(k,l) = Φk (ξ) Φl (η) , k = l = 2, 3, ..., p; k + l 6 p (2.68)

2.10 Апроксимацiї функцiями-бульбашками
на трикутниках

Розглянемо стандартний скiнченний елемент у виглядi рiвносторонно-
го трикутника Ω∗ (рис. 2.13), вершини якого перенумерованi цифрами
1,2,3. Координатами цих вершин є вiдповiдно пари чисел (-1,0); (1,0) та
(0,
√

3). Побудуємо на цьому трикутнику iєрархiчний базис з використан-
ням функцiй-бульбашок. Вузловi базиснi функцiї є лiнiйними функцiями,
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Рис. 2.13: Стандартний трикутний скiнченний елемент

описаними в п.2.5. На вибраному стандартному скiнченному елементi вони
мають вигляд

ϕ1 =
1

2

(
1− ξ +

η

2
√

3

)
, ϕ2 =

1

2

(
1 + ξ +

η

2
√

3

)
, ϕ3 =

η√
3
. (2.69)

На кожнiй iз сторiн трикутника виберемо змiнну s.
На сторонi 1: s = ϕ2 − ϕ1;
На сторонi 2: s = ϕ3 − ϕ2;
На сторонi 3: s = ϕ1 − ϕ3.
Для побудови iєрархiчного базису на сторонах трикутника використа-

ємо одновимiрнi базиснi функцiї-бульбашки (2.41).Запишемо на сторонi 1:

ϕ
(1)
k = ϕ1ϕ2

4

1− s2
Φk (s) ; (2.70)

на сторонi 2:

ϕ
(2)
k = ϕ2ϕ3

4

1− s2
Φk (s) ; (2.71)

на сторонi 3:

ϕ
(3)
k = ϕ3ϕ1

4

1− s2
Φk (s) , k = 2, 3, ..., p. (2.72)

Для повноти простору базисних функцiй введемо ще (p− 1) (p− 2) /2
внутрiшнiх базисних функцiй

ϕk,l = ϕ1ϕ2ϕ3Pk (ϕ2 − ϕ1) Pl (2ϕ3 − 1) , (2.73)

де k + l 6 p− 3 i Pk є полiном Лежандра степенi k.

2.11 Апроксимацiї на тетраедрах

Припустимо, що деяка тривимiрна область Ω роздiлена на скiнченнi
елементи Ωe у виглядi тетраедрiв (рис. 2.14).
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Побудуємо на тетраедрi Ωe лiнiйнi апроксимацiйнi функцiї за анало-
гiєю зi способом побудови апроксимацiйних функцiй на трикутному еле-
ментi, викладеним у 2.5. Для цього виберемо в Ωe деяку внутрiшню точку
P (x1, x2, x3). Введемо функцiю

ϕk (x1, x2, x3) =
Vpijm

Vkijm

, (2.74)

де Vpijm, Vkijm − об’єми тетраедрiв pijm та kijm. Для їхнього обчислення
використаємо вiдому формулу з аналiтичної геометрiї. Отримаємо

Vpijm =
1

6
det





1 x1 x2 x3

1 x
(i)
1 x

(i)
2 x

(i)
3

1 x
(j)
1 x

(j)
2 x

(j)
3

1 x
(m)
1 x

(m)
2 x

(m)
3





; (2.75)

Vkijm =
1

6
δ, (2.76)

де

δ = det





1 x
(i)
1 x

(i)
2 x

(i)
3

1 x
(j)
1 x

(j)
2 x

(j)
3

1 x
(m)
1 x

(m)
2 x

(m)
3

1 x
(k)
1 x

(k)
2 x

(k)
3





.

Розкриваючи визначник у формулi (2.75) за елементами першого рядка,
знайдемо

ϕk =
1

δ
(ak + bkx1 + ckx2 + dkx3) , (2.77)

де

ak = det





x
(i)
1 x

(i)
2 x

(i)
3

x
(j)
1 x

(j)
2 x

(j)
3

x
(m)
1 x

(m)
2 x

(m)
3





;

Рис. 2.14: Скiнченний елемент у виглядi тетраедра
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bk = − det





1 x
(i)
2 x

(i)
3

1 x
(j)
2 x

(j)
3

1 x
(m)
2 x

(m)
3





;

ck = det





1 x
(i)
1 x

(i)
3

1 x
(j)
1 x

(j)
3

1 x
(m)
1 x

(m)
3





;

dk = − det





1 x
(i)
1 x

(i)
2

1 x
(j)
1 x

(j)
2

1 x
(m)
1 x

(m)
2





.

Усi iншi функцiї ϕr отримують аналогiчно.
Функцiї ϕr мають властивiсть (вона є наслiдком геометричної побудо-

ви)
ϕr

(
x

(s)
1 , x

(s)
2 , x

(s)
3

)
= δrs. (2.78)

За аналогiєю з п.1.7 запишемо вираз для кусково-аналiтичних базисних
функцiй, заданих у всiй областi Ω:

ϕh
i (x1, x2, x3) =

{
ϕi, i ∈ Ωe,
0, i /∈ Ωe.

(2.79)

Як i ранiше (див. 2.5), для запису апроксимованої функцiї на скiнчен-
ному елементi Ωe матимемо формулу

uh = uh
i ϕi + uh

j ϕj + uh
mϕm + uh

kϕk. (2.80)

Використовуючи функцiї ϕr на тетраедрi, можна побудувати апрокси-
мацiйнi формули вищих порядкiв, зокрема другого. Для цього на тетрае-
дрi виберемо систему вузлових точок, зображених на рис. 2.15, де точки
1, ..., 6 розмiщенi на серединах ребер тетраедра.

Система базисних функцiй ψr на тетраедрi Ωe має вигляд

ψk = ϕk (2ϕk − 1) ; (2.81)
ψ1 = 4ϕkϕj.

Рис. 2.15: Cкiнченний елемент у виглядi тетраедра з шiстьма вузлами
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Рис. 2.16: Скiнченний елемент у виглядi куба з вiсьмома вузлами

Усi решта функцiї ψr отримують аналогiчно. Можна переконатися, що цi
функцiї задовольняють умови

ψr =
(
x

(s)
1 , x

(s)
2 , x

(s)
3

)
= δrs. (2.82)

Для запису апроксимованої функцiї на скiнченному елементi Ωe матимемо
формулу

uh = uh
1ψ

(e)
1 + uh

2ψ
(e)
2 + ... + uh

9ψ
(e)
9 + uh

10ψ
(e)
10 . (2.83)

Зазначимо, що наведенi тут апроксимацiйнi формули на тетраедрi
утворюють у разi розширення їх на область Ω функцiї класу C(0) (Ω) .

2.12 Тривимiрнi iзопараметричнi апроксима-
цiї

Криволiнiйнi iзопараметричнi апроксимацiї, запропонованi у 2.8, мож-
на поширити на тривимiрний випадок.

Розглянемо куб

Ω∗ = {ξ, η, ζ : −1 ≤ ξ ≤ 1, −1 ≤ η ≤ 1, −1 ≤ ζ ≤ 1}
у декартовiй системi координат ξ, η, ζ. На кубi виберемо двi сукупностi
координатних вузлiв (рис. 2.16, 2.17).

На вибраних системах вузлових точок запишемо такi сукупностi бази-
сних функцiй:

1◦ полiлiнiйну

ϕi (ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξiξ) (1 + ηiη) (1 + ζiζ) , i = 1, ..., 8; (2.84)

де ξi, ηi, ζi − координати i-ї вузлової точки;
2◦ полiквадратичну

ϕi (ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξiξ) (1 + ηiη) (1 + ζiζ) (ξiξ + ηiη + ζiζ − 2) , (2.85)

i = 1, 3, 5, 7, 13, 15, 17, 19;
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Рис. 2.17: Скiнченний елемент у виглядi куба з двадцятьма вузлами

ϕi (ξ, η, ζ) =
1

4

(
1− ξ2

)
(1 + ηiη) (1 + ζiζ) , i = 8, 4, 16, 20;

ϕi (ξ, η, ζ) =
1

4
(1 + ξiξ)

(
1− η2

)
(1 + ζiζ) , i = 2, 6, 14, 18;

ϕi (ξ, η, ζ) =
1

4
(1 + ξiξ) (1 + ηiη)

(
1− ζ2

)
, i = 9, 10, 11, 12.

Зазначимо, що всi вибранi функцiї ϕr (ξ, η, ζ) задовольняють умову

ϕr =
(
x

(s)
1 , x

(s)
2 , x

(s)
3

)
= δrs. (2.86)

Пропонуємо перевiрити її шляхом безпосереднiх обчислень.
За допомогою вибраних функцiй виконаємо взаємно однозначне вiд-

ображення куба на криволiнiйний шестигранник

xk =
∑

i

x
(i)
k ϕi (ξ, η, ζ) , k = 1, 2, 3, (2.87)

а також на Ω∗ апроксимуємо деяку функцiю u (ξ, η, ζ)

uh (ξ, η, ζ) =
∑

i

uh
i ϕi (ξ, η, ζ) , (2.88)

де uh
i − вузловi значення апроксимованої функцiї.

2.13 Вправи для самостiйного виконання
Вправа 1. Довести, що квадратичнi базиснi функцiї (2.48) є неперерв-

ними в разi переходу через спiльну сторону двох сумiжних трикутникiв.

Вправа 2. Зобразити графiки кубiчних базисних функцiй лагранжо-
вого типу на сукупностi одновимiрних скiнченних елементiв.

Вправа 3. Зобразити графiки апроксимованих функцiй кубiчними ба-
зисними функцiями лагранжового типу та кубiчними базисними функцi-
ями ермiтового типу на сукупностi одновимiрних скiнченних елементiв.
Яка мiж ними суттєва вiдмiннiсть?
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Вправа 4. Зобразити графiки квадратичних базисних функцiй (2.48)
на сукупностi трикутних скiнченних елементiв (за аналогiєю з рис. 2.5).

Вправа 5. Нехай задано два скiнченнi елементи прямокутної форми,
що мають спiльну сторону вздовж лiнiї x1 = const. На елементах побудова-
нi апроксимацiйнi формули вигляду (2.52). Довести, що функцiї uh(x1, x2)
є неперервними в разi переходу через спiльну границю елементiв.

Вправа 6. Нехай задано два скiнченнi елементи прямокутної форми,
що мають спiльну сторону вздовж лiнiї x2 = const. На елементах побудо-
ванi апроксимацiйнi формули ермiтового типу (2.56). Довести, що функцiї
uh(x1, x2) i їхнi похiднi до першого порядку є неперервними в разi переходу
через спiльну границю елементiв.

Вправа 7. Записати вирази для базисних функцiй 9-вузлового (3×3)
прямокутного скiнченного елемента лагранжового типу (2.52). Порiвня-
ти їх з бiквадратичним iзопараметричними апрокcимацiйними функцiями.
Якi вiдмiнностi є мiж базисними функцiми цих двох типiв?

Вправа 8. Зобразити графiки бiлiнiйних базисних функцiй типу (2.52)
у прямокутнiй областi, подiленiй на 4×4 прямокутних скiнченних елемен-
тiв.

Вправа 9. За аналогiєю з нерiвнiстю (2.17) вивести нерiвнiсть (2.19).

Вправа 10. Використовуючи рекурентну формулу (2.35) та вирази
для полiномiв Лежандра P0, P1, отримати вирази для полiномiв P2, P3.
Звiрити їх з формулами (2.34).

Вправа 11. Використовуючи формулу (2.39), отримати спiввiдношен-
ня (2.40).

Вправа 12. Знайти образи сторiн квадрата при бiлiнiйному, бiквадра-
тичному та бiкубiчному iзопараметричних вiдображеннях (2.61).



Роздiл 1

Варiацiйнi методи



74 Варiацiйнi методи



Роздiл 2

Апроксимацiя на скiнченних
елементах



76 Апроксимацiя на скiнченних елементах



Роздiл 3

Крайовi задачi

У роздiлi наведено дослiдження операторiв класичних крайових задач,
якi описуються звичайними диференцiальними рiвняннями та рiвняння-
ми в часткових похiдних, а також їхнi варiацiйнi формулювання. Описано
схеми методу скiнченних елементiв побудови наближених розв’язкiв кра-
йових задач та дослiджено питання їхньої збiжностi.

3.1 Крайова задача для рiвняння парного
порядку

Розглянемо крайову задачу

Lu =
s∑

k=0

(−1)k dk

dxk
pk(x)

dku

dxk
= f(x), x ∈ (a, b); (3.1)

u(a) = u′(a) = ... = u(s−1)(a) = 0;

u(b) = u′(b) = ... = u(s−1)(b) = 0. (3.2)

Стосовно вiдомих коефiцiєнтiв рiвняння та правої частини припустимо

pk ∈ C(k)[a, b], k = 0, ..., s, f (x) ∈ C(0)[a, b].

Лема 1. Оператор задачi (3.1), (3.2) симетричний.

Доведення. Зазначимо, перш за все, що область визначення операто-
ра цiєї задачi

DL =
{
u(x) : u ∈ C(2s)[a, b], u(a) = 0, ..., u(s−1)(b) = 0

}

є щiльною множиною у просторi H = L2(a, b) оскiльки C
(∞)
o ⊂ DL. Роз-

глянемо скалярний добуток

(Lu, v) =

b∫

a

s∑

k=0

(−1)k dk

dxk

(
pk(x)

dku

dxk

)
vdx. (3.3)
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Для перетворення iнтеграла у правiй частинi формули (3.3) використає-
мо формулу iнтегрування частинами. Врахувавши граничнi умови (3.2),
отримаємо

(Lu, v) =
s∑

k=0

b∫

a

pk(x)
dku

dxk

dkv

dxk
dx. (3.4)

Права частина формули (3.4) симетрична вiдносно функцiй u, v. Отже,
звiдси випливає, що оператор симетричний.

Теорема 2. Нехай ps(x) > P > 0 i pk(x) > 0, k = 0, 1, ..., s − 1, тодi
оператор задачi (3.1), (3.2) додатно визначений.

Доведення. Використаємо формулу (3.4) для обчислення добутку

(Lu, u) =
s∑

k=0

b∫

a

pk

(
dku

dxk

)2

dx. (3.5)

Врахувавши обмеження, накладенi на pk(x) у формулюваннi теореми, за-
пишемо

(Lu, u) > P

b∫

a

(
dsu

dxs

)2

dx. (3.6)

Щоб оцiнити знизу праву частину формули (3.6), використаємо нерiвнiсть
Фрiдрiхса (1.26). Якщо врахувати крайовi умови (3.2) для функцiї u(x) та
її похiдних до s− 1 порядку включно, отримаємо

∥∥∥∥
du

dx

∥∥∥∥ >
√

2

b− a
‖u‖ ,

∥∥∥∥
d2u

dx2

∥∥∥∥ >
√

2

b− a

∥∥∥∥
du

dx

∥∥∥∥ , ...,

∥∥∥∥
dsu

dxs

∥∥∥∥ >
√

2

b− a

∥∥∥∥
ds−1u

dxs−1

∥∥∥∥ .

Пiдставимо лiву частину першої нерiвностi у праву частину другої i так
далi до останньої нерiвностi; тодi

∥∥∥∥
dsu

dxs

∥∥∥∥ >
( √

2

b− a

)s

‖u‖. (3.7)

З урахуванням нерiвностi (3.7) у (3.6) запишемо

(Lu, u) >
( √

2

b− a

)2s

P ‖u‖2 ,

що й треба було довести.
За отриманими результатами сформулюємо задачу (3.1), (3.2) у такому

варiацiйному виглядi:
F (u) → min, u ∈ U,
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де

F (u) =
s∑

k=0

b∫

a

pk

(
dku

dxk

)2

dx− 2

b∫

a

ufdx;

U =
{

u(x) : u(x) ∈ W
(s)
2 , u(a) = 0, ..., u(s−1)(b) = 0

}
.

3.2 Апрiорна оцiнка точностi МСЕ

Зазначимо, що частковим випадком задачi, розглянутої у попередньо-
му параграфi, є задача Штурма−Лiувiлля

− d

dx
p1 (x)

du

dx
+ p0 (x) u = f (x) , x ∈ (a, b) ; (3.8)

u(a) = 0, u(b) = 0. (3.9)

У першому роздiлi описана схема МСЕ (на основi кусково−лiнiйних базис-
них функцiй) числового розв’язування цiєї задачi. Тут отримаємо апрiорнi
оцiнки точностi послiдовностi числових розв’язкiв МСЕ. Для оцiнки збi-
жностi схеми МСЕ (див. 1.7) для задачi Штурма−Лiувiлля використаємо
теорему 2.1 про похибки апроксимацiї кусково-лiнiйними базисними фун-
кцiями (див. 2.1).

Приймемо тут за аналогiєю з попереднiм параграфом, що

p1 (x) ≥ P > 0, P = const, p0 (x) ≥ 0.

Тодi, очевидно, оператор є додатно визначений i для нього можна вве-
сти поняття енергетичного добутку та енергетичної норми. Покажемо, що
енергетична норма оператора задовольняє нерiвнiсть

m2 ‖u‖2

W
(1)
2
≤ ‖u‖2

A . (3.10)

Справдi

‖u‖2
A =

b∫

a

(p1u
′2 + p0u

2)dx > P

b∫

a

u′2dx.

Застосуємо далi нерiвнiсть Фрiдрiхса (1.26). Отримаємо

‖u‖2
A > 1

2
P

b∫

a

u′2dx +
P

(b− a)2

b∫

a

u2dx.

Отже, виконується нерiвнiсть (3.10), i

m2 = min

{
1

2
P,

P

(b− a)2

}
.
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Доведемо далi, що енергетичний скалярний добуток неперервний за ко-
жним iз аргументiв, тобто має мiсце нерiвнiсть

(u, v)A ≤ M2 ‖ u ‖
W

(1)
2
‖ v ‖

W
(1)
2

. (3.11)

Запишемо вираз для енергетичного скалярного добутку

(u, v)A =

b∫

a

(p1u
′v′ + p0uv)dx.

Пiднесемо його лiву i праву частини до квадрату

(u, v)2
A =





b∫

a

p1u
′v′dx





2

+ 2

b∫

a

p1u
′v′dx

b∫

a

p0uvdx +





b∫

a

p0uvdx





2

.

Використовуючи очевидну нерiвнiсть

2cd ≤ c2 + d2,∀c, d ∈ R,

оцiнимо праву частину попереднього виразу зверху. Отримаємо

(u, v)2
A ≤ 2





b∫

a

p1u
′v′dx





2

+ 2





b∫

a

p0uvdx





2

.

Використовуючи нерiвнiсть Шварца, оцiнимо далi зверху кожен iз додан-
кiв попередньої формули. Запишемо

(u, v)2
A ≤ 2

b∫

a

p1u
′2dx

b∫

a

p1v
′2dx + 2

b∫

a

p0u
2dx

b∫

a

p0v
2dx.

Врахуємо далi, що коефiцiєнти рiвняння (3.8) невiд’ємнi. Тодi можемо пiд-
силити попередню нерiвнiсть i подати її у виглядi

(u, v)2
A ≤ M2





b∫

a

u′2dx

b∫

a

v′2dx +

b∫

a

u2dx

b∫

a

v2dx



 ,

де

M2 = 2 max

{
max
x∈[a,b]

p2
1(x), max

x∈[a,b]
p2

o(x)

}
.

Пiдсилимо цю нерiвнiсть, додавши у першому iнтегралi першого доданку
u2 та у першому iнтегралi другого доданку u

′2. Якщо пiсля цього винести
з обидвох доданкiв спiльний множник, то отримаємо

(u, v)2
A ≤ M2 ‖ u ‖2

w
(1)
2

‖ v ‖2

w
(1)
2

. (3.12)
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Таким чином, пiдсумовуючи, запишемо нерiвнiсть (3.10) для рiзницi
u0 − uh мiж узагальненим розв’язком та його наближенням, отриманим
МСЕ на основi кусково-лiнiйної апроксимацiї

m2 ‖ u0 − uh ‖2

w
(1)
2

≤ (u0 − uh, u0 − uh)A . (3.13)

Виберемо довiльну функцiю vh, яка є лiнiйною комбiнацiєю скiнченно-
вимiрного простору кусково-лiнiйних базисних функцiй. Додамо i вiднiме-
мо цю функцiю в одному iз аргументiв у правiй частинi нерiвностi (3.13).
Матимемо

m2 ‖ u0 − uh ‖2

w
(1)
2

≤ (u0 − uh, u0 − vh + vh − uh)A .

Перепишемо цю нерiвнiсть

m2 ‖ u0 − uh ‖2

w
(1)
2

≤ (u0 − uh, u0 − vh)A + (u0 − uh, vh − uh)A .

Оскiлький розв’язок задачi, отриманий МСЕ є ортогональною проекцi-
єю на пiдпростiр, що утворюють кусково-лiнiйнi базиснi функцiї, другий
доданок у правiй чаастинi попередньої нерiвностi дорiвнює нулю, тобто

(u0 − uh, vh − uh)A = 0.

Остаточно запишемо

m2 ‖ u0 − uh ‖2

w
(1)
2

≤ (u0 − uh, u0 − vh)A .

Оцiнимо праву частину цiєї нерiвностi, використовуючи нерiвнiсть (3.12).
Отримаємо

m2 ‖ u0 − uh ‖2

w
(1)
2

≤ M ‖ u0 − uh ‖w
(1)
2
‖ u0 − vh ‖w

(1)
2

.

Звiдси отримаємо

‖ u0 − uh ‖w
(1)
2
≤ M

m2
‖ u0 − vh ‖w

(1)
2

. (3.14)

Далi з урахуванням другої нерiвностi з теореми 1 роздiлу 2 для наближе-
ного розв’язку uh матимемо

‖u0 − uh‖W
(1)
2

6 M

m2
C2h ‖u0‖W

(2)
2

. (3.15)

Оцiнку вигляду (3.15) називають апрiорною оцiнкою похибки наближеного
розв’язку uh. Вона дає iнформацiю про швидкiсть збiжностi наближеного
розв’язку, який можна отримати МСЕ. Зокрема, для задачi, яку розгля-
даємо, з оцiнки (3.15) випливає, що наближений розв’язок uh прямує до
узагальненого розв’язку u0 як O(h). У цьому разi узагальнений розв’язок
повинен задовольняти умову u0 ∈ W

(2)
2 .
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3.3 Апрiорна оцiнка точностi за Нiтше

У попередньому параграфi отримано оцiнку збiжностi схеми МСЕ у
нормi простору W

(1)
2 . З’ясовано, що її порядок є O(h). Зi збiжностi у нормi

цього простору випливає збiжнiсть (див. 1.6) i в нормi простору L2. Опи-
шемо тут спосiб визначення порядку збiжностi у цiй нормi, вiдомий пiд
назвою способу Нiтше.

Позначимо eh = u0 − uh, де u0 − узагальнений розв’язок задачi (3.8),
(3.9). Розглянемо допомiжну задачу, яку описує цей же оператор, що й
(3.8), (3.9), однак її права частина дорiвнює eh, тобто

Az = eh. (3.16)

Запишемо для (3.16) еквiвалентну варiацiйну задачу (див. 1.7)

(Az, v) = (eh, v) , ∀v ∈ HA. (3.17)

Приймемо в (3.17) v = eh. Отримаємо

(Az, eh) = (eh, eh) . (3.18)

Врахуємо, що наближений розв’язок uh є ортогональною проекцiєю u0 на
пiдпростiр Sh, натягнений на базиснi функцiї ϕh

i . Це означає, що (див. 1.6)

(Aeh, vh) = 0, ∀vh ∈ Sh. (3.19)

Якщо взяти до уваги, що A − симетричний оператор, то (3.19) можна
переписати у виглядi

(Avh, eh) = 0, ∀vh ∈ Sh. (3.20)

Вiднiмемо (3.20) вiд (3.18):

(A (z − vh) , eh) = ‖eh‖2 .

Застосуємо далi нерiвнiсть Шварца. Отримаємо нерiвнiсть

‖eh‖2 6 ‖z − vh‖A ‖eh‖A . (3.21)

Для оцiнки зверху множникiв у правiй частинi формули (3.21) вважатиме-
мо, що vh є лiнiйним iнтерполянтом розв’язку z i використаємо нерiвностi

‖eh‖2
A 6 Cuh ‖u0‖W

(2)
2

; (3.22)

‖z − vh‖A 6 Czh ‖z‖W
(2)
2

, (3.23)

якi випливають з оцiнки (3.15) та нерiвностi (3.10) для вихiдної задачi
(3.8), (3.9) i задачi (3.16). Окрiм цього, використаємо нерiвнiсть [12]

‖z‖
W

(2)
2

6 K ‖eh‖ ,
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яка виражає неперервну залежнiсть розв’язку задачi (3.16) вiд правої ча-
стини. Пiдставимо (3.22), (3.23) у праву частину (3.21). Отримаємо

∥∥eh
∥∥2 6 CzCuh

2K ‖u0‖W
(2)
2
‖eh‖ . (3.24)

Скоротимо лiву та праву частини нерiвностi (3.24) на ‖eh‖. Остаточно
запишемо

‖eh‖ 6 Ch2 ‖u0‖W
(2)
2

, (3.25)

де C = CzCuK.
Нерiвнiсть (3.25) означає, що у нормi простору L2 наближений розв’я-

зок збiгається до узагальненого як O(h2).

3.4 Крайова задача для системи диференцi-
альних рiвнянь

Розглянемо крайову задачу, яку описує система звичайних диферен-
цiальних рiвнянь

−
s∑

k=1

[
d

dx

(
pjk(x)

duk

dx

)
− qjk(x)uk

]
= fj(x); x ∈ (a, b); (3.26)

uk(a) = uk(b) = 0; k, j = 1, 2, ..., s. (3.27)

Уведемо позначення для матриць-стовпцiв невiдомих i правих частин та
матриць коефiцiєнтiв

u = {uj (x)}; f = {fj(x)};
P = {pjk(x)}; Q = {qjk(x)}.

Урахувавши їх, задачу (3.26), (3.27) можна записати у такому виглядi:

− d

dx
P(x)

du

dx
+ Q(x)u = f(x); x ∈ (a, b); f(x) ∈ L2(a, b);

u(a) = 0; u(b) = 0.

Зазначимо, що у гiльбертовому просторi L2(a, b) векторних функцiй
скалярний добуток та норму визначено спiввiдношеннями

(u,v) =

b∫

a

uTvdx =

b∫

a

s∑

k=1

ukvkdx;

‖u‖2 =

b∫

a

uTudx.

Припустимо, що f ∈ L2 (a, b), тодi область визначення DA оператора
цiєї задачi можна задати спiввiдношенням

DA =
{
u = {u1, ..., us}T : uk ∈ W

(2)
2 (a, b), uk(a) = uk(b) = 0, k = 1, ..., s

}
.

Виконується така лема.
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Лема 3. Нехай P,Q − симетричнi матрицi. Тодi оператор задачi (3.26),
(3.27) симетричний.

Доведення. Розглянемо скалярний добуток

(Au,v) = −
b∫

a

s∑

j,k=1

d

dx
pjk(x)

duk

dx
vjdx +

b∫

a

s∑

j,k=1

qjk(x)ukvjdx. (3.28)

Зiнтегруємо перший доданок частинами i врахуємо граничнi умови (3.27).
Отримаємо

(Au,v) =

b∫

a

(
du

dx

)T

P
dv

dx
dx +

b∫

a

uTQvdx. (3.29)

Якщо врахувати, що область визначення оператора є щiльною множиною
(див. 1.1), то з (3.29) випливає, що оператор симетричний.

Доведемо теорему, яка визначає умови, за яких оператор задачi (3.26),
(3.27) додатно визначений.

Теорема 4. Нехай P − додатно визначена матриця

tTPt > 0, ∀t = (t1, ..., ts)
T , ti ∈ R,

s∑
i=1

| ti |6= 0,

а Q − невiд’ємна матриця
tTQt > 0.

Тодi оператор задачi (3.26), (3.27) додатно визначений.

Доведення. Вiдомо, що для найменшого власного числа λ1 додатно
визначеної матрицi P, виконуються нерiвностi

tTPt > λ1(x)tT t, λ1(x) > 0,

Вважатимемо, що елементи матрицi P є неперервними функцiями x. Тодi
λ1(x) > λ > 0.

Розглянемо скалярний добуток (3.29)

(Au,u) =
s∑

j,k=1

b∫

a

pjk(x)u′ju
′
kdx +

s∑

j,k=1

qjkujukdx > λ

s∑

k=1

b∫

a

(u′k)
2
dx. (3.30)

Тут враховано попереднi мiркування й те, що Q − невiд’ємна матриця.
Для оцiнки правої частини формули (3.30) використаємо нерiвнiсть Фрi-
дрiхса (1.26). Отримаємо

(Au,u) > 2λ

(b− a)2 ‖u‖2
L2

.

Оскiльки оператор задачi (3.26), (3.27) додатно визначений, то її можна
записати у таких варiацiйних формулюваннях:

F (u) → min, u ∈ U; (3.31)
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Рис. 3.1: Структура системи лiнiйних алгебричних рiвнянь

F (u) =
s∑

j,k=1

b∫

a

pjk(x)u′ju
′
kdx +

s∑

j,k=1

qjkujukdx− 2
s∑

j=1

b∫

a

ujfjdx;

U =
{
u = {u1, ..., us}T : uk ∈ W

(1)
2 (a, b), uk(a) = uk(b) = 0, k = 1, ..., s

}
;

(Au,v) = (f ,v), ∀v ∈ U,u ∈ U. (3.32)

Варiацiйнi формулювання (3.31) та (3.32) є еквiвалентними.
Для побудови наближеного розв’язку варiацiйної задачi задамо подiл

областi
a = x0 < x1 <, ..., < xn−1 < xn = b.

Оскiльки система диференцiальних рiвнянь є другого порядку за кож-
ною змiнною, то для наближеного запису розв’язку можна використати
кусково-полiномiальнi базиснi функцiї, описанi в 2.2. Використаємо най-
простiшi кусково-лiнiйнi базиснi функцiї (1.96). На скiнченному елементi
Ωi = [xi−1, xi] наближений розв’язок uh запишемо у виглядi

uh = Ni(x)qi,

де матриця Ni(x) (розмiру s× 2s) має вигляд

Ni(x) =





ϕh
i−1 0 0 ϕh

i 0 0
0 ϕh

i−1 0 0 ϕh
i 0

... ... ... ... ... ...
0 0 ϕh

i−1 0 0 ϕh
i





;

qT
i =

{
uh

1,i−1, u
h
2,i−1, ..., u

h
s,i−1, u

h
1,i, u

h
2,i, ..., u

h
s,i

}
.

Дiятимемо далi формально за аналогiєю з випадками параграфа 1.7.
Використаємо одне з еквiвалентних варiацiйних формулювань (3.31) або
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(3.32). Матриця системи лiнiйних алгебричних рiвнянь МСЕ формується
з матриць

Ai = Ki + Mi,

де

Ki =

xi∫

xi−1

(
d

dx
Ni(x)

)T

P
d

dx
Ni(x)dx; (3.33)

Mi =

xi∫

xi−1

NT
i QNidx. (3.34)

Стовпець правих частин системи рiвнянь МСЕ формується з матриць

Bi =

xi∫

xi−1

NT
i (x)f(x)dx. (3.35)

Схема формування системи лiнiйних алгебричних рiвнянь (для s = 2)
зображена на рис. 3.1.

3.5 Крайовi задачi для рiвняння Пуассона
Розглянемо головнi крайовi задачi для рiвняння Пуасcона (iнша назва

− неоднорiдне рiвняння Лапласа)

−∆u = f (x) , x = x1, x2, ..., xn, x ∈ Ω, (3.36)

де

∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

,

u (x)− шукана функцiя, f (x) ∈ L2 ( Ω) − задана права частина,
Ω ⊂ Rn− обмежена область, з лiпшицевою границею Γ. Для рiвняння
(3.36) звичайно ставлять три головнi крайовi задачi, якi вiдповiдають та-
ким трьом крайовим умовам:

1◦ задача Дiрiхле
u (x) = 0, x ∈ Γ;

2◦ задача Ноймана
∂u (x)

∂ν
= 0, x ∈ Γ,

де
∂u (x)

∂ν
=

n∑
i=1

∂u (x)

∂xi

cos (ν, xi)

− похiдна за напрямом зовнiшньої нормалi ν до границi Γ;
3◦ задача Ньютона

∂u (x)

∂ν
+ σ (x) u (x) = 0, x ∈ Γ,
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де σ (x) ≥ σ0 > 0, σ0 = const.
Позначимо через Ak − оператор k-ї крайової задачi для неоднорiдного

рiвняння Лапласа, а через DAk
− його область визначення.

Нехай i − вектор, координатами якого є невiд’ємнi цiлi числа ik

i = (i1, i2, ..., in).

Уведемо позначення

Diu =
∂|i|u (x)

∂xi1
1 ∂xi2

2 ...∂xin
n

, (3.37)

де |i| = i1 + i2 + ... + in. З використанням уведеного позначення (3.37)
усi похiднi до другого порядку включно вiд функцiї u можна записати
формулою

Diu (x), |i| ≤ 2.

Використавши цей факт, наведемо такi описи для множин областей ви-
значення операторiв Ak :

DA1 =
{
u (x) : Diu (x) ∈ L2 (Ω), |i| ≤ 2; u (x) = 0, x ∈ Γ

}
;

DA2 =

{
u (x) : Diu (x) ∈ L2 (Ω), |i| ≤ 2;

∂u (x)

∂ν
= 0, x ∈ Γ

}
;

DA3 =

{
u (x) : Diu (x) ∈ L2 (Ω), |i| ≤ 2;

∂u (x)

∂ν
+ σ (x) u (x) = 0, x ∈ Γ

}
.

Дослiдимо властивостi оператора Ak. Доведемо, що оператори Ak є
симетричними. Для цього розглянемо скалярнi добутки (Aku, v). Викори-
ставши формулу Грiна для оператора Лапласа (див. п 1.1) та врахувавши
граничнi умови 1◦ − 3◦, одержимо

(Aku, v) =

∫

Ω

∇u∇vdΩ, k = 1, 2; (3.38)

(A3u, v) =

∫

Ω

∇u∇vdΩ +

∫

Γ

σuvdΓ. (3.39)

Тут

∇u =

{
∂u (x)

∂x1

,
∂u (x)

∂x2

, ...,
∂u (x)

∂xn

}
.

Оскiльки, окрiм цього, виконуються включення C
(∞)
0 ⊂ DAk

, то оператори
трьох головних крайових задач є симетричними.

З метою дослiдити додатну визначенiсть операторiв головних крайо-
вих задач для неоднорiдного рiвняння Лапласа використаємо нерiвностi
Фрiдрiхса i Пуанкаре. Позначимо через M лiнеал функцiй

M =
{

u (x) : u ∈ W
(1)
2

}

. Наведемо нерiвностi Фрiдрiхса i Пуанкаре у виглядi теорем.
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Теорема 5 (Нерiвнiсть Фрiдрiхса). Нехай Ω − обмежена область з лiп-
шицевою границею Γ. Тодi iснують невiд’ємнi сталi c1, c2, якi залежать
вiд областi Ω i не залежать вiд функцiї лiнеалу M, такi, що виконується
нерiвнiсть

∫

Ω

u2 (x) dΩ ≤ c1

∫

Ω

n∑

k=1

(
∂u (x)

∂xk

)2

dΩ + c2

∫

Γ

u2 (x) dΓ. (3.40)

Див. [10, c.344].
Зазначимо, що у наведенiй теоремi значення функцiї u (x) на

границi потрiбно розумiти в сенсi слiдiв (див. Додаток).

Теорема 6 (Нерiвнiсть Пуанкаре). Нехай Ω − обмежена область з лiп-
шицевою границею Γ. Тодi iснують невiд’ємнi сталi c3, c4, якi залежать
вiд областi Ω i не залежать вiд функцiї лiнеалу M, такi, що виконується
нерiвнiсть

∫

Ω

u2 (x) dΩ ≤ c3

∫

Ω

n∑

k=1

(
∂u (x)

∂xk

)2

dΩ + c4




∫

Ω

u (x) dΩ




2

. (3.41)

Див. [10, c.345].

Теорема 7. Оператори трьох головних крайових задач для неоднорiдного
рiвняння Лапласа є додатно визначеними.

Доведення. Для першої крайової задачi (k = 1) використаємо фор-
мулу (3.38) скалярного добутку (A1u, u)

(A1u, u) =

∫

Ω

(∇u)2 dΩ, (3.42)

де
∫

Ω

(∇u)2 dΩ =

∫

Ω

n∑

k=1

(
∂u (x)

∂xk

)2

dx.

Для оцiнки знизу виразу у правiй частинi формули (3.42) застосуємо нерiв-
нiсть Фрiдрiхса (3.40), врахувавши крайову умову Дiрiхле 1◦. Отримаємо

(A1u, u) ≥ 1

c1

∫

Ω

u2 (x) dx.

Це й доводить теорему для задачi Дiрiхле.
Щодо задачi Ноймана зазначимо, що не для всiх функцiй f (x) правої

частини рiвняння Пуассона вона є несуперечною. Справдi, розглянемо
∫

Ω

f (x) dΩ = −
∫

Ω

∆udΩ.
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Застосуємо до правої частини попередньої рiвностi формулу Грiна, вважа-
ючи, що другим множником пiд знаком iнтеграла є одиниця. Отримаємо

∫

Ω

f (x) dΩ =

∫

Ω

∇u∇1dΩ−
∫

Γ

∂u (x)

∂ν
1dΓ.

Оскiльки ∇1 ≡ 0 i виконується умова Ноймана 2◦, то
∫

Ω

f (x) dΩ = 0. (3.43)

Це i є додаткова умова, яку повинна задовольняти функцiя f (x) .
Легко бачити, що задача Ноймана (k = 2) для рiвняння Пуассона не

має єдиного розв’язку. Справдi, простою перевiркою можна з’ясувати, що
функцiя u0 + const, де u0 − розв’язок задачi Ноймана, є теж її розв’язком.
Отже, перш за все введемо у цьому випадку додаткову умову, яка могла
б забезпечити єдинiсть розв’язку задачi Ноймана для рiвняння Пуассона.
Виберемо цю умову за аналогiєю з умовою (3.43) у виглядi

∫

Ω

u (x) dΩ = 0. (3.44)

Доведемо тепер, що оператор задачi Ноймана для рiвняння Пуассона з
додатковою умовою (3.44) є додатно визначеним. Доведення є таким же,
як i попереднє з тiєю рiзницею, що використано нерiвнiсть Пуанкаре (3.41),
в якiй враховано спiвiдношення (3.44). Отже,

(A2u, u) ≥ 1

c3

∫

Ω

u2 (x) dx.

Для задачi Ньютона (k = 3) скалярний добуток (A3u, u) має вигляд
(3.39)

(A3u, u) =

∫

Ω

(∇u)2 dΩ +

∫

Γ

σu2dΓ.

Для дослiдження додатної визначенностi оператора використаємо очеви-
дну нерiвнiсть

(A3u, u) ≥
∫

Ω

(∇u)2 dΩ + σ0

∫

Γ

u2dΓ

та нерiвнiсть Фрiдрiхса (3.40). Отримаємо

(A3u, u) ≥ γ2

∫

Ω

u2 (x) dx,

де
γ2 = min {1, σ0} / max {c1, c2}.

З останньої нерiвностi випливає, що задача Ньютона для рiвняння Пуас-
сона має теж додатно визначений оператор.
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Отже, оскiльки оператори головних крайових задач для рiвняння Пу-
ассона є додатно визначененими, то цi задачi можна сформулювати як
варiацiйнi задачi такогого вигляду:

Fk (u) → min, u ∈ Hk, (3.45)

де

Fk (u) =

∫

Ω

(∇u)2 dΩ− 2

∫

Ω

fudΩ, k = 1, 2;

F3 (u) =

∫

Ω

(∇u)2 dΩ− 2

∫

Ω

fudΩ +

∫

Γ

σu2dΓ;

H1 =
{

u (x) : u (x) ∈ W
(1)
2 (Ω), u (x) = 0, x ∈ Γ

}
;

H2 =



u (x) : u (x) ∈ W

(1)
2 (Ω),

∫

Ω

udΩ = 0



;

H3 =
{

u (x) : u (x) ∈ W
(1)
2 (Ω)

}
.

Як наслiдок з доведеної теореми про додатну визначенiсть операторiв го-
ловних крайових задач для рiвняння Пуассона випливає твердження про
iснування та єдинiсть їхнiх узагальнених розв’язкiв.

3.6 Схема МСЕ для рiвняння Пуассона
Нехай двовимiрна обмежена область Ω з лiпшицевою границею Γ роз-

дiлена на скiнченнi елементи трикутної форми

Ω = ∪
e
Ωe, Ωi ∩ Ωj = ∅.

На заданому подiлi вибиремо базиснi функцiї вигляду (2.42) (див. пара-
граф 2.4) i наведемо наближений розв’язок варiацiйних задач, що вiдпо-
вiдають крайовим задачам для рiвняння Пуассона на Ωe, у виглядi

uh = Neqe, (3.46)

Ne =
(
ϕe

i , ϕ
e
j , ϕ

e
m

)
; qe =

(
uh

i , u
h
j , u

h
m

)T
.

На пiдставi варiацiйних формулювань (3.45), методу Рiтца, отримаємо си-
стему лiнiйних алгебричних рiвнянь

∑
j

uh
j

(
Aϕh

i , ϕ
h
j

)
=

(
f, ϕh

i

)
, i = 1, 2..., n. (3.47)

За аналогiєю з 1.7 ця система (для задач Дiрiхле i Ноймана) формується
з матриць

Ke =

∫

Ωe

(∇Ne)
T ∇NedΩ; (3.48)
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Qe =

∫

Ωe

NT
e fdΩ, (3.49)

де

∇Ne =

( ∂
∂x1
∂

∂x2

) (
ϕe

i , ϕ
e
j , ϕ

e
m

)
. (3.50)

Виконавши нескладнi обчислення у формулi (3.50), отримаємо

Ke =
1

2δ




b2
i + c2

i bibj + cicj bibm + cicm

bibj + cicj b2
j + c2

j bjbm + cjcm

bibm + cicm bjbm + cjcm b2
m + c2

m


. (3.51)

Тут
bi = x

(j)
2 − x

(m)
2 , ci = x

(m)
1 − x

(j)
1 , (3.52)

δ − подвоєна площа трикутника Ωe. Формули для bj, bm, cj, cm можна
отримати з (3.52) шляхом циклiчного переставляння iндексiв i, j, m.

Для обчислення iнтеграла у формулi (3.49) зiнтерполюємо функцiю f
на трикутнику Ωe виразом

f (x1, x2) = Ne (x1, x2) fe, (3.53)

де
fe = (fi, fj, fm)T ,

fr = f
(
x

(r)
1 , x

(r)
2

)
− значення функцiї f (x1, x2) у вузловiй точцi x

(r)
1 , x

(r)
2 ,

r = i, j,m. Пiдставимо формулу (3.53) у вираз (3.49). Отримаємо

Qe = Mefe.

Тут

Me =

∫

Ωe




(
ϕ

(e)
i

)2

ϕ
(e)
i ϕ

(e)
j ϕ

(e)
i ϕ

(e)
m

ϕ
(e)
i ϕ

(e)
j

(
ϕ

(e)
i

)2

ϕ
(e)
j ϕ

(e)
m

ϕ
(e)
i ϕ

(e)
m ϕ

(e)
j ϕ

(e)
m

(
ϕ

(e)
m

)2




dΩ.

Для обчислення iнтегралiв у попередньому виразi використаємо фор-
мулу [11] ∫

Ωe

(
ϕ

(e)
i

)a (
ϕ

(e)
j

)b (
ϕ(e)

m

)c
dΩ =

a!b!c!

(a + b + c + 2)!
δ, (3.54)

де a, b, c − цiлi невiд’ємнi числа; δ − подвоєна площа трикутника.
У результатi отримаємо

Me =
δ

24




2 1 1
1 2 1
1 1 2


.

Зазначимо, що для задачi Ньютона в разi формування матрицi системи
лiнiйних алгебричних рiвнянь необхiдно додатково враховувати iнтеграл
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за границею, який фiгурує у варiацiйному формулюваннi. Для задачi Дi-
рiхле потрiбно врахувати головну граничну умову, а для задачi Неймана
− додаткову умову (3.44).

Для отримання апрiорної оцiнки збiжностi схеми МСЕ, як i в поперед-
ньому, використаємо лему Сеа (див. 1.10) i оцiнку похибки апроксимацiї
на трикутних елементах (див. 2.4). Попередньо доведемо, що енергетична
норма задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона

‖u‖2
A =

∫

Ω

(∇u)2 dΩ

задовольняє подвiйну нерiвнiсть

m2 ‖u‖2

W
(1)
2
≤ ‖u‖2

A ≤ M2 ‖u‖2

W
(1)
2

, (3.55)

де

‖u‖2

W
(1)
2

=

∫

Ω

[
(∇u)2 + u2

]
dΩ.

Права частина цiєї нерiвностi є очевидною; справдi, для M = 1
∫

Ω

(∇u)2 dΩ ≤
∫

Ω

[
(∇u)2 + u2

]
dΩ.

Для доведення лiвої частини запишемо

‖u‖2
A =

1

2

∫

Ω

(∇u)2 dΩ +
1

2

∫

Ω

(∇u)2 dΩ.

Застосувавши далi нерiвнiсть Фрiдрiхса (3.40), отримаємо

‖u‖2
A ≥ m2 ‖u‖2

W
(1)
2

,

де

m2 = min

{
1

2c1

,
1

2

}
.

Отже, подвiйна нерiвнiсть доведена.
Згiдно з лемою Сеа наближений розв’язок uh задовольняє нерiвнiсть

‖u− uh‖W
(1)
2
≤ M2

m2

∥∥u− uh
I

∥∥
W

(1)
2

. (3.56)

Оцiнимо праву частину нерiвностi (3.56), використовуючи теорему 2.2.
Припустивши в цьому разi, що розв’язок задачi u ∈ W

(2)
2 , отримаємо

‖u− uh‖W
(1)
2
≤ M2

m2
C2

h

sin θ
‖u‖

W
(2)
2

. (3.57)

З оцiнки (3.57) випливає, що наближений розв’язок uh прямує до узагаль-
неного розв’язку задачi в нормi простору W

(1)
2 , якщо h → 0. Порядок

збiжностi становить O (h).
З оцiнки (3.57) випливає, що в разi подiлу областi на трикутнi скiнченнi

елементи потрiбно уникати трикутникiв з гострими кутами, для яких sin θ
є малим.
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3.7 Схема МСЕ, побудована на iзопарамет-
ричних апроксимацiях

Прикладом задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона

−∆u = f вΩ, u = 0 на Γ (3.58)

проiлюструємо спосiб побудови схеми методу скiнченних елементiв, яка
використовує iзопараметричнi апроксимацiї (див. 2.7).

Як вiдомо (див. 3.7) задача (3.58) еквiвалентна задачi про мiнiмум
квадратичного функцiонала

F (u) =

∫

Ω

(∇u)T ∇udΩ− 2

∫

Ω

fudΩ, u ∈ H1,

де

∇u =

( ∂u
∂x1
∂u
∂x2

)
,

H1 =
{

u (x) : u (x) ∈ W
(1)
2 (Ω), u (x) = 0, x ∈ Γ

}
.

Уважатимемо, що область Ω роздiлена на скiнченнi елементи одного з
трьох видiв, якi розглядали у параграфi 2.7, i кожен скiнченний елемент
може бути однозначно вiдображений на квадрат Ω∗ у системi координат
ξ, η

Ω∗ = {ξ, η : −1 < ξ, η < 1}.
Як i для iнших скiнченноелементних апроксимацiй, систему лiнiйних

алгебричних рiвнянь формують з матриць

Ke =

∫

Ωe

(∇N)T ∇NdΩ, (3.59)

Qe =

∫

Ωe

fNT dΩ, (3.60)

де
N = (ϕ1 (ξ, η) , ϕ2 (ξ, η) , ...).

Врахуємо у спiввiдношеннях (3.59), (3.60), що за допомогою формул

x1 =
∑

i

xi
1ϕi (ξ, η) , x2 =

∑
i

xi
2ϕi (ξ, η) (3.61)

скiнченний елемент Ωe можна вiдобразити на квадрат Ω∗. Матимемо

dΩ = det Jdξdη. (3.62)

Тут J − матриця Якобi вигляду

J =

{
∂x1

∂ξ
∂x2

∂ξ
∂x1

∂η
∂x2

∂η

}
.
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Крiм того, перейдемо у формулах диференцiювання ∇N до змiнних ξ, η.
Для цього запишемо ( ∂

∂ξ
∂
∂η

)
= J

( ∂
∂x1
∂

∂x2

)
.

Звiдси ( ∂
∂x1
∂

∂x2

)
= J−1

( ∂
∂ξ
∂
∂η

)
.

Беручи до уваги останнє спiввiдношення, матимемо

∇N =J−1∇∗N,

де

∇∗ =

( ∂
∂ξ
∂
∂η

)
.

Отже, остаточно формули (3.59), (3.60) можна звести до вигляду

Ke =

∫

Ω∗

(∇∗N)T (
J−1

)T
J−1∇∗N det Jdξdη; (3.63)

Qe =

∫

Ω∗

fNT det Jdξdη. (3.64)

Для обчислення iнтегралiв у формулах (3.63), (3.64) використовують, як
звичайно, квадратурнi формули Гаусса.

3.8 Бiгармонiчне рiвняння
Для бiгармонiчного рiвняння

∆2u = f (x1, x2), x1, x2 ∈ Ω, (3.65)

де

∆2u =
∂4u

∂x4
1

+ 2
∂4u

∂x2
1∂x2

2

+
∂4u

∂x4
2

;

Ω − обмежена область з лiпшицевою границею Γ; f (x1, x2) ∈ L2 (Ω) −
задана права частина, розглянемо крайовi задачi, якi вiдповiдають таким
крайовим умовам:

u (x1, x2) = 0,
∂u (x1, x2)

∂ν
= 0, x1, x2 ∈ Γ, (3.66)

u (x1, x2) = 0,
∂2u (x1, x2)

∂ν2
= 0, x1, x2 ∈ Γ. (3.67)

Розглянемо скалярний добуток

(42u, v
)

=

∫

Ω

(
∂4u

∂x4
1

+ 2
∂4u

∂x2
1∂x2

2

+
∂4u

∂x4
2

)
vdΩ.
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Використавши формулу Остроградського (1.16), отримаємо

(42u, v
)

= −
∫

Ω

(
∂3u

∂x3
1

∂v

∂x1

+
∂3u

∂x1∂x2∂x2

∂v

∂x1

+

+
∂3u

∂x1∂x1∂x2

∂v

∂x2

+
∂3u

∂x3
2

∂v

∂x2

)
dΩ+

+

∫

Γ

(
∂3u

∂x3
1

vν1 +
∂3u

∂x1∂x1∂x2

vν2 +
∂3u

∂x1∂x2∂x2

vν1 +
∂3u

∂x3
2

vν2

)
dΓ.

Зазначимо, що другий доданок попередньої формули дорiвнює нулю, якщо
взяти до уваги граничнi умови (3.66), або (3.67). Застосуємо до першого
доданка правої частини повторно формулу Остроградського (1.16)

(42u, v
)

=

∫

Ω

(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
1

+ 2
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2

+
∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
2

)
dΩ−

−
∫

Γ

(
∂2u

∂x2
1

∂v

∂x1

ν1 +
∂2u

∂x1∂x2

∂v

∂x1

ν2 +
∂2u

∂x1∂x2

∂v

∂x2

ν1 +
∂2u

∂x2
2

∂v

∂x2

ν2

)
dΓ. (3.68)

Перетворимо граничний iнтеграл у цiй формулi, зважаючи на спiввiдно-
шення

∂v

∂ν
=

∂v

∂x1

ν1 +
∂v

∂x2

ν2;

∂v

∂τ
= − ∂v

∂x1

ν2 +
∂v

∂x2

ν1. (3.69)

Тут τ − напрям дотичної до границi Γ. З них отримаємо

∂v

∂x1

=
∂v

∂ν
ν1 − ∂v

∂τ
ν2;

∂v

∂x2

=
∂v

∂ν
ν2 +

∂v

∂τ
ν1. (3.70)

Пiдставимо отриманi спiввiдношення у вираз граничного iнтеграла у фор-
мулi (3.68):

∫

Γ

(
∂2u

∂x2
1

∂v

∂x1

ν1 +
∂2u

∂x1∂x2

∂v

∂x1

ν2 +
∂2u

∂x1∂x2

∂v

∂x2

ν2 +
∂2u

∂x2
2

∂v

∂x2

ν2

)
dΓ =

=

∫

Γ

[
∂2u

∂x2
1

(
∂v

∂ν
ν1 − ∂v

∂τ
ν2

)
ν1 +

∂2u

∂x1∂x2

(
∂v

∂ν
ν1 − ∂v

∂τ
ν2

)
ν2+

+
∂2u

∂x1∂x2

(
∂v

∂ν
ν2 +

∂v

∂τ
ν1

)
ν1 +

∂2u

∂x2
2

(
∂v

∂ν
ν2 +

∂v

∂τ
ν1

)
ν2

]
dΓ =

=

∫

Γ

∂v

∂ν

(
∂2u

∂x2
1

ν2
1 + 2

∂2u

∂x1∂x2

ν1ν2 +
∂2u

∂x2
2

ν2
2

)
dΓ+
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+

∫

Γ

∂v

∂τ

[
−∂2u

∂x2
1

ν1ν2 +
∂2u

∂x1∂x2

(
ν2

1 − ν2
2

)
+

∂2u

∂x2
2

ν1ν2

]
dΓ. (3.71)

Зазначимо, що виконується формула, яку неважко перевiрити

∂2u

∂ν2
=

∂2u

∂x2
1

ν2
1 + 2

∂2u

∂x1∂x2

ν1ν2 +
∂2u

∂x2
2

ν2
2 . (3.72)

Перепишемо остаточно вираз для скалярного добутку (42u, v) :

(42u, v
)

=

∫

Ω

(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
1

+ 2
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2

+
∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
2

)
dΩ−

−
∫

Γ

∂2u

∂ν2

∂v

∂ν
dΓ−

∫

Γ

∂v

∂τ

[
−∂2u

∂x2
1

ν1ν2 +
∂2u

∂x1∂x2

(
ν2

1 − ν2
2

)
+

∂2u

∂x2
2

ν1ν2

]
dΓ.

(3.73)
З цього, що функцiя u набуває на границi Γ нульового значення (крайовi
умови (3.66), (3.67)), випливає

∂u

∂τ
= 0, при x1, x2 ∈ Γ. (3.74)

Отже, видно, що для двох типiв крайових умов (3.66), (3.67) iнтеграли
за границею у формулi (3.73) дорiвнюють нулю. Звiдси випливають такi
лема та теорема.

Лема 8. Оператори крайових задач (3.65), (3.66) та (3.65), (3.67) є си-
метричними.

Доведення. Випливає з такого запису скалярного добутку:
(42u, v

)
= (3.75)

=

∫

Ω

(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
1

+ 2
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2

+
∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
2

)
dΩ.

Теорема 9. Оператор крайовoї задачi (3.65), (3.66) є додатно визначе-
ним.

Доведення. Необхiдно довести, що виконується нерiвнiсть

(42u, u
) ≥ γ2

∫

Ω

u2dΩ.

Зазначимо, що за умов цiєї теореми можна використати нерiвнiсть Фрi-
дрiхса (3.40) для отримання таких нерiвностей:

∫

Ω

[(
∂2u

∂x2
1

)2

+

(
∂2u

∂x1∂x2

)2
]

dΩ ≥ 1

c1

∫

Ω

(
∂u

∂x1

)2

dΩ;
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∫

Ω

[(
∂2u

∂x2
2

)2

+

(
∂2u

∂x1∂x2

)2
]

dΩ ≥ 1

c1

∫

Ω

(
∂u

∂x2

)2

dΩ.

Додавши цi нерiвностi та врахувавши формулу (3.75), отримаємо

(42u, u
) ≥ 1

c1

∫

Ω

[(
∂u

∂x1

)2

+

(
∂u

∂x2

)2
]

dΩ.

Для оцiнювання правої частини попередньої нерiвностi знову застосуємо
нерiвнiсть Фрiдрiхса (3.40). Остаточно запишемо

(42u, u
) ≥ 1

c2
1

∫

Ω

u2dΩ.

Отже, γ2 = 1/c2
1.

Отриманi результати дають змогу сформулювати крайовi задачi (3.65),
(3.66) та (3.65) (3.66) у виглядi таких варiацiйних задач.

Задача, еквiвалентна крайовiй задачi (3.65), (3.66),

F (u) → min, u ∈ HA1 .

Задача, еквiвалентна крайовiй задачi (3.65), (3.67),

F (u) → min, u ∈ HA2 .

Тут

F (u) =

∫

Ω

[(
∂2u

∂x2
1

)2

+ 2

(
∂2u

∂x1∂x2

)2

+

(
∂2u

∂x2
2

)2
]

dΩ− 2

∫

Ω

ufdΩ;

HA1 =

{
u : u ∈ W

(2)
2 (Ω) ; u = 0, x1, x2 ∈ Γ;

∂u

∂ν
= 0, x1, x2 ∈ Γ

}
;

HA2 =
{

u : u ∈ W
(2)
2 (Ω) ; u = 0, x1, x2 ∈ Γ

}
.

3.9 Вправи для самостiйного виконання
Вправа 1. Записати крайову задачу (3.1), (3.2) у виглядi варiацiйного

рiвняння для знаходження слабкого розв’язку.
Вправа 2. Довести, що варiацiйнi формулювання (3.31), (3.32) еквiва-

лентнi.
Вправа 3. За аналогiєю з параграфом 1.7 довести, що система лiнiйних

алгебричних рiвнянь МСЕ формується з матриць (3.33), (3.34), (3.35).
Вправа 4. Отримати апрiорну оцiнку точностi схеми МСЕ для систе-

ми звичайних диференцiальних рiвнянь.
Вправа 5. Сформулювати основнi крайовi задачi для рiвняння Пуас-

сона у виглядi варiацiйних рiвнянь.
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Вправа 6. Дослiдити оператор змiшаної крайової задачi для рiвняння
Пуассона, яка вiдповiдає крайовим умовам

u = 0 Γ1,
∂u

∂ν
= 0 на Γ2, Γ1 ∪ Γ2 = Γ, Γ1 ∩ Γ2 = ∅.

Вправа 7. Записати варiацiйнi формулювання крайових задач для
неоднорiдного рiвняння Лапласа у виглядi варiацiйних рiвнянь для знахо-
дження слабких розв’язкiв. Дослiдити питання iснування їхнiх розв’язкiв.

Вправа 8. Вивести формулу (3.54) шляхом вiдображення довiльного
трикутника на прямокутний, катети якого лежать на координатних осях,
i зведення подвiйного iнтеграла до повторного.

Вправа 9. У припущеннi, що слабкий розв’язок u0 одновимiрної за-
дачi адвекцiї−дифузiї задовольняє умову u0 ∈ W

(m+1)
2 (0, 1) i що похибка

апроксимацiї за нормою W
(1)
2 (0, 1) функцiями-бульбашками mго степеня

становить O(hm), отримати апрiорну оцiнку наближеного розв’язку мето-
ду скiнченних елементiв. Дослiдити залежнiсть апрiорної оцiнки вiд числа
Pe.

Вправа 10. За аналогiєю з параграфом 1.7 зобразити схему форму-
вання системи лiнiйних алгебричних рiвнянь методу скiнченних елемен-
тiв, побудованого з використанням апроксимацiй на трикутних скiнченних
елементах (див. 3.8).

Вправа 11. Вивести формули (3.69), (3.70).
Вправа 12. 1◦. Дослiдити оператори крайових задач:

1)

sin x u′′ + cos x u′ − x2u = f (x), x ∈
(

π

4
,
3π

4

)
,

u′
(π

4

)
= 0, u

(
3π

4

)
= 0, f (x) ∈ C(0)

(
π

4
,
3π

4

)
;

2)

(1− sin x) u′′ − cos x u′ + x2u = f (x), x ∈
(

π

4
,
3π

4

)
,

u′
(π

4

)
= 0, u

(
3π

4

)
= 0, f (x) ∈ C(0)

(
π

4
,
3π

4

)
;

3)

− (2− cos x) u′′ − sin x u′ + exu = f (x), x ∈
(
0,

π

2

)
,

u (0) = 0, u
(π

2

)
= 0, f (x) ∈ C(0)

(
0,

π

2

)
;

4)

−2 sin2 x

2
u′′ − tgx u′ + 5u = f (x), x ∈

(
−π

4
,
π

4

)
,

u′
(
−π

4

)
= 0, u

(π

4

)
= 0, f (x) ∈ C(0)

(
−π

4
,
π

4

)
;
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5)

−ctgx sin x u′′ + sin x u′ + u = f (x), x ∈
(
−π

4
,
π

4

)
,

u′
(
−π

4

)
= 0, u

(π

4

)
= 0, f (x) ∈ C(0)

(
−π

4
,
π

4

)
;

6)

− (ex + ln x) u′′ −
(

ex +
1

x

)
u′ + x2u = f (x), x ∈ (2, 3),

u′ (2) = 0, u (3) = 0, f (x) ∈ C(0) (2, 3).

2◦. Записати їхнi варiацiйнi формулювання.
3◦. Довести збiжнiсть методу скiнченних елементiв, побудованого на

лiнiйних апроксимацiях.
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Роздiл 4

Задачi на власнi значення

Задачi на власнi значення становлять окремий клас задач математичної
фiзики. До них належать задачi про вiльнi гармонiчнi коливання механi-
чних систем (це показано у параграфi 4.1). У роздiлi розглянуто задачi на
власнi значення для операторiв у гiльбетовому просторi. Дослiджено вла-
стивостi власних чисел та власних функцiй залежно вiд властивостей опе-
раторiв задач. Описано способи варiацiйних формулювань задач на власнi
значення. Наведено приклади застосувань методу скiнченних елементiв до
знаходження власних чисел та власних функцiй операторiв.

4.1 Математичнi моделi, якi приводять до за-
дач на власнi значення

4.1.1 Коливання струни

Рух струни, натягненої силою p, описує рiвняння

p
∂2z

∂x2
= ρ

∂2z

∂t2
, 0 < x < a, 0 < t ≤ T, (4.1)

де z(x, t) − вiдхилення струни в точцi x у момент часу t в напрямi, пер-
пендикулярному до осi x; ρ − густина матерiалу струни. Вважатимемо,
що струна закрiплена в точках x = 0, a. Тодi до рiвняння (4.1) необхiдно
додати граничнi умови

z(0, t) = 0, z(a, t) = 0. (4.2)

Окрiм спiввiдношень (4.1), (4.2), математична модель руху струни має
ще початковi умови. Однак для розгляду вiльних, гармонiчних коливань
струни початковi умови несуттєвi. З огляду на це тут i надалi початковi
умови опущено.

Якщо розглядати вiльнi, гармонiчнi коливання, то розв’язок задачi
(4.1), (4.2) треба шукати у виглядi

z(x, t) = w(x)eiωt, (4.3)
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де ω − колова частота (кiлькiсть повних коливань за перiод часу 2π).
Зазначимо: термiн “вiльнi коливання” означає те, що рух струни вiд-

бувається тiльки пiд дiєю сил iнерцiї, будь-яких iнших зовнiшнiх силових
впливiв нема. Термiн “гармонiчнi коливання” означає таке: рух вiдбуваєть-
ся за певним гармонiчним законом у часi t, що визначений формулою (4.3).

Частотою коливань називають величину

f =
ω

2π
,

яка дорiвнює кiлькостi повних коливань за одиницю часу.
Пiдставивши (4.3) в (4.1) та (4.2), отримаємо

−d2w

dx2
− λw = 0, w(0) = 0 w(a) = 0, (4.4)

де
λ = ω2ρ/p.

Задачу (4.4) називають задачею на власнi значення для диференцiаль-
ного оператора

Aw = −d2w

dx2
, DA =

{
w(x) : w(x) ∈ C(2) [0, a] , w(0) = 0 w(a) = 0

}
. (4.5)

Вона полягає у вiдшуканнi значень частотного параметра λ i вiдповiд-
них їм функцiй w(x), вiдмiнних вiд тотожного нуля, якi задовольняють
спiввiдношення (4.4). Значення λ називають власними значеннями (влас-
ними числами) диференцiального оператора (4.5), а w(x) − вiдповiдними
їм власними функцiями.

4.1.2 Згиннi коливання стрижня

Вiдомо, що рух пружного стрижня пiд дiєю сил iнерцiї описує рiвняння

EJ
∂4z

∂x4
= −ρF

∂2z

∂t2
, 0 < x < a, 0 < t ≤ T. (4.6)

Тут z(x, t) − змiщення точки серединної лiнiї стрижня в момент часу t
в напрямi, перпендикулярному до осi x; E − модуль Юнга; ρ − густина
матерiалу стрижня; F, J = const − площа та момент iнерцiї поперечного
перерiзу стрижня.

У кiнцевих точках стрижня x = 0, x = a запишемо умови, що вiдпо-
вiдають жорсткому защемленнню обидвох його країв:

z(0, t) = 0,
∂z(0, t)

∂x
= 0, z(a, t) = 0,

∂z(a, t)

∂x
= 0. (4.7)

Розв’язок задачi (4.6), (4.7), який вiдповiдає вiльним гармонiчним колива-
нням, шукатимемо у виглядi

z(x, t) = w(x)eiωt. (4.8)
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Пiдставимо (4.8) в (4.6) та (4.7) i отримаємо задачу на власнi значення,
яка описує вiльнi згиннi коливання стрижня,

d4w

dx4
− λw = 0, x ∈ (a, b); (4.9)

w(0) = 0,
dw(0)

dx
= 0, w(a) = 0,

dw(a)

dx
= 0, (4.10)

де
λ = ρFω2/EJ.

Задача (4.9), (4.10) полягає у знаходженнi власних чисел λ та вiдповiд-
них їм власних функцiй w(x), вiдмiнних вiд тотожного нуля.

Ця задача є задачею на власнi значення для оператора

Aw =
d4w

dx4
;

DA =
{

w (x) : w (x) ∈ C(4) [0, a] ; w (0) = 0, w
′′
(0) = 0 w (a) = 0, w

′′
(a) = 0

}
.

4.1.3 Коливання мембрани

Рух тонкої мембрани, натягнутої зусиллям iнтенсивностi p, в полi сил
iнерцiї описують рiвнянням

p∆z = ρ
∂2z

∂t2
, в Ω× (0, T ]. (4.11)

Тут ρ − густина матерiалу; p − сила натягу мембрани; z(x1, x2, t) − змiще-
ння точки x1, x2 двовимiрної обмеженої областi Ω з лiпшицевою границею
Γ в момент часу t у напрямi, перпендикулярному до площини мембрани;

∆z =
∂2z

∂x2
1

+
∂2z

∂x2
2

.

Уважатимемо, що край Γ областi Ω, яку займає мембрана, закрiплений,
тобто виконуються граничнi умови

z(x1, x2, t) = 0, x1, x2 ∈ Γ. (4.12)

Як i в попередньому, розв’язок рiвняння (4.11), який описує вiльнi гармо-
нiчнi коливання, шукатимемо у виглядi

z(x1, x2, t) = w(x1, x2)e
iωt. (4.13)

Пiдставивши (4.13) в (4.11), (4.12), отримаємо задачу на власнi значення,
яка описує вiльнi гармонiчнi коливання мембрани

−∆w − λw = 0, x1, x2 ∈ Ω; (4.14)
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w = 0, x1, x2 ∈ Γ, (4.15)

де λ = ρω2/p − частотний параметр. Як i ранiше, вона полягає у вiдшу-
каннi власних чисел λ та вiдповiдних їм власних функцiй w, вiдмiнних вiд
тотожного нуля.

Ця задача є задачею на власнi значення для оператора

Aw = ∆w;

DA =
{
w (x1, x2) : w (x1, x2) ∈ C(2)

(
Ω̄

)
; w (x1, x2) = 0, x1, x2 ∈ Γ

}

4.1.4 Коливання пластини

Нехай серединна площина пластини займає обмежену область Ω у пло-
щинi x1, x2. Прогин z(x1, x2, t) точки x1, x2 в момент часу t пластини пiд
дiєю сил iнерцiї описує рiвняння

D∆∆z = −ρh
∂2z

∂t2
в Ω× (0, T ]. (4.16)

Тут ρ − густина матерiалу пластини; h − товщина пластини;

D = Eh3/12;

E − модуль Юнга;

∆∆z =
∂4z

∂x4
1

+ 2
∂4z

∂x2
1∂x2

2

+
∂4z

∂x4
2

.

Уважатимемо, що край пластини, який проходить уздовж кривої Γ (вва-
жатимемо її лiпшицевою кривою) з зовнiшньою нормаллю ν, жорстко за-
щемлений. Це означає, що на краю Γ виконуються граничнi умови

z (x1, x2, t) = 0,
∂z (x1, x2, t)

∂ν
= 0; x1, x2 ∈ Γ. (4.17)

Вiльнi, гармонiчнi коливання пластини розглядатимемо у виглядi

z(x1, x2, t) = w(x1, x2)e
iωt. (4.18)

Пiдставивши (4.18) в (4.16), (4.17), отримаємо

∆∆w − λw = 0; x1, x2 ∈ Ω, (4.19)

w = 0;
∂w

∂ν
= 0; x1, x2 ∈ Γ. (4.20)

Тут λ = ρhω2/D − частотний параметр.
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Задача (4.19), (4.22) є задачею на власнi значення для оператора

Aw = ∆∆w,

DA =

{
w (x1, x2) : w ∈ C4

(
Ω̄

)
; w = 0,

∂w

∂ν
= 0 якщо x1, x2 ∈ Γ

}
.

Якщо знайти її розв’язок, тобто власнi числа λ i вiдповiднi їм вiдмiннi
вiд нуля власнi функцiї w, то можна описати явище вiльних гармонiчних
коливань пластини.

4.1.5 Стiйкiсть стиснутого стрижня

Задача про ейлерову форму втрати стiйкостi стрижня, стиснутого по-
здовжньою силою N , описується рiвнянням [Уст и колеб]

d2

dx2

(
EJ

d2w

dx2

)
+ N

d2w

dx2
= 0. (4.21)

Тут w (x)-прогин стрижня у точцi x, EJ-жорсткiсть стрижня на згин.
Вважатимемо, що на кiнцях стрижня в точках x = 0, x = a задано грани-
чнi умови

w (0) = 0,
d2w (0)

dx2
= 0; w (a) = 0,

d2w (a)

dx2
= 0. (4.22)

Якщо жорсткiсть стрижня на згин є постiйною (EJ = const), рiвняння
(4.22) можна переписати у виглядi

d4w

dx4
+ α2d2w

dx2
= 0, (4.23)

де α = N/EJ .
Задача (4.23),(4.22) є задачею на власнi значення. Тотожно нульовий

розв’язок вiдповiдає стiйкому положенню стрижня. Якщо розв’язок вiд-
мiнний вiд нуля (власна функцiя), це означає втрату стiйкостi. Критичне
значення поздожньої сили можна визначити, розвязавши вiдповiдну зада-
чу на власнi значення i отримавши значення найменшого власного числа.

Задамо множину власних функцiй у виглядi

wk = sin
kπ

a
x, k = 1, 2, 3, .... (4.24)

Очевидно, що власнi функцiї (4.24) задовольняють граничнi умови
(4.22). Пiдставлячи їх у рiвняння (4.23), отримаємо αk = kπ/a.

Звiдси N = EJkπ/a - найменше значення поздовжньої сили, яке при-
зводить до втрати стiйкостi стрижня. Його називають критичним значен-
ням.
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4.2 Властивостi спектру оператора
Розглянемо задачу на власнi значення вигляду

Au− λu = 0, (4.25)

де A − деякий оператор, який дiє в гiльбертовому просторi H = L2.
Означення. Значення λ, для яких iснує вiдмiнний вiд тотожного ну-

ля розв’язок задачi (4.25), називають власними значеннями оператора A
(власними числами), а вiдповiднi їм нетривiальнi розв’язки u − власни-
ми функцiями (власними елементами) оператора A. Сукупнiсть усiх вла-
сних чисел i власних функцiй оператора називають його спектром. Задачу
(4.25) називають також спектральною задачею.

Наведенi нижче теореми визначають якiснi характеристики власних
чисел та власних функцiй залежно вiд властивостей симетрiї, додатностi
i додатної визначеностi оператора A.

Теорема 1. Нехай A − симетричний оператор. Тодi власнi числа задачi
(4.25) є дiйсними числами.

Доведення. Домножимо (4.25) на власну функцiю u:

(Au, u) = λ(u, u). (4.26)

Звiдси

λ =
(Au, u)

(u, u)
,

де (u, u) − дiйсне число. Вважаючи λ комплексним числом, запишемо до
нього спряжене

λ =
(Au, u)

(u, u)
.

За першою аксiомою комплексного гiльбертового простору маємо
(Au, u) = (u,Au). Згiдно з означенням симетричного оператора (Au, u) =

(u,Au). Отже, (Au, u) = (Au, u), тобто комплексне число (Au, u) дорiвнює
своєму спряженому. Таке число є дiйсним.

Теорема 2. Власнi числа додатного оператора невiд’ємнi; власнi числа
додатно визначеного оператора додатнi.

Доведення. З формули (4.26) випливає, що

λ =
(Au, u)

(u, u)
. (4.27)

Звiдси, якщо взяти до уваги означення додатного i додатно визначеного
оператора, отримаємо доведення теореми.

Теорема 3. Власнi функцiї симетричного оператора, що вiдповiдають
рiзним власним числам, ортогональнi.
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Доведення. Нехай λ1, λ2 (λ1 6= λ2) − власнi числа, а u1, u2 − вiдповiднi
їм власнi функцiї. Тодi виконуються спiввiдношення

Au1 − λ1u1 = 0;

Au2 − λ2u2 = 0.

Домножимо скалярно обидва рiвняння на функцiї u2, u1, вiдповiдно:

(Au1, u2) = λ1(u1, u2);

(Au2, u1) = λ2(u2, u1).

Вiднiмемо вiд першого рiвняння друге i врахуємо властивiсть симетрiї опе-
ратора A та властивiсть симетрiї скалярного добутку в дiйсному гiльбер-
товому просторi (перша аксiома), тобто

(Au1, u2) = (u1, Au2) = (Au2, u1).

Матимемо
(λ1 − λ2)(u1, u2) = 0.

Звiдси, оскiльки λ1 6= λ2, випливає, що (u1, u2) = 0, тобто власнi функцiї
u1, u2 ортогональнi.

Якщо власному числу λ вiдповiдає кiлька лiнiйно незалежних власних
функцiй, то, використовуючи процес ортогоналiзацiї Шмiдта [5,6], цi вла-
снi функцiї можна ортогоналiзувати мiж собою. Водночас згiдно з доведе-
ною теоремою вони є ортогональнi до власних функцiй, що вiдповiдають
iншим власним числам. Отже, всi власнi функцiї симетричного оператора
можна вважати ортогональними.

Теорема 4. Власнi функцiї додатно визначеного оператора, що вiдповiд-
ають рiзним власним числам, ортогональнi за енергiєю.

Доведення. Нехай λi, λj (λi 6= λj) − власнi числа, а ui, uj − вiдповiднi
їм власнi функцiї додатно визначеного оператора. З (4.25) випливає, що

Aui − λiui = 0.

Домножимо це рiвняння скалярно на власну функцiю uj. Отримаємо

(Aui, uj) = λi(ui, uj).

Права частина цього спiввiдошення дорiвнює нулю згiдно з теоремою 3.
Отже,

(Aui, uj) = 0, i 6= j,

що доводить ортогональнiсть власних функцiй за енергiєю.
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4.3 Енергетичнi теореми в проблемi власних
чисел

Задачi на власнi значення, як i крайовi задачi, можна наводити у ви-
глядi певних варiацiйних задач. Розглянемо теореми, якi необхiднi для
формулювання варiацiйних задач, еквiвалентних задачам на власнi значе-
ння.

Теорема 5. Нехай A − додатно визначений оператор

(Au, u) ≥ γ2 ‖u‖2 ,

i нехай λ1 (λ1 ≥ γ2) − точна нижня границя значень функцiонала

(Au, u)

(u, u)
. (4.28)

Якщо iснує функцiя u1 ∈ DA (DA − область визначення оператора A)
така, що

(Au1, u1)

(u1, u1)
= λ1, (4.29)

то λ1 є найменше власне число оператора A, а u1 − вiдповiдна йому вла-
сна функцiя.

Доведення. Припустимо, що iснує u1, для якої виконується спiввiдно-
шення (4.29). Вiзьмемо довiльну функцiю η ∈ DA. Розглянемо

v = u1 + tη, ∀t ∈ R. (4.30)

Очевидно, що v ∈ DA. Розглянемо на множинi функцiй (4.30) функцiонал
(4.28)

(Av, v)

(v, v)
=

(A(u1 + tη), u1 + tη)

(u1 + tη, u1 + tη)
= ϕ(t). (4.31)

Функцiя дiйсної змiнної ϕ(t) досягає мiнiмального значення при t = 0. Тодi
виконується спiввiдношення ϕ′(0) = 0. Обчисливши похiдну вiд правої
частини формули (4.31), отримаємо

ϕ′(0) = 2
(u1, u1) (Au1, η)− (Au1, u1) (u1, η)

(u1, u1)
2 = 0. (4.32)

Врахуємо в чисельнику цього виразу, що згiдно з (4.29)

(Au1, u1) = λ1 (u1, u1).

Остаточно запишемо
(Au1 − λ1u1, η) = 0. (4.33)

Звiдси, оскiльки η − функцiя зi щiльної множини DA, випливає

Au1 − λ1u1 = 0,
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тобто λ1 − власне число, а u1, − вiдповiдна йому власна функцiя. З то-
го, що λ1 − точна нижня границя вiдношення (4.28), випливає, що λ1 −
найменше власне число.

Згiдно з доведеною теоремою задачу про знаходження найменшого вла-
сного числа додатно визначеного оператора можна звести до задачi про
мiнiмум функцiонала

(Au, u)

(u, u)
, u ∈ DA. (4.34)

Зауваження. Наведемо ще одне формулювання цiєї задачi. Виконав-
ши в (4.34) замiну ψ = u/ ‖u‖ , отримаємо ‖ψ‖ = 1 i

(Au, u)

(u, u)
= (Aψ,ψ).

Отже, варiацiйну задачу про вiдшукання мiнiмального власного числа мо-
жна сформулювати як задачу про мiнiмум функцiонала

(Au, u) , u ∈ DA, (4.35)

за додаткової умови
‖u‖ = 1. (4.36)

Розглянемо тепер варiацiйну задачу про знаходження iнших, окрiм пер-
шого, власних чисел.

Теорема 6. Нехай 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn − n перших власних чисел до-
датно визначеного оператора, u1, u2, ..., un − вiдповiднi їм ортонормованi
власнi функцiї. Нехай iснує функцiя un+1, яка не дорiвнює тотожному
нулю i надає мiнiмального значення функцiоналу

(Au, u)

(u, u)
, (4.37)

за додаткових умов
(u, ui) = 0, i = 1, 2, ..., n. (4.38)

Тодi un+1 − власна функцiя, яка вiдповiдає власному числу

λn+1 =
(Aun+1, un+1)

(un+1, un+1)
, (4.39)

найменшому, яке йде пiсля λn.

Доведення. Вiзьмемо довiльну функцiю ζ ∈ DA. Приймемо

η = ζ −
n∑

k=1

(ζ, uk) uk. (4.40)

Можна переконатися, що функцiя η задовольняє умови (4.38). Разом з
функцiєю η умови ( 4.38) задовольняє i функцiя

un+1 + tη, ∀t ∈ R. (4.41)
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Пiдставимо (4.41) у функцiонал (4.37). Отримаємо функцiю змiнної t

ϕ(t) = (A (un+1 + tη), un+1 + tη) / (un+1 + tη, un+1 + tη),

яка досягає мiнiмального значення при t = 0. Отже, вона задовольняє
умову

ϕ′ (t) = 0, t = 0. (4.42)

Звiдси за аналогiєю з доведенням теореми про варiацiйну задачу для зна-
ходження найменшого власного числа отримаємо

(Aun+1 − λn+1un+1, η) = 0. (4.43)

Пiдставивши (4.40) в (4.43), пiсля нескладних перетворень знайдемо

(Aun+1 − λn+1un+1, ζ) = 0.

Оскiльки ζ − довiльна функцiя iз щiльної множини DA, то

Aun+1 − λn+1un+1 = 0.

Отже, λn+1 − власне число, а un+1 − вiдповiдна йому власна функцiя.
Доведемо, що λn+1 − найменше власне число, яке йде пiсля λn. Нехай λ∗

− власне число оператора A, бiльше вiд λn, u∗ − вiдповiдна йому власна
функцiя. Згiдно з 4.2

λ∗ =
(Au∗, u∗)
(u∗, u∗)

≥ λn+1, (4.44)

оскiльки λn+1 є мiнiмумом функцiонала (4.37) за додаткових умов (4.38).

Доведена теорема свiдчить, що задачу про вiдшукання λn+1 можна зве-
сти до задачi про мiнiмум функцiонала такого ж, як i для найменшого
власного числа, але за додаткових умов (4.38).

У наведених теоремах зроблено припущення про iснування власних
функцiй та власних чисел задачi. Сформулюємо тепер теорему, яка дає
умови iснування власних функцiй та власних чисел.

Теорема 7. Нехай A − додатно визначений оператор, який дiє в гiль-
бертовому просторi H, i нехай довiльна множина функцiй, обмежена за
енергетичною нормою, компактна в H. Тодi справджуються такi твер-
дження: а) оператор A має нескiнченну кiлькiсть власних чисел

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn..., λn →∞
n→∞

;

б) вiдповiднi власнi функцiї утворюють систему, повну як у просторi H,
так i в енергетичному просторi HA.

Доведення. Тут доведемо iснування найменшого власного числа та
вiдповiдної йому власної функцiї. З повним доведенням теореми можна
ознайомитись у [8]. Нехай A − додатно визначений оператор. Тодi вико-
нується нерiвнiсть

‖u‖2
A ≥ γ2 ‖u‖2 , u ∈ HA. (4.45)
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Приймемо
ϕ (u) = ‖u‖2

A / ‖u‖2 , u ∈ HA, (4.46)

i позначимо через λ1 точну нижню границю функцiонала ϕ (u). Очевидно,
що λ1 ≥ γ2. Доведемо, що iснує функцiя u1, яка задовольняє рiвнiсть

ϕ (u1) = λ1.

За означенням точної нижньої границi, яке б не було число n ∈ Z, можна
знайти функцiю vn, таку, що виконуються нерiвностi

λ1 ≤ ϕ (vn) ≤ λ1 + 1/n. (4.47)

Подвiйна нерiвнiсть (4.47) означає, що

lim
n→∞

ϕ (vn) = λ1. (4.48)

Зазначимо, що функцiонал (4.46) не змiниться в разi домноження функцiї
u на сталу. Домноживши vn на ‖vn‖−1, можна вважати, що ‖vn‖ = 1. Тодi
ϕ (vn) = ‖vn‖2

A, i з (4.48) випливає

lim
n→∞

‖vn‖2
A = λ1. (4.49)

Нехай ∀η ∈ HA, ∀t ∈ R. Очевидно, vn + tη ∈ HA i

‖vn + tη‖2
A

‖vn + tη‖2 ≥ λ1. (4.50)

З (4.50) одержимо

t2
(‖η‖2

A − λ1 ‖η‖2) + 2t ((vn, η)A − λ1 (vn, η)) + (‖vn‖2
A − λ1) ≥ 0. (4.51)

Якщо квадратний тричлен задовольняє нерiвнiсть (4.51), то його дискри-
мiнант не додатний. Звiдси випливає ланцюжок нерiвностей

|(vn, η)A − λ1 (vn, η)| ≤
√
‖η‖2

A − λ1 ‖η‖2
√
‖vn‖2

A − λ1 ≤

≤ ‖η‖A

√
‖vn‖2

A − λ1. (4.52)

Нехай довiльна функцiя η є такою, що ‖η‖A < C = const. З (4.49) та (4.52)
випливає, що

(vn, η)A − λ1(vn, η) →
n→∞

0. (4.53)

Оскiльки ‖vn‖2
A → λ1, то ‖vn‖A < C1, де C1 − деяка стала. Якщо прийняти,

що η = vn − vm, то за нерiвнiстю трикутника отримаємо

‖η‖A ≤ ‖vn‖A + ‖vm‖A ≤ 2C1.

Тодi згiдно зi спiввiдношенням (4.53)

(vn, vn − vm)A − λ1(vn, vn − vm) → 0
n→∞

.
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З попередньої формули виведемо iншу шляхом замiни мiсцями m та n та
додамо до попередньої:

‖vn − vm‖A − λ1 ‖vn − vm‖ → 0
n,m→∞

. (4.54)

Нерiвнiсть ‖vn‖A < C1 означає, що послiдовнiсть vn обмежена за енергети-
чною нормою. За умовою теореми ця послiдовнiсть компактна в просторi
H. Видiлимо з неї пiдпослiдовнiсть, збiжну в H. Позначимо цю пiдпослi-
довнiсть vn. Нехай вона збiгається до u1, тобто

‖vn − u1‖ → 0
n→∞

.

Тодi
‖vn − vm‖ → 0

n,m→∞
.

З (4.54) випливає, що тодi

‖vn − vm‖A → 0
n,m→∞

.

Це означає, що послiдовнiсть vn є збiжною i в просторi HA, причому гра-
ничним елементом цiєї послiдовностi в HA є цей же елемент u1. Очевидним
є факт, що

‖u1‖ = lim
n→∞

‖vn‖ = 1,

а також
‖u1‖A = lim

n→∞
‖vn‖A = λ1.

Доведемо тепер, що
Au1 − λ1u1 = 0.

Перейдемо в (4.53)до границi при n →∞ :

(u1, η)A − λ1(u1, η) = 0. ∀η ∈ HA. (4.55)

Розглянемо задачу
Au = λ1u1. (4.56)

Ця задача еквiвалентна (згiдно з теоремою про функцiонал енергiї) задачi
про мiнiмум функцiонала

(u, u)A − 2(u, λ1u), u ∈ HA.

Перепишемо цей функцiонал з урахуванням спiввiдношення (4.55). Отри-
маємо

(u, u)A − 2(u, u1)A.

Додамо до цього спiвiдношення i вiднiмемо вiд нього вираз (u1, u1)A

(u, u)A − 2(u, u1)A = ‖u− u1‖A − ‖u1‖A .

Звiдси ясно, що мiнiмум цього функцiонала досягається при u1. Отже,
розв’язком задачi (4.56) (можливо, узагальненим) є функцiя u1, тобто

Au1 = λ1u1.
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Цим ми довели, що λ1, u1 є власне число та власна функцiя оператора A.
З теореми 5 випливає, що λ1 − найменше власне число.

Зауваження. Як видно з доведеної теореми, тут iдеться про iснування
власних функцiй в узагальненому сенсi, тобто таких, що належать просто-
ру HA.

4.4 Дискретний спектр оператора
Штурма−Лiувiлля

Розглянемо задачу на власнi значення для оператора
Штурма−Лiувiлля, яку описують диференцiальними рiвняннями

− d

dx
p (x)

du

dx
+ q (x) u− λu = 0, a < x < b (4.57)

та граничними умовами

u (a) = 0, gu′ (b) + du (b) = 0. (4.58)

Уважатимемо, що коефiцiєнти p (x) та q (x) задовольняють на [a, b] умови

p (x) ≥ 0, q (x) ≥ 0, p(b) 6= 0,

b∫

a

dx

p (x)
= D < ∞, (4.59)

а сталi g, d є такими, що

g ≥ 0, d ≥ 0 g + d 6= 0.

Доведемо, що за таких умов оператор задачi на власнi значення (4.57),
(4.58) є додатно визначений. Для конкретностi приймемо d > 0. У цьому
разi вважатимемо, що i g > 0. Якщо g = 0, то матимемо граничну умову
u (b) = 0, яка є значно простiшою для дослiдження.

Розглянемо скалярний добуток (Au, u) , що вiдповiдає задачi (4.57),
(4.58):

(Au, u) =

b∫

a

[
p (x)

(
du

dx

)2

+ q (x) u2

]
dx +

d

g
p (b) u2 (b) .

Оцiнивши його знизу, отримаємо

(Au, u) ≥ B




b∫

a

p (x)

(
du

dx

)2

dx + u2 (b)


, (4.60)

де

B = min

{
1,

d

g
p (b)

}
.
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Уважатимемо: функцiя u (x) є такою, що виконується

u (x) = −
b∫

x

du (t)

dt
dt + u (b) . (4.61)

Урахувавши елементарну нерiвнiсть

(η + ζ)2 ≤ 2
(
η2 + ζ2

)
,

з (4.61) матимемо

u2 (x) ≤ 2u2 (b) + 2




b∫

x

du (t)

dt
dt




2

. (4.62)

Врахуємо далi таке спiввiдношення:



b∫

x

du (t)

dt
dt




2

=




b∫

x

1√
p (t)

√
p (t)

du (t)

dt
dt




2

.

Звiдси за нерiвнiстю Кошi−Буняковського



b∫

x

du (t)

dt
dt




2

≤
b∫

x

dt

p (t)

b∫

x

p (t)

(
du (t)

dt

)2

dt.

Замiнюючи межу iнтегрування x на a, пiдсилимо попередню нерiвнiсть.
Тодi отримаємо




b∫

x

du (t)

dt
dt




2

≤
b∫

a

dt

p (t)

b∫

a

p (t)

(
du (t)

dt

)2

dt.

Отже, з урахуванням спiввiдношення (4.62)

b∫

a

u2dx ≤ C




b∫

a

p (t)

(
du (t)

dt

)2

dt + u2 (b)


, (4.63)

де
C = max {2D (b− a) , 2 (b− a)}.

Звiдси, якщо врахувати нерiвнiсть (4.60), випливає, що оператор − додат-
но визначений,

γ2 =
B

C
.

Енергетична норма, що вiдповiдає цьому операторовi, має вигляд

‖u‖2
A =

b∫

a

[
p (x)

(
du

dx

)2

+ q (x) u2

]
dx +

d

g
p (b) u2 (b) .
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Якщо g = 0, то останнiй доданок треба вiдкинути. З цiєї формули, очеви-
дно, випливає така оцiнка:

‖u‖2
A ≥

b∫

a

p (x)

(
du

dx

)2

dx. (4.64)

Нехай деяка функцiя u (x) задовольняє умову u (a) = 0 i є такою, що
виконується

u (x) =

x∫

a

u′ (t) dt. (4.65)

Прийнявши

v (x) =
√

p (x)u′ (x) , K (x, t) =

{
1/

√
p (t), a ≤ t ≤ x;
0, x < t ≤ b,

(4.66)

можемо переписати рiвнiсть (4.65) у виглядi

u (x) =

b∫

a

K (x, t) v (t) dt. (4.67)

Доведемо, що iнтеграл
b∫

a

b∫

a

K2 (x, t) dxdt

є скiнченним. Справдi, з формули (4.66) видно, що для всiх можливих
значень x, t з промiжку [a, b] ядро K (x, t) задовольняє нерiвнiсть

0 ≤ K (x, t) ≤ 1√
p (t)

.

Тому
b∫

a

b∫

a

K2 (x, t) dxdt ≤
b∫

a

b∫

a

dxdt

p (t)
= (b− a) A < ∞.

Нехай задано множину функцiй, обмежену за енергетичною нормою:

‖u‖A ≤ C = const. (4.68)

Тодi, згiдно з нерiвнiстю (4.64)

b∫

a

p (x)

(
du

dx

)2

dx ≤ C2. (4.69)

Використаємо в подальшому вiдомий результат з функцiонального аналiзу
[8], який полягає у тому, що оператор Фредгольма (4.67), ядро якого є
iнтегровне з квадратом за двома змiнними, цiлком неперервний.
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Отже, вiн перетворює обмежену згiдно з (4.69) множину в компакт-
ну. Оскiльки (4.69) є наслiдком нерiвностi (4.68), то звiдси випливає, що
довiльна обмежена за енергiєю оператора Штурма−Лiувiлля множина є
компактною. Тобто операторШтурма−Лiувiлля задовольняє умови теоре-
ми 7. Згiдно з цiєю теоремою оператор Штурма−Лiувiлля має дискретний
спектр.

4.5 Мiнiмаксимальний принцип Куранта
Для варiацiйного формулювання задачi про визначення власного числа
λn+1 (n > 1) та вiдповiдної йому власної функцiї un+1 потрiбно знати всi
попереднi власнi функцiї u1, u2, ..., un (теорема 7, див. 4.3). Iнколи потрiбно
мати варiацiйне формулювання задачi про визначення власного числа λn+1

(n > 1) та вiдповiдної йому власної функцiї un+1 за умови, коли невiдомi
всi попереднi власнi функцiї. Тодi можна використати мiнiмаксимальний
принцип Куранта, який наведемо у виглядi такої теореми.

Теорема 8. Нехай A − додатно визначений оператор з дискретним спе-
ктром, що дiє в просторi H. Нехай 0 < λ1 6 λ2 6 ... 6 λn... − власнi чис-
ла оператора A i u1, u2, ..., un... − вiдповiднi їм власнi функцiї. Виберемо у
просторi HA довiльнi функцiї v1, v2, ..., vn. Позначимо через λ(v1, v2, ..., vn)
мiнiмальне значення величини ‖u‖2

A за додаткових умов

‖u‖2 = 1; (4.70)

(u, v1) = (u, v2) = ... = (u, vn) = 0. (4.71)

тодi n + 1−ше власне число λn+1 оператора A дорiвнює максимуму
λ(v1, v2, ..., vn) за довiльних змiн функцiй v1, ..., vn.

Доведення. За означенням дискретного спектра (див. 4.3) система
власних функцiй un повна й ортонормована у просторi H та ортогональна
у просторi HA. З огляду на це довiльну функцiю u ∈ H можна розвинути
у ряд Фур’є за цими функцiями. Розвинемо функцiю vj, j = 1, 2, ..., n у
ряд Фур’є за власними функцiями uk:

vj =
∞∑

k=1

bjkuk. (4.72)

Виберемо деяку функцiю u∗ у виглядi суми

u∗ =
n+1∑

k=1

αkuk (4.73)

з невiдомими коеффiцiєнтами αk. Для неї умови (4.70), (4.71) матимуть
вигляд

‖u∗‖2 =
n+1∑

k=1

α2
k = 1; (4.74)
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(u∗, vj) =
n+1∑

k=1

bjkαk = 0, j = 1, ..., n. (4.75)

Спiввiдношення (4.74), (4.75) можна розглядати як систему рiвнянь для
визначення невiдомих коефiцiєнтiв αk. Зазначимо, що для функцiї u∗ ви-
конується формула

‖u∗‖2
A =

n+1∑

k=1

λkα
2
k. (4.76)

Замiнимо в (4.76) λk найбiльшим значенням λn+1:

‖u∗‖2
A ≤ λn+1

n+1∑

k=1

α2
k = λn+1. (4.77)

Отже,
‖u∗‖2

A ≤ λn+1. (4.78)

Однак тодi й нижня межа λ не перевершує λn+1. Цим доведено, що

λ(v1, v2, ..., vn) 6 λn+1. (4.79)

Знак рiвностi у формулi (4.79) досягається, якщо як функцiї vj вибрати
власнi функцiї uj, j = 1, 2, ..., n. Тодi умови (4.71) збiгаються з умовами
теореми 7, якi визначають власне число λn+1.

Наслiдок. Як наслiдок з доведеної теореми випливає такий спосiб
визначення n + 1 власного числа:

λn+1 = max
vj∈HA

min
u∈HA

‖u‖2
A , ‖u‖ = 1, (u, vj) = 0. (4.80)

4.6 Теорема про порiвняння власних чисел
Нехай A i B − додатно визначенi оператори, що дiють у просторi H.

Уважатимемо, що A > B, якщо:
1◦ HA ⊂ HB;
2◦ ‖u‖A > ‖u‖B , ∀u ∈ HA.

Теорема 9. Нехай A i B − додатно визначенi оператори з дискретними
спектрами i такi, що A > B, тодi для довiльного k ∈ N

λk > µk, (4.81)

де λk − k-не власне число оператора A i µk − k-не власне число оператора
B.

Згiдно з мiнiмаксимальним принципом

λk = max
vj∈HA

min
u∈HA

‖u‖A , ∀vj ∈ HA, ‖u‖ = 1, (u, vj) = 0, (4.82)
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j = 1, 2, ..., k − 1;

µk = max
vj∈HB

min
u∈HB

‖u‖A , ∀vj ∈ HB, ‖u‖ = 1, (u, vj) = 0, (4.83)

j = 1, 2, ..., k − 1.

Оскiльки A > B, то нерiвнiсть

min
u∈HA

‖u‖A > min
u∈HB

‖u‖B (4.84)

виконується i за додаткових умов

‖u‖ = 1, (u, vj) = 0, j = 1, 2, ..., k − 1.

Таке ж мiркування справджується i стосовно максимальних значень ве-
личин

λ(v1, v2, ..., vk−1) > µ(v1, v2, ..., vk−1) (4.85)

Це й означає, що
Розглянемо приклад, який iлюструє можливе застосування доведеної

теореми.
Приклад . Коливання струни, як вiдомо, (див. 4.1.1) описує задача

−d2z

dx2
− λz = 0, z(0) = 0, z(a) = 0. (4.86)

Власнi функцiї цiєї задачi (4.86) мають вигляд

zk = sin
kπx

a
. (4.87)

Пiдставивши (4.87 ) в (4.86), отримаємо значення власних чисел

λk =

(
kπ

a

)2

. (4.88)

Розглянемо струни рiзних довжин a1 та a. Нехай a1 > a. Тодi згiдно з (4.88)
власнi числа µk струни довжини a1 та власнi числа λk струни довжини a
задовольняють нерiвнiсть

µk 6 λk. (4.89)

Таку ж нерiвнiсть можна отримати шляхом застосування теореми про по-
рiвняння власних чисел. Розглянемо двi задачi на власнi значення

−d2z

dx2
− λz = 0, z(0) = 0, z(a) = 0; (4.90)

−d2z

dx2
− µz = 0, z(0) = 0, z(a1) = 0. (4.91)

Оператори цих задач позначимо, вiдповiдно, A та A1. Оскiльки a1 > a,
то поширимо функцiї, що становлять область визначення оператора A, на
промiжок [0, a1] , прийнявши, що вони дорiвнюють нулю на [a, a1]. Тодi
виконується включення

HA ⊂ HA1 . (4.92)
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Енергетичнi скалярнi добутки, що вiдповiдають a та a1 запишемо у ви-
глядi

‖u‖2
A =

a∫

0

z′2dx, ‖u‖2
A1

=

a1∫

0

z′2dx. (4.93)

Оскiльки функцiї з областi визначення оператора A поширенi на [0, a1]
нульовими значеннями, то виконується рiвнiсть

‖z‖A = ‖z‖A1
, ∀z ∈ HA. (4.94)

З (4.93) та (4.94) на основi теореми 10 випливає, що

µk 6 λk.

Отже, отримана ця ж сама, що й у (4.89) оцiнка для власних чисел, але
без обчислення самих власних чисел.

4.7 Метод Рiтца в задачах на власнi значення
Нехай A − додатно визначений та цiлком неперервний оператор. Тодi

задача на власнi значення
Au− λu = 0 (4.95)

має нескiнченну кiлькiсть власних чисел

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λn →∞
n→∞

i вiдповiдних їм власних функцiй

u1, u2, u3, ...un, ... .

Як вiдомо (див. 4.2), задача визначення найменшого власного числа та вiд-
повiдної йому власної функцiї у варiацiйному формулюваннi еквiвалентна
задачi мiнiмiзацiї функцiонала

λ1 = min
(Au, u)

(u, u)
, u ∈ HA, (4.96)

або
λ1 = min (Au, u), (u, u) = 1, u ∈ HA. (4.97)

Зазначимо, що скалярний добуток (Au, u) для додатно визначеного опе-
ратора можна розумiти у сенсi енергетичного скалярного добутку (u, u)A.
Цим зумовлене включення u ∈ HA.

До розв’язування задач (4.96) або (4.97) застосуємо метод Рiтца, який
полягає у такому. Виберемо послiдовнiсть базисних (координатних) фун-
кцiй {ϕn}, якi задовольняють умови

1◦ ϕk ∈ HA;
2◦ для довiльного n функцiї ϕk лiнiйно незалежнi;
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3◦ послiдовнiсть базисних функцiй {ϕk } повна за енергiєю.
Приймемо наближення власної функцiї un

1 у виглядi

un
1 =

n∑

k=1

akϕk, (4.98)

де ak − сталi коефiцiєнти. Виберемо ak, враховуючи варiацiйне формулю-
вання задачi на власнi значення (4.97), тобто

(Aun
1 , u

n
1 ) =

n∑

k,m=1

akam(Aϕk, ϕm) → min, (4.99)

за додаткової умови

(un
1 , u

n
1 ) =

n∑

k,m=1

akam(ϕk, ϕm) = 1. (4.100)

Для розв’язування задачi (4.99), (4.100) використаємо метод множникiв
Лагража. Розглянемо функцiю

Φ (a1, a2, a3, ..., an) = (Aun
1 , u

n
1 )− λ((un

1 , u
n
1 )− 1). (4.101)

Необхiднi умови її мiнiмуму можна записати у виглядi

∂Φ

∂am

= 0, m = 1, 2, ..., n. (4.102)

Перепишемо умови (4.102) з урахуванням спiввiдношення (4.101). Отрима-
ємо однорiдну систему лiнiйних алгебричних рiвнянь вiдносно невiдомих
ak

n∑

k=1

ak [(Aϕk, ϕm)− λ(ϕk, ϕm)] = 0, m = 1, 2, ..., n, (4.103)

якi не можуть всi одночасно дорiвнювати нулю, оскiльки наближене зна-
чення власної функцiї не може тотожно дорiвнювати нулю. Це можливе
тодi i тiльки тодi, коли визначник системи рiвнянь (4.103) дорiвнює нулю,
тобто

det {(Aϕk, ϕm)− λ(ϕk, ϕm)} = 0, k,m = 1, 2, ..., n. (4.104)

Отже, задача зводиться до матричної задачi на власнi значення.
Якщо система базисних функцiй ϕk ортонормована у просторi H, то

рiвняння (4.104) дещо спрощується. Воно матиме вигляд

det





(Aϕ1, ϕ1)− λ (Aϕ1, ϕ2) ...
(Aϕ2, ϕ1) (Aϕ2, ϕ2)− λ ...

... ... ...



 = 0. (4.105)

Теорема 10. Рiвняння (4.104) (4.105) є алгебричними рiвняннями n-го
степеня щодо невiдомої λ.
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Доведення. Справдi, коефiцiєнтом при (−1)n λn в обидвох цих рiв-
няннях є визначник Грамма

det {(ϕk, ϕm)}, k, m = 1, 2, ..., n (4.106)

системи лiнiйно незалежних функцiй.
Отже, рiвняння (4.104), (4.105) мають по n коренiв.

Теорема 11. Всi коренi рiвнянь (4.104), (4.105) дiйснi.

Доведення. Нехай λj − довiльний корiнь рiвняння (4.104) i
a

(j)
k (k = 1, 2, ..., n)− вiдповiдний йому розв’язок, визначений з точнiстю до

сталого множника. Виберемо цей множник так, щоб виконувалась умова
нормування (4.100)

n∑

k,m=1

a
(j)
k a(j)

m (ϕk, ϕm) = 1. (4.107)

Пiдставимо в систему рiвнянь (4.103) λj та a
(j)
k , домножимо кожне рiвнян-

ня на a
(j)
m i пiдсумуємо за iндексом m. Отримаємо

n∑

k,m=1

a
(j)
k a(j)

m (Aϕk, ϕm) = λj

n∑

k,m=1

a
(j)
k a(j)

m (ϕk, ϕm).

Множник при λj у правiй частинi попередньої формули згiдно з (4.107)
дорiвнює одиницi. Тому

λj = (Aun, un). (4.108)

Звiдси випливає, якщо врахувати симетрiю оператора A, що всi коренi
рiвняння (4.104) є дiйсними.

Нехай функцiя un надає мiнiмального значення функцiоналу (4.108).
Тодi λ

(n)
1 можна розглядати як наближене значення найменшого власного

числа. Виконується теорема

Теорема 12. Нехай A − додатно визначений оператор з дискретним спе-
ктром i нехай базиснi функцiї, якi використовують у методi Рiтца, за-
довольняють умови 1◦−3 ◦, тодi послiдовнiсть наближених значень λ

(n)
1

найменшого власного числа λ1, отриманих методом Рiтца, є збiжною

λ
(n)
1 →

n→∞
λ1,

причому
λ

(n)
1 ≥ λ1.

Доведення. Нехай функцiя u
(1)
n надає мiнiмального значення функцi-

оналу (4.97). Вiзьмемо деяке N > n. Знайдемо з умови мiмiмуму функцi-
онала (4.97) u

(1)
N та обчислимо λ

(N)
1 . Очевидно, що

λ
(N)
1 ≤ λ

(n)
1 .
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Звiдси випливає, що послiдовнiсть значень λ
(n)
1 є монотонно незростаючою,

обмеженою знизу точною нижньою границею функцiонала (див. 4.3)

λ
(n)
1 ≥ λ1.

Така послiдовнiсть, як вiдомо, збiжна. Доведемо, що її границею є наймен-
ше власне число λ1. За означенням точної нижньої границi для довiльного
ε > 0 iснує функцiя u∗ ∈ HA така, що (u∗, u∗) = 1 i

λ1 ≤ (Au∗, u∗) < λ1 + ε.

Оскiльки послiдовнiсть базисних функцiй ϕn повна за енергiєю, то можна
знайти таке n∗ i вiдповiдне йому

un∗ =
n∗∑

k=1

bkϕk, bk = const,

для якого виконується умова

‖u∗ − un∗‖A <
√

ε. (4.109)

Звiдси, врахувавши очевидне спiввiдношення

un∗ = un∗ − u∗ + u∗

та нерiвнiсть трикутника, отримаємо

‖un∗‖A ≤ ‖un∗ − u∗‖A + ‖u∗‖A <
√

ε +
√

λ1 + ε.

Пiднесемо лiву i праву частини отриманої нерiвностi до квадрата:

(Aun∗ , un∗) <
(√

ε +
√

λ1 + ε
)2

.

З цього, що оператор A обмежений знизу, випливає

‖un∗ − u∗‖ ≤ 1√
λ1

‖un∗ − u∗‖A .

З урахуванням нерiвностi (4.109) запишемо

‖un∗ − u∗‖ <

√
ε

λ1

.

Звiдси, узявши до уваги очевидний запис

un∗ = u∗ − (u∗ − un∗)

та нерiвнiсть трикутника, отримаємо

‖un∗‖ ≥ ‖u∗‖ − ‖u∗ − un∗‖ > 1−
√

ε

λ1

.
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Перейдемо тепер до оцiнки вiдношення

(Aun∗ , un∗)

(un∗ , un∗)
.

З огляду на отримання нерiвностi матимемо

λ
(n∗)
1 ≤ (Aun∗ , un∗)

(un∗ , un∗)
<

(√
ε +

√
λ1 + ε

)2

(
1−

√
ε/λ1

)2 = λ1 + η, (4.110)

де η прямує до нуля разом з ε. Оскiльки λ1 є мiнiмумом виразу

(Au, u)

(u, u)
,

то
λ1 ≤ λ

(n∗)
1 ≤ (Aun∗ , un∗)

(un∗ , un∗)
< λ1 + η.

Якщо n ≥ n∗, то λ
(n)
1 ≤ λ

(n∗)
1 i, отже

λ1 ≤ λ
(n)
1 ≤ λ

(n∗)
1 < λ1 + η. (4.111)

З останньої нерiвностi випливає, що

lim
n→∞

λ
(n)
1 = λ1,

тобто послiдовнiсть λ
(n)
1 наближених значень власних чисел є збiжною до

найменшого власного числа λ1.
Аналогiчно можна довести [8], що такий граничний перехiд виконуєть-

ся i для iнших власних чисел.

4.8 Слабке формулювання задачi на власнi
значення i метод Гальоркiна

Нагадаємо спочатку (див. параграф 1.8), що слабким розв’язком задачi

Au = f (4.112)

називають функцiю u ∈ V, де V − вибраний простiр, яка задовольняє
спiввiдношення

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V. (4.113)

Тут a(u, v) − бiлiнiйна форма, визначена диференцiальним оператором

a(u, v) = (Au, v);

(f, v) − скалярний добуток у H = L2(Ω).
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Розглянемо задачу на власнi значення

Au− λu = 0. (4.114)

Запишемо для неї за аналогiєю з (4.113) слабке формулювання

a(u, v)− λ(u, v) = 0, ∀v ∈ V. (4.115)

Задачу знаходження числа λ i функцiї u(x) такої, що u ∈ V задовольняє
рiвняння (4.115) i не дорiвнює тотожно нулю, називають слабким форму-
люванням задачi на власнi значення.

Для побудови наближеного розв’язку задачi (4.115) застосуємо метод
Гальоркiна, який полягає у такому. Виберемо послiдовнiсть базисних фун-
кцiй {ϕn}, якi задовольняють умови

1◦ ϕn ∈ V ;
2◦ для довiльного n функцiї ϕn лiнiйно незалежнi;
3◦ послiдовнiсть базисних функцiй {ϕn } повна у просторi V .
Приймемо

un =
n∑

k=1

akϕk, (4.116)

де ak − невiдомi коефiцiєнти. Для знаходження ak пiдставимо (4.116) у
варiацiйне рiвняння (4.115). У цьому разi замiсть функцiй v пiдставляти-
мемо базиснi функцiї ϕj, j = 1, 2, ..., n. Отримаємо

n∑

k=1

aka(ϕk, ϕj)− λ

n∑

k=1

ak (ϕk, ϕj) = 0. (4.117)

Для того, щоб система однорiдних рiвнянь (4.117) мала розв’язок, вiдмiн-
ний вiд тотожного нуля, необхiдно i достатньо, щоб її визначник дорiвню-
вав нулю, тобто

det {a(ϕk, ϕj)− λ (ϕk, ϕj)} = 0. (4.118)

Рiвняння (4.118) є алгебричним рiвнянням для визначення наближених за
Гальоркiним власних чисел.

4.9 Числовий аналiз спектральної задачi для
оператора Штурма−Лiувiлля

Розглянемо задачу на власнi значення для оператора
Штурма−Лiувiлля

− d

dx
p (x)

du

dx
+ q (x) u− λu = 0, 0 < x < π; (4.119)

u (0) = 0, u′ (π) = 0. (4.120)

На коефiцiєнти рiвняння p (x) та q (x) накладемо такi обмеження: вважа-
тимемо їх неперервними функцiями, якi задовольняють нерiвностi

p (x) ≥ p0 > 0, q (x) ≥ 0. (4.121)
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Цi умови забезпечують (див. 4.4) iснування дискретного спектра операто-
ра задачi (4.119), (4.120).

Отже, у разi виконання умов (4.121) задача (4.119), (4.120) має нескiн-
ченну послiдовнiсть дiйсних власних чисел

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λl →
l→∞

∞

i вiдповiдну їй повну послiдовнiсть власних функцiй ul (x).
Якщо p, q = const, то власнi числа та функцiї можна знайти у явному

виглядi. Зокрема, легко бачити, що функцiї вигляду

ul (x) =

√
2

π
sin(l − 1

2
)x, l = 1, 2, ... (4.122)

задовольняють граничнi умови (4.120). Пiдставивши їх у рiвняння (4.119),
отримаємо таку формулу для обчислення власних чисел:

λl = p

(
l − 1

2

)2

+ q, l = 1, 2, ... . (4.123)

Згiдно з теоремою про порiвняння (див. 4.6) отриманi значення власних
чисел можна використати для одержання двостороннiх оцiнок на випадок
змiнних коефiцiєнтiв. Матимемо

pmin(l − 1

2
)2 + qmin ≤ λl ≤ pmax(l − 1

2
)2 + qmax, (4.124)

де pmin, qmin, pmax, qmax − найменшi та найбiльшi на промiжку [0, π] значе-
ння коефiцiєнтiв p (x) та q (x).

З двосторонньої оцiнки випливає, що порядок зростання λl →
l→∞

∞ скла-
дає два по вiдношенню до l, тобто

λl = O
(
l2

)
. (4.125)

Для побудови наближеного розв’язку задачi (4.119), (4.120) викори-
стаємо метод Рiтца, описаний у параграфi 1.7 з вибором кусково-лiнiйних
базисних "функцiй-шапочок" методу скiнченних елементiв (див. 1.7). Згi-
дно з цим методом задача на власнi значення (4.119), (4.120) зведеться до
такої матричної задачi на власнi значення:

KhQh − λhMhQh = 0. (4.126)

Якщо коефiцiєнти оператораШтурма−Лiувiлля є сталими, то матрицi Kh,
Mh, за аналогiєю з 1.7 можна записати у такому виглядi:

Kh = pEh + qMh, (4.127)

де

Eh =
1

h




2 −1
−1 2 −1

−1 2

2 −1
−1 2 −1

−1 1




; (4.128)
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Mh =
h

6




4 1
1 4 1

1 4 1

1 4 1
1 4 1

1 2




; (4.129)

Qh =
[

uh
1 uh

2 uh
3 . . uh

N−1 uh
N

]T
.

У цьому разi наближений розв’язок задачi (4.119), (4.120) можна записати
у виглядi

uh =
N∑

j=1

uh
j ϕ

h
j (x). (4.130)

З урахуванням вигляду матриць (4.128), (4.129) наведемо систему рiвнянь
(4.126) у розгорнутому виглядi:

p

h

(
2uh

j − uh
j+1 − uh

j−1

)
+

qh

6

(
4uh

j + uh
j+1 + uh

j−1

)−

−λhh

6

(
4uh

j + uh
j+1 + uh

j−1

)
= 0, j = 1, 2, ..., N. (4.131)

Зазначимо, що для j = 1, N у рiвняннi (4.131) потрiбно прийняти, вiдпо-
вiдно, uh

0 = 0 та uh
N+1 = uh

N−1.
Компонентами власних векторiв Qh є вузловi значення наближених

значень власних функцiй uh. Нехай uh
l − наближена власна функцiя, яка

вiдповiдає власному числу λh
l .

Шляхом безпосередньої пiдстановки у (4.131) можна переконатися, що
її вузловi значення uh

lj обчислюють за формулою

uh
lj =

√
2

π
sin

((
l − 1

2

)
jh

)
, j = 1, 2, ..., N. (4.132)

З формули (4.132) випливає, що

uh
l(j−1) =

√
2

π
sin

((
l − 1

2

)
(j − 1)h

)
; (4.133)

uh
l(j+1) =

√
2

π
sin

((
l − 1

2

)
(j + 1)h

)
.

Урахувавши (4.132) та (4.133), з рiвняння (4.131) отримаємо

λh
l =

pk + qm

m
, (4.134)

де

k =
2
(
1− cos

(
l − 1

2

)
h
)

h2
, m =

2 + cos
(
l − 1

2

)
h

3
. (4.135)

Отже, (див. формулу (4.132)) значення у вузлових точках наближених
власних функцiй uh

l збiгаються зi значеннями власних функцiй ul (див.
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формулу (4.122)). З огляду на це згiдно з теоремою про апроксимацiю
кусково-лiнiйними базисними функцiями матимемо оцiнки

∥∥ul − uh
l

∥∥
L2

≤ C1h
2 ‖ul‖W

(2)
2

; (4.136)
∥∥ul − uh

l

∥∥
W

(1)
2

≤ C2h ‖ul‖W
(2)
2

.

Отже, можемо зробити висновок, що похибки обчислення власних функ-
цiй у вiдповiдних нормах мають цей же порядок, що й розв’язок крайової
задачi, яку описує цей же оператор.

Розглянемо проблему знаходження похибки наближеного значення
власного числа λh

l . Для її обчислення розвинемо в степеневi ряди фун-
кцiї k та m, уведенi в формулi (4.134)

k =

(
l − 1

2

)2

− h2

12

(
l − 1

2

)4

+ O
(
l6h4

)
,

m = 1− h2

6

(
l − 1

2

)2

+ O
(
l4h4

)
.

Пiдставивши цi спiввiдношення у вираз (4.134), знайдемо

λh
l = λl + O

(
l2h2

)
.

Нагадаємо, що тут λl − точне значення власного числа, яке обчислюють
за формулою

λl = p

(
l − 1

2

)2

+ q. (4.137)

З (4.137) отримаємо оцiнку
∣∣λl − λh

l

∣∣ = O
(
l2h2

)
. (4.138)

Зазначимо, що збiжнiсть наближених значень власних чисел має другий
порядок по вiдношенню до h.

4.10 Похибки власних чисел i власних функ-
цiй

Розглянемо проблему апрiорного оцiнювання похибок наближених зна-
чень власних чисел i власних функцiй задачi

Au− λu = 0, u ∈ DA ⊂ H,

якi отриманi шляхом застосування методу скiнченних елементiв.
Стосовно оператора A вважатимемо, що виконуються умови теореми 7,

якi забезпечують iснування для нього дискретного спектра.
З оператором A асоцiюватимемо бiлiнiйну форму

a (u, v) = (Au, v), u, v ∈ V,
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де V − заданий гiльбертiв простiр V ⊂ W
(m)
2 . Уважатимемо, що бiлiнiйна

форма є симетричною
a (u, v) = a (v, u),

додатно визначеною
a (u, u) ≥ γ2 ‖u‖2

V

та неперервною
a (u, v) ≤ M ‖u‖V ‖v‖V .

Тут γ, M − const, γ > 0, M > 0.
Позначимо через Sh скiнченновимiрний пiдпростiр простору V , утворе-

ний на деякому вибраному скiнченноелементному базисi ϕh
i , через Πhu −

оператор ортогонального проектування вiдносно бiлiнiйної форми a (u, v)
функцiї u ∈ V на пiдпростiр Sh, тобто

a (u− Πhu, vh) = 0, ∀vh ∈ Sh. (4.139)

Використаємо тут також вiдомий результат (див. 2.2) про апрiорну по-
хибку апроксимацiї полiномiальними базисними функцiями ϕh

i k-го степе-
ня

‖u− Πhu‖W
(s)
2
≤ Csh

k+1−s ‖u‖
W

(k+1)
2

, s = 0, 1, ..., m, (4.140)

де h − дiаметр подiлу областi на скiнченнi елементи.
Доведемо три леми, необхiднi для оцiнки похибки наближених значень

власних чисел.

Лема 13. Нехай El − простiр, утворений на системi власних функцiй
u1, u2, ..., ul, i

σh
l = max

u∈El

|2 (u, u− Πhu)− (u− Πhu, u− Πhu)| . (4.141)

Розглянемо функцiї Πhu1, Πhu2, ..., Πhul. Позначимо через Sl простiр, по-
будований на цих функцiях. Нехай σh

l < 1, тодi простiр Sl l-вимiрний.

Доведення. Достатньо довести, що рiвнiсть Πhu
∗ = 0 (∀u∗ ∈ El) ви-

конується тодi i тiльки тодi, якщо u∗ ≡ 0. Доведемо вiд супротивного.
Припустимо, що Πhu

∗ = 0 виконується для u∗, вiдмiнного вiд тотожно-
го нуля. Нормалiзуємо функцiю u∗, тобто вважатимемо, що (u∗, u∗) = 1.
Розглянемо

σh
l ≥ |2 (u∗, u∗ − Πhu

∗)− (u∗ − Πhu
∗, u∗ − Πhu

∗)|. (4.142)

Пiсля нескладних перетворень отримаємо

|2 (u∗, u∗ − Πhu
∗)− (u∗ − Πhu

∗, u∗ − Πhu
∗)| = (u∗, u∗).

Урахувавши (4.142) та умову нормування функцiї u∗, матимемо нерiвнiсть

σh
l ≥ 1,

яка суперечить умовi леми σh
l < 1.
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Лема 14. Нехай el − множина нормованих функцiй з El i нехай σh
l ,

(4.142), визначена на цiй множинi, є такою, що σh
l < 1. Тодi наближенi

значення власних чисел λh
l обмеженi зверху, тобто

λh
l ≤

λl

1− σh
l

. (4.143)

Використавши мiнiмаксимальний принцип, запишемо

λh
l ≤ max

u∈el

a (Πhu, Πhu)

(Πhu, Πhu)
. (4.144)

Оцiнимо зверху чисельник у правiй частинi попередньої формули. Запи-
шемо

a (u, u) = a (Πhu, Πhu) + 2a (u− Πhu, Πhu) + a (u− Πhu, u− Πhu). (4.145)

Оскiльки Πhu − проекцiя вiдносно бiлiнiйної форми, то згiдно з (4.139)

a (u− Πhu, Πhu) = 0.

Останнiй доданок у формулi (4.145) невiд’ємний. Тому, вiдкидаючи його,
отримаємо нерiвнiсть

a (Πhu, Πhu) ≤ a (u, u) . (4.146)

Знаменник у правiй частинi нерiвностi (4.145) обмежений знизу. Справдi

(Πhu, Πhu) = (u, u)− 2(u, u− Πhu) + (u− Πhu, u− Πhu) ≥
≥ 1− σh

l . (4.147)

Урахувавши нерiвностi (4.146), (4.147), отримаємо

Лема 15. Нехай

u =
l∑

i=1

ciui,

де ui − власнi функцiї, ci − сталi, i нехай u ∈ el. Тодi

(u, u− Πu) =
l∑

i=1

ciλ
−1
i a (ui − Πui, u− Πu). (4.148)

Доведення. Оскiльки ui − власна функцiя, то згiдно з (4.26) маємо

(ui, u− Πhu) = λ−1
i a (ui, u− Πhu). (4.149)

Крiм того, якщо в означеннi проектора (4.139) прийняти vh = Πhui, то

a (Πhui, u− Πhu) = 0.

Вiднявши цей вираз, домножений на λ−1
i , вiд правої частини формули

(4.149), запишемо

(ui, u− Πhu) = λ−1
i a (ui − Πhui, u− Πhu).

Домноживши останню рiвнiсть на ci i пiдсумувавши за iндексом i, отри-
маємо (4.148).

Оцiнку похибок наближених значень власних чисел дає така теорема.
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Теорема 16. Нехай Sh − скiнченно-вимiрний пiдпростiр методу скiн-
ченних елементiв степеня k. Тодi iснує така стала δ, що для достатньо
малих значень дiаметра подiлу областi на скiнченнi елементи виконує-
ться двостороння нерiвнiсть

λl ≤ λh
l ≤ λl + 2C ′′′λlh

2(k+1−m). (4.150)

Доведення. . Для отримання правої частини нерiвностi (4.150) вико-
ристаємо нерiвнiсть (4.143). З цiєю метою оцiнимо величину σh

l . Оскiльки

|a (u, v)| ≤ M ‖u‖
W

(m)
2
‖v‖

W
(m)
2

,

то для першого доданка в σh
l (4.141) матимемо

2 |(u, u− Πhu)| = 2

∣∣∣∣∣
l∑

i=1

ciλ
−1
i a (ui − Πhui, u− Πhu)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2M

∥∥∥∥∥
l∑

i=1

ciλ
−1
i (ui − Πhui)

∥∥∥∥∥
W

(m)
2

‖u− Πhu‖W
(m)
2

.

Позначимо

v =
l∑

i=1

ciλ
−1
i ui.

Використавши оцiнки похибки апроксимацiї (4.140), запишемо

2 |(u, u− Πhu)| ≤ C ′h2(k+1−s) ‖v‖
W

(k+1)
2

‖u‖
W

(k+1)
2

,

де C ′ − стала. Вважаючи норми

‖v‖
W

(k+1)
2

, ‖u‖
W

(k+1)
2

обмеженими, отримаємо

2 |(u, u− Πhu)| ≤ C ′′h2(k+1−s), C ′′ = const.

Для другого доданка в σh
l згiдно з (4.140) матимемо

(u− Πhu, u− Πhu) ≤ C2
0h

2(k+1) ‖u‖2

W
(k+1)
2

.

Ця оцiнка є вищого порядку, нiж оцiнка для першого доданка. За нерiвнi-
стю трикутника на пiдставi отриманих нерiвностей для першого та другого
доданкiв можемо записати

σh
l ≤ C ′′′h2(k+1−m).

Уважатимемо h тут достатньо малим, щоб виконувалась умова 2σh
l < 1.

Тодi, врахувавши очевидну нерiвнiсть

1

1− σh
l

≤ 1 + 2σh
l ,
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яка виконується за цiєї умови, отримаємо оцiнку зверху для наближеного
значення власного числа

λh
l ≤ λl + 2C ′′′λlh

2(k+1−m). (4.151)

Згадаємо, що наближення за Рiтцом є наближеннями зверху для власних
чисел. Звiдси остаточно отримаємо двосторонню нерiвнiсть (4.150).

Отже, з (4.150) випливає, що послiдовностi наближених значень влас-
них чисел збiгаються, i похибка наближеного значення власного числа ста-
новить O(λlh

2(k+1−m)).
Перейдемо до оцiнювання похибок наближених власних функцiй. Ви-

користаємо для цього таку лему.

Лема 17. Нехай власнi функцiї ul та їхнi наближенi значення uh
l , отри-

манi методом скiнченних елементiв, є нормованими у нормi простору
H, тобто виконуються спiввiдношення

(ul, ul) = 1,
(
uh

l , u
h
l

)
= 1. (4.152)

Тодi виконуєтья спiввiдношення

a
(
ul − uh

l , ul − uh
l

)
= λl

∥∥ul − uh
l

∥∥2

H
+ λh

l − λl, (4.153)

де λl − власне число, що вiдповiдає власнiй функцiї ul; λh
l − його набли-

жене значення.

Доведення. Використовуючи властивiсть лiнiйностi бiлiнiйної форми
a (u, v) за кожним аргументом, запишемо

a
(
ul − uh

l , ul − uh
l

)
= a (ul, ul)− 2a

(
ul, u

h
l

)
+ a

(
uh

l , u
h
l

)
.

Урахувавши тут (4.115) та умови нормування (4.152), отримаємо

a
(
ul − uh

l , ul − uh
l

)
= λl

[
2− 2

(
ul, u

h
l

)]
+ λh

l − λl.

Перетворимо величину у квадратних дужках до вигляду

2− 2
(
ul, u

h
l

)
= (ul, ul)− 2

(
ul, u

h
l

)
+

(
uh

l , u
h
l

)
=

∥∥ul − uh
l

∥∥2

H
.

Урахувавши його, отримаємо потрiбне спiввiдношення (4.153).
Доведена лема дає змогу оцiнити енергетичну похибку наближеної вла-

сної функцiї, якщо вiдомi похибка наближеної власної функцiї в нормi ви-
хiдного простору

∥∥ul − uh
l

∥∥
H

та похибка наближеного значення власного
числа λh

l − λl. Остання похибка вiдома за теоремою 16. Для отримання
похибки наближеної власної функцiї у нормi вихiдного простору доведемо
лему.

Лема 18. Для довiльних значень j та l виконується тотожнiсть
(
λh

j − λl

) (
Πhul, u

h
j

)
= λl

(
ul − Πhul, u

h
j

)
. (4.154)
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Доведення. Оскiльки член −λl

(
Πhul, u

h
j

)
є в обох частинах тотожнос-

тi (4.154), то його можна опустити. Отже, достатньо довести, що

λh
j

(
Πhul, u

h
j

)
= λl

(
ul, u

h
j

)
. (4.155)

З огляду на те, що ul та uh
j − власнi функцiї, маємо

Auh
j = λh

j u
h
j , Aul = λlul.

Тому можемо записати

λh
j

(
Πhul, u

h
j

)
=

(
Πhul, Auh

j

)
= a

(
Πhul, u

h
j

)

та
λl

(
ul, u

h
j

)
=

(
Aul, u

h
j

)
= a

(
ul, u

h
j

)
.

Отже, спiввiдношення (4.155) можна переписати у виглядi

a
(
Πhul, u

h
j

)
= a

(
ul, u

h
j

)
.

Урахувавши лiнiйнiсть бiлiнiйної форми за кожним аргументом, запишемо
його так:

a
(
ul − Πhul, u

h
j

)
= 0.

Останнє збiгається iз визначенням проектора (4.139). Звiдси випливає
(4.154).

Перепишемо (4.154) за аналогiєю з викладом, наведеним у доведеннi
попередньої леми, у такому виглядi:

(
AΠhul − λlΠhul, u

h
j

)
= 0.

Лiва частина цього виразу є похибкою рiвняння на власнi значення,
домноженою на uh

j . Зазначимо, що множина uh
1 , u

h
2 , ..., u

h
n утворює в

Sh ортогональний базис. Тому виконується

Πhul =
n∑

j=1

(
Πhul, u

h
j

)
uh

j . (4.156)

Iз (4.154) видно, що скалярний добуток
(
Πhul, u

h
j

)
є малим, якщо λh

l не
близьке до λl.

Нехай λl − власне число, вiдмiнне вiд iнших власних чисел (λl − не-
кратне власне число). Тодi згiдно з оцiнками (4.150) iснує така стала ρ, що
для малих h виконується нерiвнiсть

λl∣∣λh
j − λl

∣∣ ≤ ρ для ∀j ∈ {1, 2, ..., n}, j = l. (4.157)

Позначимо через β величину

β =
(
Πhul, u

h
l

)
.
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Матимемо ∥∥Πhul − βuh
l

∥∥2

H
=

∑

j 6=l

(
Πhul, u

h
j

)2
.

Згiдно з (4.154) перепишемо праву частину попереднього спiввiдношення
у виглядi

∑

j 6=l

(
Πhul, u

h
j

)2
=

∑

j 6=l

(
λl

λh
j − λl

)2 (
ul − Πhul, u

h
j

)2
.

Використаємо далi оцiнку (4.157)

∑

j 6=l

(
λl

λh
j − λl

)2 (
ul − Πhul, u

h
j

)2 ≤ ρ2
∑

j 6=l

(
ul − Πhul, u

h
j

)2
.

Звiдси отримаємо

ρ2
∑

j 6=l

(
ul − Πhul, u

h
j

)2 ≤ ρ2 ‖ul − Πhul‖2
H.

З наведеного ланцюжка рiвностей та нерiвностей, урахувавши нерiвнiсть
трикутника, одержимо таку оцiнку:

∥∥ul − βuh
l

∥∥
H
≤ ‖ul − Πhul‖H +

∥∥Πhul − βuh
l

∥∥
H
≤

≤ (1 + ρ) ‖ul − Πhul‖H. (4.158)

Основним результатом отриманого спiввiдношення (4.158) є те, що похиб-
ку наближеного значення власної функцiї можна виразити через похибку
апроксимацiї на вибранiй системi базисних функцiй. Похибку апроксима-
цiї обчислюють за нерiвнiстю (4.140). Урахувавши її, запишемо

∥∥ul − βuh
l

∥∥
H
≤ C0 (1 + ρ) h2(k+1) ‖u‖

W
(k+1)
2

. (4.159)

Використаємо отриману формулу (4.159) для апрiорного оцiнювання
похибки наближених значень власних функцiй.

Теорема 19. Нехай власнi функцiї ul та їхнi наближенi значення uh
l ,

отриманi методом скiнченних елементiв, є нормованими у нормi прос-
тору H. Тодi виконуюються оцiнки

∥∥ul − uh
l

∥∥
H
≤ c0h

2(k+1) ‖u‖
W

(k+1)
2

; (4.160)

∥∥ul − uh
l

∥∥
A
≤ c1h

2(k+1−m). (4.161)

Доведення. Нерiвнiсть (4.160) випливає з (4.159). Доведемо тiльки,
що виконується спiввiдношення

∥∥ul − uh
l

∥∥
H
≤ 2

∥∥ul − βuh
l

∥∥
H
. (4.162)
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Запишемо очевидну рiвнiсть

‖ul‖H =
∥∥(ul − βuh

l ) + βuh
l

∥∥
H
.

Застосуємо до її правої частини нерiвнiсть трикутника

‖ul‖H ≤
∥∥ul − βuh

l

∥∥
H

+
∥∥βuh

l

∥∥
H
.

Звiдси отримаємо

‖ul‖H −
∥∥ul − βuh

l

∥∥
H
≤ ∥∥βuh

l

∥∥
H
. (4.163)

Праву частину цiєї нерiвностi перетворимо подiбним способом
∥∥βuh

l

∥∥
H

=
∥∥ul − (ul − βuh

l )
∥∥

H
.

До правої частини отриманого спiввiдношення знову застосуємо нерiвнiсть
трикутника ∥∥βuh

l

∥∥
H
≤

∥∥uh
l

∥∥
H

+
∥∥ul − βuh

l

∥∥
H
. (4.164)

Згадаємо, що згiдно з умовою теореми
∥∥uh

l

∥∥
H

= 1 та ‖ul‖H = 1. Оскiльки
в цьому разi власнi функцiї uh

l та ul визначенi з точнiстю до множника
±1, то виберемо цей множник так, щоб коефiцiент β задовольняв умову
β ≥ 0. Тодi з нерiвностей (4.163), (4.164) отримаємо двi новi нерiвностi

−(β − 1) ≤
∥∥ul − βuh

l

∥∥
H
;

(β − 1) ≤
∥∥ul − βuh

l

∥∥
H
. (4.165)

Вони еквiвалентнi такiй нерiвностi:

|β − 1| ≤
∥∥ul − βuh

l

∥∥
H
. (4.166)

Для норми рiзницi ∥∥ul − uh
l

∥∥
H

виконаємо перетворення, аналогiчнi до попереднiх, тобто
∥∥ul − uh

l

∥∥
H

=
∥∥(ul − βuh

l ) + (βuh
l − uh

l )
∥∥

H
≤

∥∥ul − βuh
l

∥∥
H

+
∥∥(β − 1)uh

l

∥∥
H
.

Оцiнимо останнiй доданок правої частини
∥∥(β − 1)uh

l

∥∥
H
≤ |β − 1|

∥∥uh
l

∥∥
H
.

Урахувавши, що
∥∥uh

l

∥∥
H

= 1, а також (4.166), отримаємо (4.162). З (4.162)
та (4.159) випливає нерiвнiсть (4.160).

Доведення теореми (нерiвнiсть (4.161)) випливає тепер з попередньої
леми. Оцiнимо зверху рiзницю λh

l − λl у правiй частинi формули (4.153)
за нерiвнiстю (4.151)

λh
l − λl ≤ 2C ′′′λlh

2(k+1−m).



Вправи для самостiйного виконання 113

Для оцiнювання
∥∥ul − uh

l

∥∥2

H
використаємо формулу (4.160):

∥∥ul − uh
l

∥∥2

H
≤ c0h

2(k+1) ‖u‖2

W
(k+1)
2

.

Отже, для похибки в енергетичнiй нормi матимемо таку оцiнку:
∥∥ul − uh

l

∥∥2

A
≤ c2

0h
2(k+1) ‖u‖2

W
(k+1)
2

+ 2C ′′′λlh
2(k+1−m), (4.167)

де ∥∥ul − uh
l

∥∥2

A
= a

(
ul − uh

l , ul − uh
l

)
.

З нерiвностi (4.167) отримаємо
∥∥ul − uh

l

∥∥
A
≤ c1h

k+1−m, (4.168)

де стала c1 не залежить вiд дiаметра подiлу областi на скiнченнi елементи.

Зазначимо, що згiдно з лемою Сеа подiбну оцiнку можна отримати i в
нормi простору V . Вона матиме вигляд

∥∥ul − uh
l

∥∥
V
≤ M

γ2
c1h

k+1−m. (4.169)

З отриманих апрiорних оцiнок випливає, що порядок збiжностi наближе-
них власних функцiй до точних власних функцiй у нормах енергетичного
простору та простору V становить O(hk+1−m). Цей порядок збiгається з
порядком збiжностi наближеного розв’язку крайової задачi (яку описує
оператор A), отриманого МСЕ шляхом використання цих же базисних
функцiй.

4.11 Вправи для самостiйного виконання
Вправа 1. Знайти власнi числа задачi

−d2w

dx2
− λw = 0, w(0) = 0 w(π) = 0,

де
λ = ω2ρ/p,

яка описує вiльнi, гармонiчнi коливання натягнутої струни. Як власнi
функцiї вибрати такi:

wn = sin nx.

Проаналiзувати вплив змiн густини та сили натягу струни на змiни колової
частоти ω.

Вправа 2. Знайти власнi числа задачi

d4w

dx4
− λw = 0, x ∈ (0, a);

w(0) = 0,
d2w(0)

dx2
= 0, w(a) = 0,

dw2(a)

dx2
= 0,
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де
λ = ρFω2/EJ,

яка описує згиннi вiльнi, гармонiчнi коливання стрижня. Як власнi функ-
цiї вибрати такi:

wn = sin
nπx

a
.

Проаналiзувати вплив змiн густини та площi поперечного перерiзу стриж-
ня на змiни колової частоти ω згинних коливань.

Вправа 3. Використовуючи теорему про порiвняння власних чисел,
з’ясувати яку нерiвнiсть можна поставити мiж коловими частотами згин-
них коливань ω1, ω2 стрижнiв (див. вправу 2), якi мають площi поперечних
перерiзiв F1 > F2.

Вправа 4. Використовуючи теорему про порiвняння власних чисел,
з’ясувати яку нерiвнiсть можна поставити мiж коловими частотами ко-
ливань ω1, ω2 мембран (див. 4.1.3), виготовлених з однакового матерiалу,
натягнених однаковою силою натягу i розмiщених в областях Ω1 та Ω2 так,
що Ω1 ⊂ Ω2.

Вправа 5. Використовуючи теорему про порiвняння власних чисел,
з’ясувати яку нерiвнiсть можна поставити мiж коловими частотами коли-
вань ω1, ω2 пластин (див. 4.1.4), виготовлених з однакового матерiалу i
розмiщених в областях Ω1 та Ω2 так, що Ω1 ⊂ Ω2.

Вправа 6. Отримати вираз для параметра η у формулi (4.110).
Вправа 7. Використовуючи метод повної математичної iндукцiї, дове-

сти правильнiсть формули (4.106).
Вправа 8. Вивести формули (??), (??).
Вправа 9. Використовуючи результати 4.11, переконатися, що для

задачi Штурма−Лiувiлля можна отримати однаковi оцiнки похибок для
власних чисел та власних функцiй, що i в 4.9.
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Роздiл 5

Початково-крайовi задачi

У роздiлi наведено схему побудови числових розв’язкiв початково-
крайових задач для рiвняння параболiчного типу. Як приклад такої зада-
чi розглянуто початково-крайову задачу теплопровiдностi. Описано спо-
сiб побудови варiацiйного формулювання початково-крайової задачi та на-
пiвдискретизацiї її розв’язку за методом Гальоркiна. Розглянуто питання
стiйкостi та збiжностi напiвдискретизованого розв’язку, а також iснуван-
ня слабкого розв’язку варiацiйної задачi. Побудовано рекурентнi схеми
дискретизацiї задачi за часовою змiнною, дослiджено їхню стiйкiсть та
збiжнiсть.

5.1 Параболiчна задача
Розглянемо початково-крайову задачу для рiвняння параболiчного ти-

пу, яка полягає у знаходженнi функцiї u (x, t) такої, що задовольняє рiв-
няння

ρ0
∂u

∂t
+ Au = f (x, t) в Ω× (0, T ] (5.1)

та початковi умови
u (x, t) = u0 в Ω, t = 0. (5.2)

Тут u (x, t) − шукана функцiя; A − додатно визначений оператор, який
дiє у гiльбертовому просторi H (див., наприклад, 3.12); Ω − обмежена
область евклiдового простору Rn. Уважатимемо, що границя Γ областi Ω
є лiпшицевою. Через x = x1, x2, ..., xn позначимо точку областi Ω, а через
t − часову змiнну.

Характерним прикладом рiвняння параболiчного типу (5.1) є рiвняння
теплопровiдностi. Для нього оператор A визначений спiввiдношеннями

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

λij
∂u

∂xj

; (5.3)

u (x, t) = 0 на Γ× (0, T ]. (5.4)

Коефiцiєнт ρ0 рiвняння теплопровiдностi (5.1) в операторi Au вигляду (5.3)
такий:

ρ0 = ρcv,
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де ρ(x) − густина середовища; cv(x) − теплоємнiсть середовища за сталого
об’єму. Вiдомо, що коефiцiєнти теплопровiдностi середовища λij(x) мають
властивiсть симетрiї

λij(x) = λji(x) (5.5)

та додатної визначеностi

n∑
i,j=1

λij(x)ξiξj ≥ λ0

n∑
i=1

ξ2
i для ∀ (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Rn, (5.6)

де λ0 = const, λ0 > 0.
Уважатимемо також, що функцiї ρ(x), cv(x), λij(x) достатньо гладкi:

u0 ∈ L2 (Ω) ; f(x, t) ∈ L2(0, T ; L2(Ω)).
Зазначимо, що гранична умова вигляду (5.4), не є єдино можливою. Як

i ранiше (див. роздiл 3), можна розглянути також граничнi умови Неймана

n∑
i,j=1

λij
∂u

∂xj

νi = 0

та Ньютона
n∑

i,j=1

λij
∂u

∂xj

νi + σu = 0,

а також неоднорiднi граничнi умови.

5.2 Варiацiйне формулювання параболiчної за-
дачi

Уведемо деякий простiр V . Домножимо рiвняння (5.1) та початкову
умову (5.2) на довiльну функцiю v (x) ∈ V i зiнтегруємо в областi Ω :

∫

Ω

ρ0
∂u

∂t
vdΩ +

∫

Ω

AuvdΩ =

∫

Ω

fvdΩ, ∀v ∈ V ; (5.7)

∫

Ω

ρ0 (u (x, 0)− u0) vdΩ = 0. (5.8)

Уведемо позначення

m (u, v) =

∫

Ω

ρ0uvdΩ; (5.9)

a (u, v) =

∫

Ω

AuvdΩ; (5.10)

l (v) =

∫

Ω

fvdΩ; (5.11)
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u′ =
∂u

∂t
.

Наведемо варiацiйне формулювання параболiчної задачi.
Знайти функцiю u(x, t) ∈ L2(0, T ; V ) таку, що задовольняє рiвняння

m(u′, v) + a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V ; (5.12)

m(u(x, 0)− u0, v) = 0. (5.13)

Розв’язок варiацiйної задачi (5.12) та (5.13) називатимемо слабким розв’яз-
ком початково-крайової задачi (5.1), (5.2).

Зазначимо, що умову (5.13) можна записати також iншим шляхом,
зокрема

(u(x, 0)− u0, v) = 0,

де

(u, v) =

∫

Ω

uvdΩ.

З подальшого буде зрозумiло, чому спiввiдношення (5.13) вибране саме у
такому виглядi.

Для задачi нестацiонарної теплопровiдностi бiлiнiйна форма a (u, v) ма-
тиме вигляд

a (u, v) = −
∫

Ω

n∑
i,j=1

∂

∂xi

λij
∂u

∂xj

vdΩ. (5.14)

З використанням формули Грiна (роздiл 1) та врахуванням граничних
умов (5.4) перетворимо її до симетричного вигляду

a (u, v) =

∫

Ω

n∑
i,j=1

λij
∂u

∂xi

∂v

∂xj

dΩ. (5.15)

Простiр V iдентифiкуємо спiввiдношенням

V =
{

v (x) : v (x) ∈ W
(1)
2 , v (x) = 0, x ∈ Γ

}
. (5.16)

Сформулюємо властивостi бiлiнiйних форм m (u, v) та a (u, v) у двох
теоремах.

Теорема 1. Нехай u, v ∈ H (H = L2 (Ω)). Бiлiнiйна форма m (u, v) −
симетрична, неперевна та H−елiптична.

Доведення. Властивiсть симетрiї є очевидною. Iз запису (5.9) випли-
ває, що виконується нерiвнiсть

m (u, u) ≥ c2
1 ‖u‖2

0 ,

де

‖u‖0 =

∫

Ω

u2dΩ,
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c1 = min
Ω
{ρcv}; c1 > 0.

Це й доводить H−елiптичнiсть бiлiнiйної форми m (u, v) .
Використовуючи нерiвнiсть Шварца, неважко довести i неперервнiсть

бiлiнiйної форми
m (u, v) 6 C2

1 ‖u‖0 ‖v‖0 ,

де
C2

1 = max
Ω
{ρcv}; C1 > 0.

Наслiдок 1. Як наслiдок з доведеної теореми випливає подвiйна не-
рiвнiсть

c1 ‖u‖0 ≤ m(u, u)
1
2 ≤ C1 ‖u‖0 .

Теорема 2. Нехай u, v ∈ V. Бiлiнiйна форма a (u, v) − симетрична, не-
перервна та V −елiптична.

Доведення. Наведемо доведення цiєї теореми для оператора що вiд-
повiдає задачi теплопровiдностi з граничною умовою Дiрiхле. Симетрiя
форми a (u, v) випливає з властивостi симетрiї (5.5) коефiцiєнтiв теплопро-
вiдностi λij. Якщо ж урахувати властивiсть додатної визначеностi (5.6),
то отримаємо

a (u, u) ≥ λ0

∫

Ω

n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

dΩ.

Далi, використовуючи нерiвнiсть Фрiдрiхса (роздiл 3) запишемо

a (u, u) ≥ c2
2 ‖u‖2

W
(1)
2

.

Очевидно, що c2 > 0. Це й доводить V −елiптичнiсть бiлiнiйної форми
a (u, v).

Що стосується неперервностi, то вона доводиться шляхом використан-
ня нерiвностi Шварца (див. 3.10) i означає

a (u, v) 6 C2
2 ‖u‖W

(1)
2
‖v‖

W
(1)
2

.

Наслiдок 2. Як наслiдок з доведеної теореми випливає подвiйна не-
рiвнiсть

c2 ‖u‖W
(1)
2
≤ a(u, u)

1
2 ≤ C2 ‖u‖W

(1)
2

.

5.3 Напiвдискретнi апроксимацiї Гальоркiна

Виберемо у просторi V лiнiйно незалежну, повну послiдовнiсть функ-
цiй

{
ϕh

j

}
. Нехай Vh − скiнченновимiрний пiдпростiр простору V, який утво-

рюється на базисi ϕh
j , j = 1, ..., N.
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Для отримання наближеного розв’язку задачi

m(u′, v) + a(u, v) = l(v); ∀v ∈ V ; (5.17)

m(u(x, 0)− u0, v) = 0 (5.18)

використаємо напiвдискретне подання [2,6,14,16]

uh (x, t) =
N∑

j=1

Uj (t) ϕh
j (x); (5.19)

Вiд задачi (5.17), (5.18) перейдемо до її наближеної форми

m(u′h, vh) + a(uh, vh) = l(vh); ∀vh ∈ Vh; (5.20)

m(uh(x, 0)− u0, vh) = 0. (5.21)

Пiдставимо формулу (5.19) замiсть розв’язку uh у рiвняння (5.20) та (5.21)
i згiдно з методом Гальоркiна виберемо за функцiї v базиснi функцiї ϕh

i .
Отримаємо задачу Кошi

N∑
j=1

{
mijU

′
j (t) + aijUj (t)

}
= li (t), t ∈ (0, T ], i = 1, ..., N ; (5.22)

N∑
j=1

mijUj (0) = pi, (5.23)

де

mij = m
(
ϕh

i , ϕ
h
j

)
; aij = a

(
ϕh

i , ϕ
h
j

)
;

li (t) = l
(
ϕh

i

)
; pi = m

(
u0, ϕ

h
i

)
.

У матричних позначеннях

M = {mij}; A = {aij};
U (t) = {Ui (t)} ; ÃL (t) = {li (t)} ; P = {pi}

(M, A − квадратнi матрицi, U , L, P − матрицi-стовпцi) задачу (5.22),
(5.23) можна записати у такому виглядi:

MU ′ (t) + AU (t) = L (t) , t ∈ (0, T ]; (5.24)

MU (0) = P. (5.25)

Зазначимо, що як наслiдок попереднього матрицi M та A є матрицями з
вiдмiнними вiд нуля визначниками (як матрицi Грама лiнiйно незалежної
системи функцiй вiдносно скалярних добуткiв m (·, ·) та a (·, ·)); вони є
симетричними та додатно визначеними.

Теорема 3 Розв’язок задачi Кошi (5.24), (5.25) iснує та єдиний [2,14,16].

Доведення. Доведення випливає[2,14,16] iз властивостей матриць M та
A.
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5.4 Енергетичне рiвняння
Вивчимо властивостi напiвдискретних апроксимацiй Гальоркiна

uh (x, t) ∈ L2 (0, T ; Vh). Для цього пiдставимо у варiацiйну задачу

m(u′h, vh) + a(uh, vh) = l(vh); ∀vh ∈ Vh; t ∈ (0, T ];

m(uh(x, 0)− u0, vh) = 0

замiсть довiльної функцiї v наближений розв’язок uh (x, t). Отримаємо
1

2

d

dt
m(uh, uh) + a(uh, uh) = l (uh); t ∈ (0, T ]; (5.26)

m(uh, uh) = m(u0, uh); t = 0. (5.27)
З урахуванням позначення

uh (t) = uh (x, t)

та

‖uh‖2
M = m(uh, uh);

‖uh‖2
A = a(uh, uh)

перепишемо цi формули у виглядi
1

2

d

dt
‖uh‖2

M + ‖uh‖2
A = l (uh); t ∈ (0, T ]; (5.28)

‖uh (0)‖2
M = m(u0, uh (0)). (5.29)

Зiнтегруємо рiвняння (5.28) на промiжку [0,t], 0 < t ≤ T, матимемо

1

2
‖uh (t)‖2

M +

t∫

0

‖uh (τ)‖2
A dτ =

1

2
‖uh (0)‖2

M +

t∫

0

l (uh (τ)) dτ. (5.30)

Отримане рiвняння для задачi теплопровiдностi називають енергетичним
рiвнянням температурного поля. Кожний його доданок має таку фiзичну
iнтерпретацiю:

1

2
‖uh (t)‖2

M

− енергiя температурного поля в момент часу t;
t∫

0

‖uh (τ)‖2
A dτ

− дисипацiя енергiї температурного поля, зумовлена дифузiйним розсiя-
нням;

t∫

0

l (uh (τ)) dτ

− енергiя внутрiшнiх джерел теплоти;
1

2
‖uh (0)‖2

M

− енергiя початкового розподiлу температурного поля.
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5.5 Стiйкiсть напiвдискретних апроксимацiй
Для дослiдження стiйкостi напiвдискретних апроксимацiй Гальоркiна

отримаємо оцiнки зверху для двох норм напiвдискретного розв’язку uh.
Сформулюємо також вiдповiднi теореми про єдинiсть.

5.5.1 Перша оцiнка норми напiвдискретного розв’язку

Для отримання оцiнки використаємо енергетичне рiвняння у формi
(5.30)

1

2
‖uh (t)‖2

M +

t∫

0

‖uh (τ)‖2
A dτ =

1

2
‖uh (0)‖2

M +

t∫

0

l (uh (τ)) dτ.

Оцiнимо зверху другий доданок у правiй частинi цього спiввiдношення.
Для цього запишемо очевидний ланцюжок нерiвностей

l (uh) ≤| l (uh) |=| (f, uh) |6‖ f ‖0‖ uh ‖0 . (5.31)

Використаємо далi нерiвностi з наслiдку 1

c1 ‖u‖0 ≤ m(u, u)
1
2 ≤ C1 ‖u‖0 (5.32)

а також нерiвнiсть, яка характеризує додатну визначенiсть оператора A

‖ u ‖A> γ ‖ u ‖0, γ > 0. (5.33)

Враховуючи лiву частину нерiвностi (5.32) та нерiвнiсть (5.33), продовжи-
мо запис ланцюжка нерiвностей (5.31). Отримаємо

l (uh) ≤ α−1 ‖ f ‖M ‖ uh ‖A, (5.34)

де α = c1γ. Використаємо далi елементарну нерiвнiсть

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ∀a, b, ε ∈ R, ε > 0, (5.35)

У нiй покладемо

ε =
1

2
, a =‖ uh ‖A, b = α−1 ‖ f ‖M .

Iз спiввiдношень (5.33) та (5.35) виведемо

l (uh) ≤ 1

2
‖ uh ‖2

A +
1

2α2
‖ f ‖2

M .

Iнтегруючи цю нерiвнiсть, запишемо

t∫

0

l (uh) dτ ≤ 1

2

t∫

0

{
‖ uh ‖2

A dτ +
1

2α2
‖ f ‖2

M

}
dτ.
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Пiдставимо це у праву частину енергетичного рiвняння (5.30) i проведемо
нескладнi алгебричнi перетворення. Матимемо

‖ uh (t) ‖2
M +

t∫

0

‖ uh (τ) ‖2
A dτ ≤‖ uh (0) ‖2

M +α−2

t∫

0

‖ f (τ) ‖2
M dτ.

Використаємо знову нерiвнiсть з наслiдку 1 (5.32) а також нерiвнiсть з
наслiдку 2

c2 ‖u‖W
(1)
2
≤ a(u, u)

1
2 ≤ C2 ‖u‖W

(1)
2

для пiдсилення попередньої нерiвностi. Отримаємо

c1 ‖ uh (t) ‖2
0 +c2

t∫

0

‖ uh (τ) ‖2
V dτ ≤‖ uh (0) ‖2

M +α−2

t∫

0

‖ f (τ) ‖2
M dτ.

Якщо позначити
β = min {c1, c2} ,

то остаточно можемо записати першу оцiнку для напiвдискретного
розв’язку

‖ uh (t) ‖2
0 +

t∫

0

‖ uh (τ) ‖2
V dτ ≤

≤ 1

β



‖ uh (0) ‖2

M +α−2

t∫

0

‖ f (τ) ‖2
M dτ



 .

Отже, доведено таку теорему.

Теорема 4. Нехай задане значення параметра дискретизацiї h (вибра-
ний базис ϕh

j ). Тодi напiвдискретизована варiацiйна задача (5.17), (5.18),
яка приводить до задачi Кошi (5.22), (5.23), має (якщо вiн iснує) єдиний
розв’язок у просторi L∞ (0, T ; H) ∩ L2 (0, T ; V ).

5.5.2 Друга оцiнка норми напiвдискретного розв’язку

Розглянемо ще одну оцiнку норми напiвдискретного розв’язку. З цiєю
метою перепишемо рiвняння (5.28) у виглядi

‖uh (t)‖M

d

dt
‖uh (t)‖M + ‖uh (t)‖2

A = l (uh (t)).

Використаємо тут означення додатної визначенностi та лiву частину не-
рiвностi з наслiдку 1, отримаємо нерiвнiсть

‖u‖A ≥ α ‖u‖M ∀u ∈ V, α = c1γ, α = const > 0. (5.36)
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Отримаємо

‖uh (t)‖M

d

dt
‖uh (t)‖M + α2 ‖uh (t)‖2

M ≤ l (uh (t)).

Оцiнимо праву частину цiєї нерiвностi за нерiвнiстю Шварца

|l (uh (t))| ≤ ‖f‖0 ‖uh (t)‖0.

Знайдемо

‖uh (t)‖M

d

dt
‖uh (t)‖M + α2 ‖uh (t)‖2

M ≤ ‖f‖0 ‖uh (t)‖0.

Використаємо лiву частину нерiвностi iз наслiдка 1, тобто

c1 ‖u (t)‖0 ≤ ‖u (t)‖M ,

отримаємо

c2
1 ‖uh (t)‖0

d

dt
‖uh (t)‖0 + c2

1α
2 ‖uh (t)‖2

0 ≤ ‖f‖0 ‖uh (t)‖0.

Подiлимо обидвi частини цiєї нерiвностi на c2
1 ‖uh (t)‖0:

d

dt
‖uh (t)‖0 + α2 ‖uh (t)‖0 ≤

1

c2
1

‖f‖0. (5.37)

Зазначимо, що
d

dt

{
eα2tg (t)

}
= eα2t

{
d

dt
g (t) + α2g (t)

}
.

Тодi вираз злiва у формулi (5.37) можемо подати у виглядi

e−α2t d

dt

{
eα2t ‖uh (t)‖0

}
. (5.38)

З формули (5.37), врахувавши (5.38), отримаємо

e−α2t d

dt

{
eα2t ‖uh (t)‖0

}
≤ 1

c2
1

‖f (t)‖0,

або
d

dt

{
eα2t ‖uh (t)‖0

}
≤ eα2t 1

c2
1

‖f (t)‖0.

Зiнтегруємо цю нерiвнiсть на промiжку [0, t]:

eα2t ‖uh (t)‖0 − ‖uh (0)‖0 ≤
1

c2
1

t∫

0

eα2τ ‖f (τ)‖0 dτ.

Остаточно перепишемо попередню нерiвнiсть у виглядi

‖uh (t)‖0 ≤ e−α2t ‖uh (0)‖0 +
1

c2
1

t∫

0

e−γ2(t−τ) ‖f (τ)‖H dτ. (5.39)

Отримана оцiнка теж визначає стiйкiсть напiвдискретного розв’язку, але
в нормi простору L∞ (0, T ; H) . З цiєї нерiвностi випливає висновок про
те, що в разi вiдсутностi внутрiшнiх джерел тепла (f ≡ 0) температурне
поле прямує до нульового значення за експоненцiальним законом e−γ2t при
t →∞.
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5.6 Iснування розв’язку варiацiйної задачi
Напiвдискретизацiю за Гальоркiним можна використовувати також

для теоретичного дослiдження початково-крайових задач. Зокрема, за-
стосувавши напiвдискретне подання, доведемо у цьому параграфi теоре-
му про iснування та єдинiсть розв’язку варiацiйної задачi (5.12), (5.13), що
еквiвалентна початково-крайовiй задачi теплопровiдностi.

Теорема 5. Нехай заданi функцiї u0 ∈ H та f ∈ L2(0, T ; H). Тодi
варiацiйна задача теплопровiдностi (5.12), (5.13) має єдиний розв’язок
u ∈ L∞ (0, T ; H) ∩ L2 (0, T ; V ) .

Доведення. Для доведення теореми використаємо властивiсть повно-
ти базисних функцiй ϕh

j (див 5.3), згiдно з якою послiдовнiсть напiвдис-
кретних розв’язкiв є збiжною за нормою простору V, тобто

uh →
V

u,

де u− границя послiдовностi, яка належить простору V. Використаємо тут
властивiсть додатної визначенностi оператора A та наслiдки 1,2, матимемо

uh →
M

u, uh →
A

u,

де ця ж гранична функцiя u належить одночасно просторам HA та H (див.
1.6). Треба тiльки довести, що ця гранична функцiя задовольняє рiвняння
варiацiйної задачi

m(u′h, v) + a(uh, v) = l(v), ∀v ∈ Vh; (5.40)

m(uh(x, 0)− u0, v) = 0. (5.41)

Уважатимемо для цього, що функцiя v залежить вiд часової змiнної t, є
неперервною до похiдних першого порядку за цiєю змiнною i задовольняє
умову

v (x, T ) = 0.

Отже,
v ∈ Wh =

{
v ∈ C(1) (0, T ; Vh) ; v (x, T ) = 0

}
.

Зiнтегруємо рiвняння (5.40) за часом на промiжку [0, T ] , використовуючи
у першому доданку спосiб iнтегрування частинами. Отримаємо

T∫

0

{−m(uh, v
′) + a(uh, v)− l(v)} dt = m (u0, v).

Перейдемо в одержаному рiвняннi до границi при h → 0 i застосуємо до
першого доданка знову спосiб iнтегрування частинами. Матимемо

T∫

0

{m(u′, v) + a(u, v)− l(v)} dt = m(u(x, 0)− u0, v). (5.42)
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Далi зазначимо, що з огляду на повноту системи базисних функцiй ϕh
j мно-

жина Wh утворює щiльну множину у просторi L2 (0, T ; V ). З урахуванням
цiєї обставини, а також умови (5.41), з рiвняння (5.42) одержимо

m(u′, v) + a(u, v) = l(v).

Це означає, що границя u є розв’язком варiацiйної задачi (5.40), (5.41), i
виконується енергетичне рiвняння

1

2
‖u (t)‖2

M +

t∫

0

‖u (τ)‖2
A dτ =

1

2
‖u (0)‖2

M +

t∫

0

l (u (τ)) dτ.

Отже, виконується нерiвнiсть

‖u (t)‖2
M +

t∫

0

‖u (τ)‖2
A dτ ≤ ‖u (0)‖2

M +

+γ−2

t∫

0

l (u (τ)) dτ, t ∈ [0, T ]. (5.43)

Доведемо далi, що задача (5.12), (5.13) має єдиний розв’язок. Припустимо
протилежне: нехай u1 та u2 − два рiзнi розв’язки цiєї задачi. Внаслiдок
лiнiйностi функцiя u = u1 − u2 також є розв’язком задачi (5.12), (5.13)
для випадку f ≡ 0, u0 ≡ 0. Оцiнка (5.43) тодi дає змогу зробити висновок
u ≡ 0, а це суперечить припущенню, що розв’язки є рiзними.

5.7 Збiжнiсть напiвдискретних апроксимацiй
Оцiнимо поведiнку похибки напiвдискретних апроксимацiй Гальоркiна

eh = uh (t)− u (t) (5.44)

при прямуваннi величини h → 0 або, що рiвнозначно, величини N →∞.
Зазначимо, що внаслiдок лiнiйностi задач для визначення uh (t) та u (t)

похибка eh є розв’язком варiацiйної задачi

m(e′h, v) + a(eh, v) = 0; ∀v ∈ Vh, eh ∈ L2 (0, T ; Vh); (5.45)

m (eh (0) , v) = 0. (5.46)

Запишемо похибку апроксимацiї у виглядi

eh (t) = εh (t)− Eh (t), (5.47)

де
εh (t) = uh (t)− Πhu (t);

Eh (t) = u (t)− Πhu (t) .
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Тут Πh : V → Vh − оператор ортогонального проектування простору V на
Vh вiдносно скалярного добутку a (·, ·). З огляду на це виконується спiв-
вiдношення (див. 1.6)

a (u− Πhu, v) = 0, ∀v ∈ Vh. (5.48)

Вiдомо, що
‖u− Πhu‖A = inf

v∈Vh

‖u− v‖A . (5.49)

На пiдставi формули (5.47) та нерiвностi трикутника можемо записати

‖eh‖M ≤ ‖εh‖M + ‖Eh‖M ; (5.50)

‖eh‖A ≤ ‖εh‖A + ‖Eh‖A . (5.51)

Отже, норму похибки eh можна оцiнити, якщо будуть отриманi оцiнки для
норм величин εh та Eh.

Для оцiнки норми похибки Eh використаємо апроксимацiйнi власти-
востi базисних функцiй ϕh

j . Зокрема, для кусково-аналiтичних базисних
функцiй методу скiнченних елементiв можна використати такий резуль-
тат (див. 2.2).

Нехай апроксимована функцiя

u ∈ V ∩W
(k+1)
2 (Ω); k ≥ 0,

тодi iснує N ∈ R та сталi αj ∈ R такi, що виконуються нерiвностi
∥∥∥∥∥u−

N∑
j=1

αjϕ
h
j (x)

∥∥∥∥∥
W

(m)
2

≤ Dmhk+1−m ‖u‖
W

(k+1)
2

, m = 0, ..., k, (5.52)

де Dm = const, якi не залежать вiд h. З останнього спiввiдношення для за-
дачi, яка мiстить оператор A за просторовими змiнними другого порядку
(зокрема задачi теплопровiдностi) (5.49) та наслiдкiв 1,2, випливає нерiв-
нiсть

‖u− Πhu‖A ≤ D̃1h
k ‖u‖

W
(k+1)
2

, D̃1 = const.

Звiдси
‖Eh‖A ≤ D̃1h

k ‖u‖
W

(k+1)
2

, (5.53)

Аналогiчно приходимо ще й до такої нерiвностi:

‖Eh‖M ≤ D̃0h
k+1 ‖u‖

W
(k+1)
2

, D̃0 = const. (5.54)

Залишається оцiнити величину ‖εh‖A . Для цього використаємо варiацiй-
ну задачу (5.45), (5.46) та подання (5.47). Пiдставивши (5.47) у рiвняння
(5.45), (5.46), отримаємо

m (ε′h (t) , v) + a (εh (t) , v) = m (E ′
h (t) , v), ∀v ∈ Vh; (5.55)

m (εh (0) , v) = m (Eh (0) , v). (5.56)
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Зазначимо, що у формулi (5.55) опущений доданок a (Eh (t), v), оскiльки
згiдно з (5.48) вiн дорiвнює нулю.

Приймемо у рiвняннях (5.55), (5.56) v = εh (t) i знайдемо вигляд енер-
гетичного рiвняння для складової εh (t) похибки:

1

2

d

dt
‖εh (t)‖2

M + ‖εh (t)‖2
M = m (E ′

h (t), εh (t)).

Використавши оцiнки (??) та (5.39), отриманi в попередньому параграфi,
знайдемо

‖εh (t)‖2
M +

t∫

0

‖εh (τ)‖2
A dτ ≤ ‖Eh (0)‖2

M + α−2

t∫

0

‖E ′
h (τ)‖2

M dτ. (5.57)

Тут враховано, що

‖εh (0)‖2
M = ‖eh (0)‖2

M + ‖Eh (0)‖2
M ,

а також прийнятий запис початкової Зазначимо, що власне тут викори-
станий цей запис початкової умови, про який iшлося у 5.2.

Перейдемо тепер до оцiнки величини

‖eh (t)‖2
M +

t∫

0

‖eh (t)‖2
A dτ.

Пiдставимо у цю формулу спiввiдношення

eh (t) = εh (t)− Eh (t) .

Отримаємо

‖eh (t)‖2
M +

t∫

0

‖eh (τ)‖2
A dτ = ‖εh (t)‖2

M +

t∫

0

‖εh (τ)‖2
A dτ+

+ ‖Eh (t)‖2
M +

t∫

0

‖Eh (τ)‖2
A dτ−

−2 (εh (t), Eh (t))M − 2

t∫

0

(εh (τ) , Eh (τ))A dτ. (5.58)

Зазначимо, що згiдно з (5.48) останнiй iнтеграл у попереднiй формулi до-
рiвнює нулю. Оцiнимо зверху добуток −2 (εh (t), Eh (t))H , використовуючи
елементарну нерiвнiсть

−2 (εh (t), Eh (t))M ≤ ‖εh (t)‖2
M + ‖Eh (t)‖2

M . (5.59)

Пiдставимо нерiвнiсть (5.59) в (5.58):

‖eh (t)‖2
M +

t∫

0

‖eh (τ)‖2
A dτ ≤ 2 ‖εh (t)‖2

M +

t∫

0

‖εh (τ)‖2
A dτ+
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+2 ‖Eh (t)‖2
M +

t∫

0

‖Eh (τ)‖2
A dτ.

Пiдсилимо останню нерiвнiсть, домноживши другий доданок у правiй ча-
стинi на коефiцiєнт 2:

‖eh (t)‖2
M +

t∫

0

‖eh (τ)‖2
A dτ ≤ 2 ‖εh (t)‖2

M + 2

t∫

0

‖εh (τ)‖2
A dτ+

+2 ‖Eh (t)‖2
M +

t∫

0

‖Eh (τ)‖2
A dτ.

Оцiнимо першi два доданки за нерiвнiстю (5.57). Остаточно запишемо

‖eh (t)‖2
M +

t∫

0

‖eh (τ)‖2
A dτ ≤ 2 ‖Eh (0)‖2

M + 2 ‖Eh (t)‖2
M +

+

t∫

0

‖Eh (τ)‖2
A dτ + 2α−2

t∫

0

‖E ′
h (τ)‖2

M dτ.

Використаємо тепер оцiнки (5.50) та (5.51), згiдно з якими

‖eh‖M − ‖Eh‖M ≤ ‖εh‖M ,

‖eh‖A − ‖Eh‖A ≤ ‖εh‖A .

Зiбравши разом попереднi оцiнки та (5.57), запишемо Врахуємо далi
нерiвностi (5.53), (5.54). Матимемо

‖eh (t)‖2
H +

t∫

0

‖eh (t)‖2
V dτ ≤ C2h

2k
{
‖u0‖2

W k+1
2

+ ‖u‖2
W k+1

2
+

t∫

0

[
‖u (τ)‖2

W k+1
2

+ β−2 ‖E ′
h (τ)‖2

W k+1
2

]
dτ



. (5.60)

Звiдси випливає така теорема

Теорема 6. Нехай напiвдискретизацiя варiацiйної задачi теплопровiдно-
стi виконана з використанням базисних функцiй, що мають апрокси-
мацiйнi властивостi (5.52), i розв’язок варiацiйної задачi характеризує
включення

u ∈ V ∩W
(k+1)
2 (Ω), k ≥ 0,

тодi послiдовнiсть апроксимацiй {uh (t)} при h → 0 збiгається вiдносно
норми

‖u‖ =
{
‖u‖2

L∞(0,T ;H) + ‖u‖2
L2(0,T ;V )

}1/2

до розв’язку u задачi, i порядок похибки eh (t) характеризує оцiнка (5.60)
(вона становить k).
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5.8 Дискретизацiя варiацiйної задачi за часом

5.8.1 Кусково-лiнiйна апроксимацiя за часом

Роздiлимо промiжок часу [0, T ] на Nt частин − промiжки [tj, tj+1],
j = 0, 1, ..., Nt − 1. Для спрощення подальшого викладу вважатимемо цi
частини однаковими за довжиною δ = tj+1− tj. Називатимемо величину δ
кроком дискретизацiї задачi за часом.

На кожному промiжку [tj, tj+1] розв’язок uh (t) задачi (5.20), (5.21) бу-
демо апроксимувати лiнiйною функцiєю uδ

h (t), яка має вигляд

uδ
h (t) = (1− ωj (t)) uj + ωj (t) uj+1. (5.61)

Тут
ωj (t) = (t− tj) /δ, t ∈ [tj, tj+1], j = 0, 1, ..., Nt;

uj, uj+1 − невiдомi функцiї, якi з огляду на вибiр ωj (t) , є значеннями
апроксимованої функцiї uδ

h (t) у вузлах подiлу промiжку часу tm, тобто

uδ
h (tm) = um, m = 0, 1, ..., Nt − 1.

Отже, uδ
h (t) на промiжку [0, T ] є неперервною кусково-лiнiйною функцiєю.

Зазначимо, що, окрiм запису (5.61) цiєї функцiї на промiжку [tj, tj+1],
можна отримати ще й iншi записи. Зокрема, формулу (5.61) можемо за-
писати у виглядi

uδ
h (t) = uj + ωj (t)

(
uj+1 − uj

)
. (5.62)

Її можна переписати ще й таким способом:

uδ
h (t) =

1

2

(
uj+1 + uj

)
+ δ

(
ωj (t)− 1

2

)
(uj+1 − uj)

δ
=

= uj+ 1
2 + δ

(
ωj (t)− 1

2

)
·
u

j+ 1
2
. (5.63)

Тут використанi позначення

uj+ 1
2 =

1

2

(
uj+1 + uj

)
,
·
u

j+ 1
2

=
(uj+1 − uj)

δ
. (5.64)

5.8.2 Однокрокова рекурентна схема

Виберемо деяку функцiю ξ (t) таку, що виконується спiввiдношення

(ξ (t) , 1) =

tj+1∫

tj

ξ (t) dt 6= 0.

Пiдставимо апроксимацiї (5.63) у перший доданок та (5.62) у другий до-
данок варiацiйного рiвняння (5.20), домножимо на вибрану функцiю ξ (t) ,
зiнтегруємо на промiжку [tj, tj+1] i прирiвняємо отриманий вираз до нуля.
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Iншими словами, домагатимемося, щоб вiдхил апроксимованого за часом
розв’язку вiд слабкого розв’язку був мiнiмальним. Отримаємо

(ξ, 1) m

(
·
u

j+ 1
2
, v

)
+ ((ξ, 1)− (ξ, ωj)) a

(
uj, v

)
+

+ (ξ, ωj) a
(
uj+1, v

)
= (ξ, 1) lj+

1
2 (v). (5.65)

Тут лiнiйний функцiонал у правiй частинi апроксимований на часовому
промiжку [tj, tj+1] сталою за часом величиною

lj+
1
2 (v) = l (v) |

t=
tj+tj+1

2

.

Домножимо формулу (5.62) на функцiю ξ (t) i зiнтегруємо на промiжку
часу [tj, tj+1]. Увiвши позначення

uj+θ =
1

(ξ (t) , 1)

tj+1∫

tj

ξ (t) uδ
h (t) dt, (5.66)

отримаємо
uj+θ = uj + θ

(
uj+1 − uj

)
, (5.67)

де
θ = (ξ, ωj) (ξ, 1)−1 .

Можна довести, що
0 ≤ θ ≤ 1.

З урахуванням спiввiдношення (5.67) перепишемо рiвняння (5.65) у вигля-
дi

m

(
·
u

j+ 1
2
, v

)
+ a

(
uj+θ, v

)
= lj+

1
2 (v) , ∀v ∈ Vh, j = 0, 1, ..., Nt, (5.68)

подiбному до рiвняння (5.20).
До рiвнянь (5.68) додамо ще одне спiввiдношення, яке випливає з по-

чаткової умови (5.18),

m
(
u0 − u0, v

)
= 0 ∀v ∈ Vh. (5.69)

Зазначимо, що перетворення, подiбне до перетворення формули (5.62)
до вигляду (5.67), можна застосувати i до формули (5.63). Тодi матимемо

uj+θ = uj+ 1
2 + δ

(
θ − 1

2

)
·
u

j+ 1
2
. (5.70)

Використавши рiвняння (5.68) та (5.69), можна сформулювати реку-
рентнi послiдовностi обчислень для знаходження функцiй uj+1, uj+θ. Для
цього, застосувавши (5.67) та (5.70), зведемо рiвняння (5.68) до одного з
наступних виглядiв:

m
(
uj+1, v

)
+ θδa

(
uj+1, v

)
=

(
lj+

1
2 (v)− (1− θ) a

(
uj, v

))
+
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+m
(
uj, v

)
, ∀v ∈ Vh, j = 0, 1, ..., N ; (5.71)

або
m

(
uj+θ, v

)
+ θδa

(
uj+θ, v

)
= δθlj+

1
2 (v) + m

(
uj, v

)
,

∀v ∈ Vh, j = 0, 1, ..., N. (5.72)

5.9 Стiйкiсть рекурентних схем

Дослiдимо стiйкiсть побудованих рекурентних схем iнтегрування за
часовою змiнною. Для цього використаємо запис рекурентної схеми у ви-
глядi (5.68)

m

(
·
u

j+ 1
2
, v

)
+ a

(
uj+θ, v

)
= lj+

1
2 (v), ∀v ∈ Vh, j = 0, 1, ..., N. (5.73)

Приймемо у цьому рiвняннi v = uj+ 1
2 . Виконаємо перетворення першого

доданка

m

(
·
u

j+ 1
2
, uj+ 1

2

)
=

1

2δ
m

(
uj+1 − uj, uj+1 − uj

)
=

=
1

2δ

(∥∥uj+1
∥∥2

M
−

∥∥uj
∥∥2

M

)
. (5.74)

Аналогiчно перетворимо i другий доданок

a
(
uj+θ, uj+ 1

2

)
= a

(
uj+ 1

2 + δ

(
θ − 1

2

)
·
u

j+ 1
2
, uj+ 1

2

)
=

=
∥∥∥uj+ 1

2

∥∥∥
2

A
+

1

2

(
θ − 1

2

) (∥∥uj+1
∥∥2

A
−

∥∥uj
∥∥2

A

)
. (5.75)

Пiдставимо отриманi спiввiдношення (5.74), (5.75) у рiвняння (5.73):

1

2δ

(∥∥uj+1
∥∥2

M
−

∥∥uj
∥∥2

M

)
+

∥∥∥uj+ 1
2

∥∥∥
2

A
+

+
1

2

(
θ − 1

2

) (∥∥uj+1
∥∥2

A
− ∥∥uj

∥∥2

A

)
= lj+

1
2

(
uj+ 1

2

)
, j = 0, 1, ..., N. (5.76)

Додамо всi рiвняння (5.76), якi вiдповiдають значенням iндексу j =
0, 1, ..., m:

1

2

∥∥um+1
∥∥2

M
+ δ

m∑
j=0

∥∥∥uj+ 1
2

∥∥∥
2

A
+

1

2
δ

(
θ − 1

2

) ∥∥um+1
∥∥2

A
=

1

2

∥∥u0
∥∥2

M
+

+δ

m∑
j=0

lj+
1
2

(
uj+ 1

2

)
+

1

2
δ

(
θ − 1

2

) ∥∥u0
∥∥2

A
, m = 0, 1, ..., N. (5.77)
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Порiвнюючи одержанi рiвняння з енергетичними рiвняннями (див. 5.4)

1

2
‖uh (t)‖2

M +

t∫

0

‖uh (τ)‖2
A dτ =

1

2
‖uh (0)‖2

M +

t∫

0

l (uh (τ)) dτ,

бачимо, що використана дискретизацiя в часi породжує додатковi члени у
випадку θ 6= 1

2
.

В отриманих спiввiдношеннях (5.76) (5.77) врахуємо оцiнку вигляду i
лiву частину нерiвностi з наслiдка 1

c1

∥∥∥uj+ 1
2

∥∥∥
H
≤

∥∥∥uj+ 1
2

∥∥∥
M

.

Одержимо

lj+
1
2

(
uj+ 1

2

)
≤ 1

c2
1

∥∥∥lj+
1
2

∥∥∥
M

∥∥∥uj+ 1
2

∥∥∥
M

.

Використаємо далi нерiвнiсть вигляду (5.35)

ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2, ∀a, b, ε ∈ R, ε > 0. (5.78)

Врахуємо нерiвнiсть (див. 5.5.1)

a(u, u) ≥ α ‖u‖2
H

i приймемо в (5.78)

ε = αc2
1, a =

∥∥∥lj+
1
2

∥∥∥
M

, b =
∥∥∥uj+ 1

2

∥∥∥
M

.

Запишемо остаточно

lj+
1
2

(
uj+ 1

2

)
≤ 1

2

∥∥∥uj+ 1
2

∥∥∥
2

A
+

1

2αc2
1

∥∥∥lj+
1
2

∥∥∥
2

M
.

Наведемо (5.76) та (5.77) у виглядi нерiвностей

1

δ

(∥∥uj+1
∥∥2

M
−

∥∥uj
∥∥2

M

)
+

∥∥∥uj+ 1
2

∥∥∥
2

A
+

+

(
θ − 1

2

) (∥∥uj+1
∥∥2

A
−

∥∥uj
∥∥2

A

)
≤ 1

αc2
1

∥∥∥lj+
1
2

∥∥∥
2

H
,

j = 0, 1, ..., Nt − 1 (5.79)

та
∥∥um+1

∥∥2

M
+ δ

m∑
j=0

∥∥∥uj+ 1
2

∥∥∥
2

A
+ δ

(
θ − 1

2

) ∥∥um+1
∥∥2

A
≤

≤
∥∥u0

∥∥2

M
+ δ

1

αc2
1

m∑
j=0

∥∥∥lj+
1
2

∥∥∥
2

M
+ δ

(
θ − 1

2

) ∥∥u0
∥∥2

A
,

m = 0, 1, ..., Nt − 1. (5.80)
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З одержаної нерiвностi (5.80) випливає, що побудована однокрокова реку-
рентна схема є безумовно стiйкою за нормами просторiв M та HA, якщо
параметр схеми

θ ≥ 1

2
. (5.81)

Справдi, у цьому випадку з нерiвностi (5.80) випливає, що для довiльного
натурального числа m величина

∥∥um+1
∥∥2

M
+

∥∥um+1
∥∥2

A

є обмеженою. Якщо ж
θ <

1

2
, (5.82)

то лiва частина нерiвностi (5.80) мiстить невiд’ємнi доданки за умови, що

1 + αc2
1δ

(
θ − 1

2

)
≥ 0.

Ця нерiвнiсть буде виконана, якщо накласти на крок iнтегрування в часi
обмеження

δ ≤ 2

αc2
1 (1− 2θ)

. (5.83)

У цьому випадку однокрокова схема буде умовно стiйкою. Її стiйкiсть за-
безпечена виконанням додаткової умови (5.83) на крок iнтегрування за
часом.

Приведенi висновки щодо стiйкостi однокрокової схеми у нормах про-
сторiв M та HA справедливi також для просторiв H та V . Це випливає з
наслiдкiв 1,2 лем 1,2.

5.10 Збiжнiсть рекурентних схем
Для того, щоб схарактеризувати збiжнiсть рекурентних схем, оцiнимо

похибку
εδ (t) = uδ

h (t)− uh (t) (5.84)

апроксимацiї наближеного розв’язку uδ
h (t), отриманого шляхом вико-

ристання однокрокової рекурентної схеми, вiдносно напiвдискретного
розв’язку uh (t) задачi (5.12), (5.13).

Отримаємо рiвняння для значень похибки

εj = εδ (tj)

у вузлах
tj, j = 0, 1, ..., Nt

часового промiжку [0, T ]. Для цього використаємо рiвняня (5.73)

m

(
·
u

j+ 1
2
, v

)
+ a

(
uj+θ, v

)
= lj+

1
2 (v) , ∀v ∈ Vh, j = 0, 1, ..., N. (5.85)
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Врахуємо у ньому, що згiдно з (5.84) та (5.64)

·
ε

j+ 1
2

=
·
u

j+ 1
2 − δ−1 (uh (tj+1)− uh (tj)), (5.86)

а також, що згiдно з (5.67)

εj+θ = uj+θ − uh (tj)− θ (uh (tj+1)− uh (tj)). (5.87)

Знайдемо, що похибка εj задовольняє спiввiдношення

m

(
·
ε

j+ 1
2
, v

)
+ a

(
εj+θ, v

)
= γj (v) , ∀v ∈ Vh, j = 0, 1, ..., N, (5.88)

де лiнiйнi функцiонали γj (v) мають вигляд

γj (v) = lj+
1
2 (v)− δ−1m (uh (tj+1)− uh (tj) , v)−

−a (θuh (tj+1) + (1− θ) uh (tj) , v). (5.89)

Перетворимо вирази для лiнiйних функцiоналiв (5.89). Для цього припу-
стимо, що

uh (t) ∈ C(3) [0, T ]

i розвинемо uh (t) в ряд Тейлора в околi точки t = tj+ 1
2

uh (t) = uh

(
tj+ 1

2

)
+

(
t− tj+ 1

2

)
u′h

(
tj+ 1

2

)
+

+
1

2

(
t− tj+ 1

2

)2

u′′h
(
tj+ 1

2

)
+

1

6

(
t− tj+ 1

2

)3

u′′′h (ξ).

Обчислимо за цiєю формулою вирази

uh (tj+1) = uh

(
tj+ 1

2

)
+

δ

2
u′h

(
tj+ 1

2

)
+

δ2

8
u′′h

(
tj+ 1

2

)
+

δ3

48
u′′′h (ξ);

uh (tj) = uh

(
tj+ 1

2

)
− δ

2
u′h

(
tj+ 1

2

)
+

δ2

8
u′′h

(
tj+ 1

2

)
− δ3

48
u′′′h (ξ).

Звiдси отримаємо

δ−1 (uh (tj+1)− uh (tj)) = u′h
(
tj+ 1

2

)
+

1

24
δ2u′′′h (ξ); (5.90)

θuh (tj+1) + (1− θ) uh (tj) = uh

(
tj+ 1

2

)
+ δ

(
θ − 1

2

)
u′h

(
tj+ 1

2

)
+

+
1

8
δ2

(
u′′h (η) +

1

3
δ

(
θ − 1

2

)
u′′′h (ξ)

)
; ξ, η ∈ (tj, tj+1). (5.91)

Пiдставимо (5.90) та (5.91) у праву частину (5.89):

γj (v) = (l (v)−m (u′h (tj), v)− a (uh (tj), v))−

−δ

(
θ − 1

2

)
a

(
u′h

(
tj+ 1

2

)
, v

)
− δ2Rj (v).
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Врахуємо, що сума перших трьох доданкiв дорiвнює згiдно з рiвнянням
(5.20) нулю, отже,

γj (v) = −δ

(
θ − 1

2

)
a

(
u′h

(
tj+ 1

2

)
, v

)
− δ2Rj (v), ∀v ∈ Vh. (5.92)

Тут лiнiйнi функцiонали Rj (v) мають вигляд

Rj (v) =
1

8

{
a (u′′h (η), v) +

1

3
m (u′′′h (ξ), v) +

+δ

(
θ − 1

2

)
a (u′′′h (ξ) , v)

}
, ∀v ∈ Vh. (5.93)

З урахуванням виконаних перетвореннь запишемо рiвняння для визначе-
ння похибок у виглядi

m

(
·
ε

j+ 1
2
, v

)
+ a

(
εj+θ, v

)
=

= δ

(
θ − 1

2

)
a

(
u′h

(
tj+ 1

2

)
, v

)
− δ2Rj (v) , j = 0, 1, ..., N, ∀v ∈ Vh; (5.94)

m
(
ε0, v

)
= 0. (5.95)

Звiдси випливає, що однокрокова рекурентна схема має перший порядок
апроксимацiї (O (δ)), якщо θ 6= 1/2 i другий порядок апроксимацiї (O (δ2)),
якщо θ = 1/2.

Приймемо у формулi (5.94) v = εj+ 1
2 i виконаємо перетворення анало-

гiчно, як у попередньому параграфi. Отримаємо

1

2

∥∥εm+1
∥∥2

M
+ δ

m∑
j=0

∥∥∥εj+ 1
2

∥∥∥
2

A
+

1

2
δ

(
θ − 1

2

) ∥∥εm+1
∥∥2

A
=

δ2

m∑
j=0

{(
θ − 1

2

)
a

(
u′h

(
tj+ 1

2

)
, εj+ 1

2

)
+ δRj

(
εj+ 1

2

)}
, m = 0, 1, ..., N.

(5.96)
З використанням нерiвностi (5.35)

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ∀a, b, ε ∈ R, ε > 0

запишемо

a
(
u′h

(
tj+ 1

2

)
, εj+ 1

2

)
≤ 1

4

(
δ

(
θ − 1

2

)−1 ∥∥∥εj+ 1
2

∥∥∥
2

V
+

+δ

(
θ − 1

2

) ∥∥∥u′h
(
tj+ 1

2

)∥∥∥
2

V

)
; (5.97)

Rj

(
εj+ 1

2

)
≤ 1

4
δ−2

∥∥∥εj+ 1
2

∥∥∥
2

V
+ δ2 ‖Rj‖2 . (5.98)
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Зазначимо таке: в записi оцiнки (5.97) було використано, що θ > 1/2. У
випадку, коли θ = 1/2, необхiднiсть у цiй оцiнцi вiдпадає.

З урахуванням (5.97) та (5.98) з рiвняння (5.96) одержимо

1

2

∥∥εm+1
∥∥2

M
+ δ

m∑
j=0

∥∥∥εj+ 1
2

∥∥∥
2

A
+

1

2
δ

(
θ − 1

2

) ∥∥εm+1
∥∥2

A
≤

≤ 2δ2T

{(
θ − 1

2

)
‖u′h‖2

C(0,T ;V ) + δ2 max
0≤j≤N

‖Rj‖2

}
. (5.99)

Отже, доведено таку теорему про збiжнiсть однокрокової схеми.

Теорема 7. Нехай розв’язок uh задачi (5.12), (5.13) є таким, що u′′′h ∈
C (0, T ; V ) , uδ

h − його кусково-лiнiйна апроксимацiя, обчислена за допомо-
гою безумовно стiйкої однокрокової рекурентної схеми (5.71) з параме-
тром θ ≥ 1/2. Тодi значення uδ

h (tm) збiгаються вiдносно норм ‖·‖M та
‖·‖A до значень uh (tm), m = 1, 2, ...N, i в цьому разi для похибок

εδ = uδ
h (tm)− uh (tm)

виконуються апрiорнi оцiнки (5.99).

З формули (5.99) випливає, що оптимальний порядок збiжностi (вiд-
повiдає апроксимацiї за часом лiнiйним законом i дорiвнює 2) досягається
при

θ =
1

2
+ O(δ).

Виконується також теорема про збiжнiсть вiдносно норм ‖·‖H та ‖·‖V .
Це випливає з еквiвалентностi (див. леми 1,2) цих i таких норм: ‖·‖M та
‖·‖A .

5.11 Вправи для самостiйного виконання
Вправа 1. Записати одновимiрне за просторовою змiнною формулю-

вання задачi теплопровiдностi (5.1), (5.2) з однорiдними граничними умо-
вами типу Дiрiхле у крайових точках.

Вправа 2. Записати одновимiрне за просторовою змiнною формулю-
вання задачi теплопровiдностi (5.1), (5.2) з однорiдними граничними умо-
вами типу Ньютона у крайових точках.

Вправа 3. Записати одновимiрне за просторовою змiнною формулю-
вання задачi теплопровiдностi (5.1), (5.2) зi змiшаними однорiдними гра-
ничними умовами (в однiй крайовiй точцi задана умова Дiрiхле, а в iншiй
− умова Неймана) крайових точках.

Вправа 4. Навести варiацiйне формулювання одновимiрної за просто-
ровою змiнною задачi теплопровiдностi (iз вправи 1).

Вправа 5. Навести варiацiйне формулювання одновимiрної за просто-
ровою змiнною задачi теплопровiдностi (iз вправи 2).

Вправа 6. Навести варiацiйне формулювання одновимiрної за просто-
ровою змiнною задачi теплопровiдностi (iз вправи 3).



Вправи для самостiйного виконання 189

Вправа 7. Дослiдити бiлiнiйнi форми, якi мiстяться у варiацiйному
формулюваннi одновимiрної задачi теплопровiдностi (iз вправи 1).

Вправа 8. Дослiдити бiлiнiйнi форми, якi мiстяться у варiацiйному
формулюваннi одновимiрної задачi теплопровiдностi (iз вправи 2).

Вправа 9. Дослiдити бiлiнiйнi форми, якi мiстяться у варiацiйному
формулюваннi одновимiрної задачi теплопровiдностi (iз вправи 3).

Вправа 10. Записати енергетичне рiвняння (5.28) для одновимiрної
за просторовими змiнними задачi теплопровiдностi (iз вправи 1) у явному
виглядi, замiнивши ‖uh (t)‖2

H , ‖uh‖2
V та l (uh) їх явними виразами.

Вправа 11. Записати енергетичне рiвняння (5.28) для одновимiрної
за просторовими змiнними задачi теплопровiдностi (iз вправи 2) у явному
виглядi, замiнивши ‖uh (t)‖2

H , ‖uh‖2
V та l (uh) їх явними виразами.

Вправа 12. Записати енергетичне рiвняння (5.28) для одновимiрної
за просторовими змiнними задачi теплопровiдностi (iз вправи 3) у явному
виглядi, замiнивши ‖uh (t)‖2

H , ‖uh‖2
V та l (uh) їх явними виразами.


















